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Aufgabe 31: Kommutatoren
Zeigen Sie folgende Eigenschaften des Kommutators der Operatoren A, B, C:

(a) Antisymmetrie:

[A>B] = _[B’A] )

(b) (Bi-)Linearitét:
N+ B,C]=\[A,C]+ [B,C]

(c) Jacobi-Identitét:
[A’ [B’ CH + [B> [07 A” + [07 [A> BH =0,

(d) Produktregel:
[A,BC]=[A,B]C+ B[A,C] .

Aufgabe 32: Operatoren in der Ortsdarstellung
Orts- und Impulsoperator wirken in folgender Weise auf die Wellenfunktion im Ortsraum:

de (f7t) :f¢(f>t) 5 Xﬂ/) (f7t) :%w (fvt) >
Py (Z,t) = —ihVy (Z,t) , Ppp (Z,t) = —ih%@b (Z,1) .
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(a) Zeigen Sie in dieser Darstellung, dass folgende Relation gilt:

X, Py = ih6j, .

(b) Zeigen Sie analog fiir ein freies Teilchen (H = P2/2m):
h
Xk, H =1—F .
m

Hinweis: Um die Operatorrelationen zu beweisen benutzen Sie [A, B ¢ (7, t).

Aufgabe 33: Wellenpaket I

Ein freies Teilchen werde beschrieben durch eine Materiewelle der Form
* dp ~ 1
sty = [ Liw eo{3oe-wn}

Dies ist dquivalent mit der in der Vorlesung hergeleiteten Gleichung durch die Relationen
p =% und £(p) = w(k). Nehmen Sie nun an, dass £(p) = p?/2m und weiter dass 1(p) ein
Gaufl’sches Wellenpaket sei, beschrieben durch

Do) = e PN

(a) Zeigen Sie, dass die Wellenfunktion gegeben ist durch

(b) Bestimmen Sie nun die Normierungskonstante 1y, so dass die Wellenfunktion 1(z, t)
folgenderweise normiert ist:

- /_OO da o) (2, 1) |2/°O da (2,1) 0 (2,1) .

(c) Bestimmen Sie die Erwartungswerte (X), (P).

Hinweis: Der Erwartungswert eines Operators (A) wird im Ortsraum bestimmt
durch

(A) :/OO dr = ¢* (z,t) Ay (x,t) .
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(d) Berechnen Sie nun die Orts— und Impulsunschérfe AX bzw. AP. Was erhalten Sie
fiir das Produkt AXAP?

Hinweis: Der Unschérfe eines Operators AA kann wie folgt berechnet werden:
(AA)” = (A%) = (4)°.

(e) Berechnen Sie nun den Erwartungswert der Energie (H) fiir das obige Wellenpacket
unter dem Einfluss eines Zentralpotentials V(X)) = mgX, wobei der Hamiltonopera-
tor durch H = % + V(X) gegeben sei. Fiir den Erwartungswert der Energie gilt
somit

X p?

(H) = (5 +mgX) = - (P + mg{X).

Hinweis: Verwenden Sie

/ e dy = /= bzw. / 2me= dy = |- (2n) .
o a o a (4a)™n!
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