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Aufgabe 30: Potentialtopf
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Betrachten Sie ein Elektron in einem Kastenpotential, welches fiir x < 0 und z > a
die Hohe Vy > 0 besitzt und dazwischen fiir 0 < x < a die Hohe Vj = 0 (siehe
Bild). Betrachten Sie einen endlichen Potentialtopf, also Vj 4 oo. Losen Sie die
stationdre Schrodingergleichung

n? d?

—5, V(@) + V(2)y(z) = Ev(z)

mit einer Strategie analog zum Problem der kastenférmigen Potentialbarriere in
der vorherigen Aufgabe. Beschrinken Sie sich dabei zunéichst auf Energien £ < V
und benutzen Sie den Ansatz

vi(x) = re™,
wll (ZL’) — pezkm + qe—zkx 7
Yr(z) = te™™,
um die Normierbarkeit der Wellenfunktion zu gewéhrleisten. Die Losung dieses
Problems nach den diskreten Energiewerten wird Sie letztlich auf die transzendentale

Gleichung tan(ka) = 2kr/(k? — k?) fiihren. Die Losung dieser Gleichung erfolgt in
der Regel grafisch. Sie sollen an dieser Stelle jedoch abbrechen.
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Aufgabe 31: Operatoren in der Ortsdarstellung

Orts- und Impulsoperator wirken in folgender Weise auf die Wellenfunktion im
Ortsraum:

X (Z,t) =2 (T,t), X0 (Z,t) = ;0 (Z,1)

Py (Z,t) = =iV (Z,1) , P (Z,t) = —m&%@b (Z,1) .
J

(a) Zeigen Sie in dieser Darstellung, dass folgende Relation gilt:
[X ] lhéjk

(b) Zeigen Sie analog fiir ein freies Teilchen (H = P2/2m):
h
Xk, H =1—F .
m

Hinweis: Um die Operatorrelationen zu beweisen benutzen Sie [A, B] ¢ (Z,t), und
die Eigenschaften des Kommutators:

e Antisymmetrie: [A, B] = — [B, 4] ,

e (Bi-)Linearitit: [AA+ B,C] = \[A,C] + [B,C] ,

e Jacobi-Identitdt: [A,[B,C]] + [B,[C, A]] + [C, A, B]] =
e Produktregel: [A, BC] = [A,B]C + B[A,C] .

Aufgabe 32: Vektoren im Hilbertraum

Die Vektoren |v;), |vg) bilden ein vollstandiges Orthonormalsystem (VONS) in
einem zweidimensionalen Hilbertraum #, d.h. (v;|v;) = d;;. In Abhéngigkeit dieser
zwei Basisvektoren definieren wir die zwei Vektoren |p), |y) € H durch

p) = B =)o) + (1 +2i)|vz) und  [x) = (1 +8)[or) + (1 = 7)Jvz)

(a) Berechnen Sie das Skalarprodukt (x|p). Zeigen Sie dann, dass die Vektoren

|ur) = )+ ) und )

1
—= v |v2 |u2) = | 1) — |02
V2 \/_ \/_ \/_
ebenfalls ein VONS bilden und bestimmen Sie die Komponenten von |p)
und |x) beziiglich dieser neuen Basisvektoren.

(b) Projektoren P; auf Unterriume H; haben die Eigenschaften P? = P; (Idem-
potenz) und . P, = 1 (Vollstandigkeit), falls die #; den gesamten Raum
H aufspannen. Betrachten Sie nun die Projektoren P,, = |uy)(ui| und
P,, = |v1)(v1|. Welche mathem. Objekte sind durch P,, bzw. P, beschrie-
ben? Bestimmen Sie die Komponenten (v;|P,, |vg) von P,, beziiglich der
|v;) und die Komponenten (u;|P,, |ux) von P, beziiglich der |u;). Schreiben
Sie schliefllich P,, in der Basis |v;).
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Aufgabe 33: Auf- und Absteigeoperatoren des Harmonischer Oszilla-
tors

Man betrachte einen harmonischen Oszillator (mit Ladung e) in einem konstanten
elektrischen Feld E, der durch den Hamiltonoperator

P? 1 9 <9
H=—+-nmwX*+eEX
2m 2

beschrieben wird.

(a) Zeigen Sie, dass H durch die Auf- und Absteigeoperatoren

e ™y L pound b= /™ML p
2h v 2hmw 2h vV 2hmw

in die Form
E 1
H = hw [bb + —moee b*+b+—}
[ vV 2hmww ( ) 2

gebracht werden kann.
Hinweis: Berechnen Sie zundchst den Kommutator [b, bq.

(b) Driicken Sie H durch a' = b" + ¢ und a = b + ¢ aus und withlen Sie ¢ € R
so, dass keine in af und a lineare Terme in H auftreten. Geben Sie die
Energieeigenwerte von H an und begriinden Sie ihre Antwort.

(c) Berechnen Sie die Ortsunschiirfe AX? = (X?) — (X)? des Oszillators.
Hinweis: Fiir die Eigenzustinde |n) von H gilt:

a'ln) =vn+1ln+1) und aln) =+njn—1)

Weiterfiihrende Erlduterungen: Wellenfunktionen in der Quantenmechanik kdnnen
als Vektoren in einem abstrakten Vektorraum, dem sog. Hilbertraum, interpretiert werden.
Betrachten wir im Folgenden nur den eindimensionalen Fall.

o Fir zwei Wellenfunktionen ¢(x) und p(z) ist auf dem Hilbertraum H ein Skalar-
produkt der Hilbertraumuvektoren [1) und |p) durch

<wm—/¢wwmmm

definiert, wobei wir hier die Darstellung im x—Raum gewdhlt haben und (| der zu
[t) transponierte Vektor ist bzw. ¥*(z) die zu ¥ (x) komplex konjugierte Wellen-
funktion. Die Norm einer Wellenfunktion ist durch die Norm

wwz/wwwmmzjwwwx

des entsprechenden Vektors auf diesem Vektorraum definiert und wir fordern da-
her, dass der Hilbertraum H im Speziellen nur normierte Zustinde enthdlt, d.h.

W) = 1.
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e Der Erwartungswert eines quantenmechanischen Operators O in einem Zustand
[1) lisst sich nun auch schreiben als

() = (WIO1) = (] Ow) = / (@) Opi()da

wobei man den Index v in <O>¢ auch gerne unterdriickt, wenn klar ist von welchen
Zustinden die Rede ist. Operatoren in der Quantenmechanik konnen daher i.A.
auch als Matrizwertige Objekte auf einem abstrakten Vektorraum der Wellenfunk-
tionen aufgefasst werden, weshalb man bei (p|O]p) = (p|O) oft auch einfach vom
sog. Matrizelement des Operators O zwischen den Zustinden (1| und |p) spricht.

o Ublicherweise versucht man beliebige Vektoren |¢) € H in Abhingigkeit von Ba-
sisvektoren |v;) € H, mit i € (1,...,n) und n der Dimension von H, auszudriicken.
Die Basisvektoren |v;) bilden dabei ein vollstindiges Orthonormalsystem (VONS),
d.h. (vilvj) = 0;;. Findet man solch eine Zerlegung, so ist es in der Regel nicht
notwendig Skalarprodukte u.A. tber Integralbildung im Funktionenrawm zu ermit-
teln, da die Wirkung der |v;) untereinander trivial ist und die Wirkung auf gewisse
Operatoren (speziell auf Observable, s.u.) oftmals von vornherein bekannt.

e Fiir einen beliebigen Operator X und Wellenfunktionen o, definiert die Bedingung
(Xely) = (o1 XT9)

den sog. ad]ungzerten Operator Xt Man iiberzeugt sich sofort davon, dass
Folgendes gill: (X + V) = X+ VT, (X +Y)0) = @|X¢) + (YY) und
<X¢\Y@ZJ} <¢]XTYLZ)> Die Adjunktion ist dabei eine Operation, welche gleichzei-
tig die Transposition auf dem entsprechenden Vektorraum als auch die komplexe
Kongjugation des Operators zur Folge hat.

o Fine wichtige Unterklasse von Operatoren ist die Klasse der sog. Hermite’schen
oder selbstadjungierten Operatoren Op. Fir diese gilt

<OH¢’¢> = (WOALZM = <QMOAH'¢> oder einfach ot = Oy

wobei OITLI der zu Oy adjungierte Operator ist. Hermite’sche Operatoren sind deshalb
so wichtig, weil deren FErwartungswerte simtlich reell sind und die Figenwerte
Hermite’scher Operatoren somit natiirliche Kandidaten bei der Definition von
physikalischen Observablen darstellen. Physikalische Observable haben also die

besondere Ezgenschaft dass sie durch selbstadjungzerte Operatoren dargestellt sind:
Fiir sie gilt A= A", B= B" und (A+iB)t = (A —iB).

https://www.itp.kit.edu/courses/ss2017/mpfi Seite 4 von


https://www.itp.kit.edu/courses/ss2017/mpfi

