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Aufgabe 1: Differentiation
Bestimmen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen f: R — R z — f(z) nach x:
(a) f(z) =2 +a%— 5z +1In(z) +c
(b) f(x) = cos(z) + sin(z) tan(z) ,

(©) f() = fpin (5224 .

Aufgabe 2: Integration

(a) Bestimmen Sie die Stammfunktionen Fj(x), d.h. das unbestimmte Integral, zu folgenden

Funktionen
1

(1—2)(1+=x)

fi(z) = eMsin(32) , fo(z) =

Hinweis: Fiithren Sie bei fy(z) eine Partialbruchzerlegung durch.

(b) Bestimmen Sie auflerdem die folgenden bestimmten Integrale

F(a,n) = / 2?e " dy fiira > 0.

[e.9]

F—/l dz
N 0 \/1—3327

Hinweis: Verwenden Sie das GauB’sche Integral F'(a) = [ e dp = \/g tiir a > 0.

o

Aufgabe 3: Komplexe Zahlen

Eine komplexe Zahl z = = + iy € C mit Realteil Re(z) = z, Imaginérteil Im(z) = y und
i := /=1 kann #quivalent in der exponentiellen Schreibweise z = re'? = r(cosp + isin )
dargestellt werden. Dabei gelten mit r € RT, ¢ € [0, 27| die Relationen |z| = r = /22 + y? und

{ ¢’ fiir ' >0 mit o = { arccos (£)  firy >0

arg(z) = ¢ = O+ 21 fiir ' <0’ —arccos (%) firy <0 -

(a) Geben Sie die nachfolgenden komplexen Zahlen in der kartesichen Form z = x + iy und
in der Polarform z = re¥ an und zeichen Sie diese in der komplexen Zahlenebene ein:

C1+4/3i

-9 1271'/3_1 —
21 € ) 22 1+Z

s zZ3 = (3 + 3\/51)3

Hinweis: Die zwei-dimensionale komplexe Zahlenebene zeigt in x-Richtung den Real- und
in y-Richtung den Imaginérteil.
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(b) Veranschaulichen Sie fiir z € C die folgenden Gleichungen und Ungleichungen in der
komplexen Zahlenebene:

2z =1, |20 — 1] < 3, 25+ 25 > —1
Hinweis: Der Betrag im Komplexen ist |z| = v/zz*. Im Fallen von Ungleichungen ergeben
sich Fléachen in der komplexen Zahlenebene.

(c¢) Fiir welche komplexen Zahlen z € C ist der folgende Ausdruck rein reell?

= (3—|—z)2
33—z

Hinweis: Es ist die Gleichung Im(A) = 0 zu 16sen. Dazu sollte der Nenner durch Erweitern
mit dem komplex Konjugierten reell gemacht werden und dann die Polarform fiir 2z benutzt
werden.

(d) Driicken Sie mit Hilfe von e = cosx + isinz Sinus und Cosinus iiber die komplexe
Exponentialfunktion aus und beweisen Sie damit sin(2x) = 2sin z cos z.

Aufgabe 4: Bahnkurven

Bewegungen eines Korpers/Teilchens im Raum als Funktion der Zeit ¢ lassen sich durch
Bahnkurven 7(t) darstellen. Die Geschwindigkeit und Beschleunigung lassen sich als Ableitungen
nach der Zeit ermitteln. Wir betrachten zwei einfache Beispiele.

(a) Eine Bahnkurve werde beschrieben durch die Parameterdarstellung
7(t) = (acos(wt), asin(wt), ct)T mita,c > 0.

(i) Skizzieren Sie die Bahnkurve 7(¢) als Funktion des eindimensionalen Parameters t.
(i) Wie groB ist der Abstand h = zo — z; zweier in z—Richtung direkt iibereinanderlie-
gender Punkte (a,0, 21) und (a, 0, z3), wobei zo > 2,7

(b) Es sei nun der Ortsvektor 7(t) eines Teilchens auf einer Kreisbahn mit konstanter Win-
kelgeschwindigkeit w gegeben durch

7(t) = (rcos(wt), rsin(wt), O)T

—

(i) Berechnen Sie den Geschwindigkeitsvektor @(t) = () und den Beschleunigunsvektor
at) =u(t) =rlt).

(ii) Skizzieren Sie die Kreisbahn des Teilchens und diskutieren Sie, in welche Richtung

7(t), U(t) und d(t) relativ zum Bahnverlauf zeigen.

(iii) Nehmen Sie nun an, das Teilchen sei ein Satellit der Masse m; und umkreise die Erde,
mit Masse M, in einer Entfernung rs. Berechnen Sie dessen Geschwindigkeit v = |4/,
wobei fiir die Gravitationskraft gilt F(7) = —Gm,Mg/r® und G die Newton’sche

Gravitationskonstante bezeichnet. Hinweis: Lex secunda.
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