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Aufgabe 1: Erhaltungsgroflen - Zweikorperproblem
Die Lagrange-Funktion eines Zweikorperproblems ist gegeben durch
S L oL mp -2 My 2 - -
L(T7, 71T, Ty) = 717”1 + 727”2 —V(r—r) .

Hierbei ist das Potential V' nur eine Funktion des Abstandes der beiden Korper.

(a) Nun werden die folgenden generalisierten Koordinaten

77:_)1—_’27 R:%F1+%FQ mlt M:m1+m2
eingefiihrt. Diese beinhalten die Relativ- 7 und die Schwerpunktskoordinate R.
(i) Leiten Sie die folgende Lagrange-Funktion fiir die generalisierten Koordinaten mit

der reduzierten Masse j1 = mymsy/(my + my) ab:
M
2
(ii)) Bestimmen Sie die zyklischen Koordinaten und die zugehorigen Erhaltungsgrofen.

Driicken Sie dazu zuséatzlich 7 durch Kugelkoordinaten aus. Hinweis: Nutzen Sie
Aufgabe 1 von Blatt 4.

L7 R R) =57+ SR - v (1)

(b) Eine alternative Wahl der generalisierten Koordinaten lautet 7= 7 — 75 und g = 7] + 7%.
Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion als Funktion von 7 und p und erldutern Sie, warum
diese Wahl der Koordinaten ungiinstiger ist.

Aufgabe 2: Variationsrechnung mit Zwangsbedingung - Kettenlinie
Ein Seil der Lénge L und einer Masse m sei an zwei Punkten (—a, 0)

und (a, 0) befestigt. Bestimmen Sie nun, welchen Verlauf das Seil ¢ Ya @ N
y(x) unter Einfluss der Schwerkraft beschreibt. Dies bedeutet, '
dass Sie die Funktion y(z) bestimmen miissen, unter welcher die
potentielle Energie

Viy(x)) = / dspgy()
des Seils minimal ist. Hierbei bezeichnet p die Massendichte pro y(z) = ccosh(z/c) — A

Langeneinheit, p = 7, und g die Erdbeschleunigung.

(a) Leiten Sie zunédchst erneut die schon bekannte Relation fiir das Linienelement ds =
1+ v/ (z)%dz ab, wenn die Kurve durch die eindimensionale Parametrisierung y(x)
beschrieben wird.

(b) Begriinden Sie nun, warum die nachfolgende Zwangsbedingung h(y(x)) die konstante
Lénge L des Seiles beschreibt:

o) = [ o (VTR - 52) =0

https://www.itp.kit.edu/courses/ss2018/mpfi Seite 1 Von


mailto:stefan.liebler@kit.edu
https://www.itp.kit.edu/courses/ss2018/mpfi

(¢) Nun kénnen Sie y(z) mit einer Variationsrechnung mit Zwangsbedingung in folgenden
Schritten bestimmen:
(i) Wir definieren das Funktional S(y(z), A) durch Addition der Zwangsbedingung mit
Lagrange’schem Multiplikator A:

S(y(x),\) = V(y(x)) + Apgh(y(z))

(ii) Fiihren Sie im Integranden von S die Substitution f(z) = y(z)+ X aus und bestétigen
Sie dessen Form I(f, f',z) = pg(+/1+ f'(z)2f(z) — A%). Wenden Sie fiir den
Integranden die Euler-Lagrange-Gleichung an und zeigen Sie, dass dies fiir f(x) auf
folgende Differentialgleichung fiihrt

fl(@) = f(@)f"(x) +1=0. (1)

Welche Rolle spielen somit p und ¢ fiir die Form der Kettenlinie?
(iii) Leider handelt es sich um eine Differentialgleichung, die nur mit einigen Umwegen
zu l6sen ist. Wir ersparen uns dies. Zeigen Sie, dass

f(z) = ccosh (%)

eine Losung der Differentialgleichung (1)) ist. Hinweis: Es benotigt die hyperbolischen
Funktionen sinhz = 3(e* — ™) und cosha = 3(e” +€™7).
(iv) Bestimmen Sie nun y(z). Erldutern Sie, wie die noch unbekannten Parameter ¢ und

A bestimmt werden kénnen. Hinwets: Formulieren Sie nur die Bedingungen.

Aufgabe 3: Eigenwertproblem - Gekoppeltes Pendel

Wir betrachten wieder den gekoppelten harmonischen Oszillator, welcher uns schon auf Blatt 3,
Aufgabe 2 in Form zweier gekoppelter Pendel begegnet ist. Die Bewegungsgleichungen fiir den
gekoppelten harmonischen Oszillator lauten

<P1+g901+—(901—902):0, 902+g902+—(902—<ﬂ1):0~
l m [ m

Dieser Satz zweier gekoppelter linearer Differentialgleichungen kann, wie wir gesehen haben,
durch die Einfuhr entsprechender sog. Normalkoordinaten ®; und ®, entkoppelt und gelost
werden. Wir wollen nun erarbeiten, wie dies im Rahmen von Eigenwertproblemen etwas
ibersichtlicher gelost werden kann. Gekoppelte Differentialgleichungen sind auch typisch fiir die
Hamilton-Mechanik, wenngleich Sie dort erster Ordnung sind.

(a) Schreiben Sie dazu das obige System gekoppelter Gleichungen in einer Matrixdarstellung
der Form )

G=MG mit F= (901>

P2

und M einer (2x2)-Matrix. Wie sieht M explizit aus?

(b) Fiihren Sie dies nun durch den Ansatz ¢ = ve’™*, wobei ¥ die konstanten Komponenten v,
und vy besitzt, in eine Eigenwertgleichung fiir M iiber und bestimmen Sie die Eigenwerte
w; und wy bzw. die zugehorigen Eigenvektoren o) und (.

(c) Die resultierenden zwei Eigenvektoren ) und ' fithren dann zu zwei Arten von
Eigenschwingungen, namlich G = ) exp(diw;t) baw. G2 = 72 exp(Liwst). Wie
sieht dann, und unter Beriicksichtigung dass wir jeweils eine Plus- und eine Minuslosung
vorliegen haben, die allgemeine Losung fiir ¢ aus?
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