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Kapitel 1

Vorbemerkungen

Disclaimer: Dieses Vorlesungsskript erhebt keinesfalls den Anspruch auf Fehlerfreiheit.

1.1 Inhaltsangabe
I. Analytische Mechanik
I1. Spezielle Relativitéitstheorie

ITI. Quantenmechanik

1.2 Literatur
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e Analytische Mechanik
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W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 142, Springer
H. Goldstein, C. P. Poole, J. L. Safko, Klassische Mechanik, Wiley-VCH

— L. D. Landau, E. M. Lifschitz, Lehrbuch der Theoretischen Physik I (Mechanik),
Harri Deutsch

e Spezielle Relativitétstheorie
e (Quantenmechanik
Mathematische Ergénzung

e [.N. Bronstein, K.A. Semendjajew, G. Musiol, H. Miihlig, Taschenbuch der Mathema-
tik, Verlag Harri Deutsch.

e R. Shankar, Basic Training in Mathematics (A Fitness Program for Science Students),
Plenum Press, New York.



2 Vorbemerkungen

1.3 Einfiihrung

1.3.1 Moderne Physik

Der Begriff der 'Modernen Physik’ ist in Abgrenzung zur ’klassischen Physik’ entstanden.
Den Kern der klassischen Physik bilden die Mechanik, der Elektromagnetismus und die
Thermodynamik. Die Moderne Physik wurde zu Beginn des 20. Jahrhunderts entwickelt,
um Probleme zu verstehen und erkldren zu koénnen, die mit den Mitteln der klassischen
Physik nicht mehr zugénglich waren. Die klassische Physik beruht auf dem Paradigma, dass
alles im Prinzip berechnbar ist, solange die Anfangsbedingungen, also z.B. Ort #;(¢) und
Geschwindigkeit :Ez(t) eines Massenpunktes i, bekannt sind. Die Experimente zeigten aber
immer mehr Widerspriiche, die zu ihrer Erkldrung einen anderen Ansatz erforderten:

e Die idealisierte thermische Strahlungsquelle eines schwarzen Koérpers absorbiert elek-
tromagnetische Strahlung vollstdndig und sendet in Abhéngigkeit von seiner Tempe-
ratur Warmestrahlung aus. Der Versuch, die Schwarzkoérperstrahlung rein klassisch zu
beschreiben fiihrte jedoch zur Ultraviolett (UV)-Katastrophe: Die {iber den gesamten
Frequenzbereich integrierte Energie der Strahlung strebt fiir jede Temperatur 7" > 0
gegen unendlich. Erst Max Plancks Annahme, dass die Strahlungsenergie nur in Form
von Energiequanten aufgenommen und abgegeben werden kann, 16ste dieses Problem.

e Der photoelektrische Effekt kann klassisch nicht erklirt werden. In der klassischen
Betrachtungsweise sollte Licht in Abhéngigkeit von seiner Intensitdt Energie auf das
Elektron eines Metalls iibertragen und dieses herausschlagen. Tatsédchlich aber ist nicht
die Intensitét des Lichts entscheidend sondern vielmehr die Frequenz des Lichts. Dieses
Phéanomen kann erklart werden, wenn man annimmt, dass das Licht Teilchencharakter
hat und dass ein Lichtquant die Energie F' = hv trégt, die also von seiner Frequenz v
abhéngt. Mit h wird das Planck’sche Wirkungsquantum bezeichnet.

e Das klassische Rutherford’sche Atommodell, bei dem Elektronen sich um einen posi-
tiven Atomkern bewegen, stellt klassisch ein Rétsel dar. Ein Elektron wird auf einer
Umlaufbahn stdndig beschleunigt und strahlt somit elektromagnetische Energie ab. Ein
Atom miisste also instabil sein und das Elektron spiralférmig in den Kern stiirzen. Die-
ses Modell kann auch nicht erkldren, warum Atome nur Licht bestimmter Wellenldngen
emittieren.

e Das Michelson-Morley Experiment zeigte, dass die endliche Ausbreitungsgeschwindig-
keit des Lichts unabhéngig von seiner Richtung ist, und dass die Auswirkungen eines
Athers, gegen den sich die Erde bewegt, nicht feststellbar sind. Licht bewegt sich rela-
tiv zum Beobachter in jeder Richtung mit der Lichtgeschwindigkeit ¢, egal in welchem
Bezugssystem sich der Beobachter befindet. Dies ist eine Aussage der speziellen Rela-
tivitdtstheorie, in der Raum und Zeit untrennbar miteinander verkniipft sind.

Wie schon bemerkt ist der Begriff Moderne Physik relativ zur klassischen Physik zu sehen.
Heute sind manche der Theorien der modernen Physik bereits wieder eingeschréankt. Geht
es z.B. um Elementarteilchen, so wird in der zeitgendssischen Physik die Quantenfeldtheorie
verwendet. Sie beruht auf dem Konzept der Feldquanten und deren Wechselwirkung.
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1.3.2 Vorldufiger Aufbau der Vorlesung

Die Vorlesung behandelt die klassiche Mechanik, die relativistische Mechanik und die Quan-
tenmechanik.

Klassische Mechanik

Nach einer kurzen Erinnerung an die Newtonsche Mechanik, gehen wir iiber zu einer formale-
ren, analytischen Beschreibung der Mechanik, die den Langrange-, Hamilton- und Hamilton-
Jacobi-Formalismus einschliet. Sie erlaubt eine theoretische Diskussion der zu behandeln-
den Probleme, die sich die Symmetrien des Systems zunutze macht. Diese sind iiber das
Noether-Theorem mit Erhaltungsgréfien verkniipft. Der Hamiltonformalismus, welcher ge-
geniiber dem Lagrangemechanismus, fiir die praktische Losung von Problemen keinen Vorteil
bietet, bildet den Ausgangspunkt fiir die Untersuchung der Relationen zwischen der Mecha-
nik und der Quantenmechanik. Es werden die Begriffe Hamiltonoperator und kanonisch
konjugierte Variablen eingefiihrt.

Relativistische Mechanik

Das Prinzip, dass Raum und Zeit nicht voneinander trennbar sind, fiihrt zur speziellen Re-
lativitédtstheorie. Wahrend Phédnomene bei geringen Geschwindigkeiten mit der klassischen
Physik beschrieben werden kénnen, kann erst die spezielle Relativitédtstheorie die bei sehr
hohen Geschwindigkeiten erkliren.! Die Entwicklung der Theorie 1905 durch Albert Einstein
beruhte auf Fortschritten im Gebiet des Elektromagnetismus Ende des 19. Jahrhunderts. Ein-
steins geniale Arbeit war ein gewaltiger Schritt nach vorne und hatte radikale Konsequenzen
und so zunichst auch zahlreiche Gegner. Eine wichtige Konsequenz ist die Aquivalenz von
Masse und Energie. Zum Inhalt: Es wird das Michelson-Morley Experiment vorgestellt. Es
werden die Einstein’schen Postulate, Lorentztransformationen, der Minkowskiraum und die
relativistische Formulierung der Elektrodynamik behandelt. Falls zeitlich méglich wird auch
die Mechanik eines relativistischen Teilchens untersucht.

Quantenmechanik

Die Quantenmechanik erlaubt im Gegensatz zur klassischen Mechanik die Beschreibung und
die Berechnung der physikalischen Eigenschaften von Materie im Gréfienbereich von Atomen
und darunter. Sie bildet die Grundlage zur Beschreibung der Phdnomene der Atomphysik,
der Festkorperphysik, der Kern- und Elementarteilchenphysik. Nach ein wenig Historie, wer-
den einfache eindimensionale Probleme behandelt, die mit Hilfe der Schrédingergleichung
beschrieben werden kénnen. Sie bildet die grundlegende Gleichung der nichtrelativistischen
Quantenmechanik und wurde 1926 von Erwin Schrodinger als Wellengleichung aufgestellt. Es
werden die Grundpostulate der Quantenmechanik vorgestellt. Symmetrien werden behandelt
und hierbei insbesondere der Drehimpuls und der Spin. Das Wasserstoffatom wird berechnet.
Die Behandlung von identischen Teilchen in der Quantenmechanik wird beleuchtet, welche
letztlich auf die Unterscheidung von Bosonen und Fermionen fiihrt.

IDie spezielle Relativititstheorie stimmt bei niedrigen Geschwindigkeiten natiirlich mit der klassischen
Physik {iberein, so dass letztere letztlich als Spezialfall ersterer anzusehen ist.
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Kapitel 2

Klassische Newtonsche Mechanik

In der klassichen Mechanik geht es um die Bewegung bzw. die Bewegungszustdnde von
Korpern unter dem Einflul von Kriften. Eine typische Problemstellung der Mechanik ist:

Gegeben seien fiir ein System von Massenpunkten 1 < i < N deren Orte 7;(ty) und deren
Geschwindigkeiten ¥;(to) zu einer bestimmten Anfangzeit t,. Auf diese Massenpunkte wirken
sowohl duBere Krifte F' als auch Krifte zwischen ihnen. Diese seien fiir die Wirkung zwischen
Massenpunkt ¢ und Massenpunkt j durch F}j bezeichnet. Wie lauten nun die kinematischen
Grofen 7 (t) und @;(t) = 7;(t)* fiir beliebige Zeiten danach? Zur Losung des Problems werden
Differentialgleichungen aufgestellt, und die kinematischen Gréflen Ort, Geschwindigkeit und
Beschleunigung, 7;(t), Fz(t) und F,(t), ergeben sich als Losung dieser Bewegungsgleichungen.

Neben den kinematischen Groflen sind weitere wichtige Begriffe der Mechanik die Kraft
F , die Masse m eines Massenpunktes und sein Impuls p. Der physikalische Begriff fiir die
Kraft, welche eine vektorielle Grofe ist, geht auf Isaac Newton zuriick. Er definierte sie als
Ursache fiir die Bewegung eines Korpers oder fiir die Anderung seines Bewegungszustandes.
Ist ein Korper kréftefrei, so bleibt seine Bewegung unveréndert.

2.1 Newtonsche Gesetze

Mit den 1687 in Newtons Werk Philosophiae Naturalis Principia Mathematica formulierten
Newtonschen Gesetzen wurden die Grundlagen der klassischen Mechanik geschaffen. Diese
Gesetze werden im Folgenden in Erinnerung gerufen.

Lex Prima (Galileisches Trigheitsgesetz)

Ein Koérper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmig geradlinigen Translation,
sofern er nicht durch einwirkende Kréfte zur Anderung seines Zustands gezwungen wird.

Dies definiert Inertialsysteme: In ihnen ruht ein kréftefreier Kérper bzw. ein Massenpunkt
oder bewegt sich geradlinig, gleichférmig.

Das heifit also, dass seine Geschwindigkeit v in Betrag und Richtung konstant ist. Sein
Bewegungszustand kann nur die Einwirkung einer dufleren Kraft verdndert werden. Damit
ergibt sich die Definition der (tragen) Masse zu: Jeder Massenpunkt setzt der Einwirkung
von Kréften einen Tragheitswiderstand, seine Masse, entgegen. Der Impuls ist damit definiert

Der Punkt iiber einer GroBe bezeichnet deren zeitliche Ableitung, also z.B. Fl = dr; /dt.

5



6 Klassische Newtonsche Mechanik

als
p=mu. (2.1)

Lex Secunda (Bewegungsgesetz)

Die Anderung der Bewegung eines Kérpers ist proportional zu der auf ihn wirkenden
Kraft und geschieht in die Richtung, in welche die Kraft weist.

Es gilt also

—

p=F. (2.2)
Da meist die Masse m unverédnderlich ist, ergibt sich mit

d

7= —T=a (2.3)
die Gleichung
F=ma. (2.4)

Der Korper wird also in die Richung der Kraft beschleunigt, die auf ihn wirkt.

Lex Tertia (actio=reactio)

Ubt ein Kérper A auf einen anderen Kérper B eine Kraft aus (actio), so wirkt von Korper
B auf Korper A eine gleich grofie aber entgegen gerichtete Kraft (reactio).

Das bedeutet, dass Krafte immer paarweise auftreten.

2.2 Krifte

Wichtige Beispiele fiir Kréfte sind

Gravitationskraft: Die Gravitationskraft wirkt zwischen zwei Massen, hier im folgenden M
und m genannt, und bewirkt deren Anziehung. Sie nimmt mit zunehmendem Abstand der
Massen ab, besitzt aber unendliche Reichweite. Die von M auf m, siehe Fig. 2.1, ist gegeben
durch

- Mm .

mit dem normierten Richtungsvektor

|~

(2.6)

=

Es gilt Fy, = —F,. Speziell auf der Erde ergibt sich mit Masse m, und Radius r. der Erde
sowie der bekannten Gravitationskonstante? v dann

il

F=mg, (2.7)

wobei g = 9.81m/s* ~ 10m/s? die Erdbeschleunigung ist. Durch das Graviationsgesetz wird
der Begriff der schweren Masse definiert, m = mgmwers; M = Mgawer- Die schwere und die

2Der Wert der Gravitationskonstante betriigt v = 6.674 - 10~ m3 /(kg s?).
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= M
‘[ z !I.?,Ll = _'1:__.:

11

Abbildung 2.1: Die Gravitationskraft zwischen zwei Korpern.

trage Masse sind a priori unabhéngig voneinander. Alle bisher durchgefiihrten Experimente
bestétigen, dass die schwere Masse eines Korpers seiner tragen Masse entspricht. Dies ist das
(schwache) Aquivalenzprinzip.

Coulombkraft Die Coulombkraft wirkt zwischen zwei Punktladungen oder kugelsymmetrisch
verteilten elektrischen Ladungen, )1, @)>. Je nach Vorzeichen der Ladungen wirkt sie an-
ziehend (siehe Gravitationskraft) oder abstofend in Richtung der Verbindungsgeraden der
beiden Ladungen bzw. Ladungsmittelpunkte. Im Vakuum ist sie gegeben durch

1 1@
dmey 12
Bei ¢y = 8.854 - 10712 As/(V'm) handelt es sich um die elektrische Feldkonstante.

Lorentzkraft Die Lorentzkraft wirkt auf eine bewegte Ladung in einem magnetischen oder
elektrischen Feld. Sie ist gegeben durch

F=

P (2.8)

F=e¢(E+0xB). (2.9)

Bei e handelt es sich um die elektrische Ladung, E die elektrische Feldstirke und B die
magnetische Flussdichte. Die magnetische Komponente der Kraft wirkt senkrecht zur Bewe-
gung der Ladung und senkrecht zur Richtung des magnetischen Feldes.

Federkraft Die dem harmonischen Oszillator zugrunde liegende Kraft ist linear (proportional
zur zunehmenden Auslenkung) und stets negativ, also

F=alz|<0. (2.10)

Bei x handelt es sich um die Auslenkung der Feder aus der Ruhelage und « bezeichnet die
Federkonstante.

2.2.1 Konservative Kriafte

Konservative Krifte verrichten ldngs eines geschlossenen Wegs keinerlei Arbeit. Die Energie
bleibt erhalten. Beispiele fiir konservative Krifte sind die Gravitationskraft, die Coulomb-
kraft oder die Federkraft. Die von der Kraft langs des Weges von 7] nach 75 geleistete Arbeit
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ist definiert als
)
W= / FFYdF (2.11)
Somit ist also
AW = Fdr . (2.12)

Die kinetische Energie T eines Massenpunktes mit Masse m und Geschwindigkeit o ist

1
T = -mi*. (2.13)

d . —

il miov = vF . (2.14)
Es gilt

AT = Fdt = Fdi = dW . (2.15)

Es wir also Arbeit in kinetische Energie umgewandelt. Betrachten wir den Spezialfall, dass
sich die Kraft aus dem negativen Gradienten einer potentiellen Energie V () ergibt, also

F=-VV. (2.16)

Damit gilt?

fﬁdfz 0. (2.17)
Die Arbeit ist also vom Integrationsweg unabhéngig. Mit der Definition der Gesamtenergie
E=T+V (2.18)

ergibt sich

d . d. d. s .
aE:%T+EV:vF+(VV)T—U —Fir=0. (2.19)

Die Energie ist also erhalten.

2.3 Inertialsysteme, Nicht-Inertialsysteme

Bei einem Intertialsystem handelt es sich um ein Bezugssystem, in dem sich kréiftefreie Kérper
geradlinig und gleichférmig bewegen. Es gilt hier also das Newtonsche Tragheitsgesetz in
seiner einfachsten Form. Es gibt unendlich viele Intertialsysteme. Sie bewegen sich gegen-
einander geradlinig und gleichférmig. Thre rdumliche und zeitliche Koordinaten héngen iiber

3Denn § Fdif = — [ NVdi — [4 VVdFi = —V(ig) + V(Fa) — V(7a) + V(Fg) = 0.
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eine Galilei- Transformation miteinander zusammen.

Galilei-Invarianz: Die Gesetze der Newtonschen Mechanik sind invariant (von gleicher ma-
thematischer Form) unter einer Galilei-Transformation

P =7F+dt und t =t, (2.20)

wenn sich die Systeme ¥ und Y’ mit konstanter Geschwindigkeit 7 gegeneinander bewegen.
Die zwei Systeme sind vollkommen gleichwertig. Da die Gesetze der Newtonschen Mechanik
in allen Inertialsystemen die gleiche Form haben, gibt es kein bevorzugtes Bezugssystem und
man kann daher die Geschwindigkeit nicht absolut messen. Dies ist das Relativitditsprinzip
der Newtonschen Mechanik. Wir werden spéter im Rahmen der relativistischen Physik die
Lorentz-Transformationen kennenlernen.

Beschleunigte Bezugssysteme sind Bezugssysteme, die kein Inertialsystem sind. Beispie-
le fiir solche Systeme sind rotierende Systeme. Es gibt in beschleunigten Bezugssystemen
sogenannte Scheinkriifte. Die hingen vom Bezuggssystem ab und verschwinden, wenn man
in ein Inertialsystem {ibergeht. Beispiele sind die Coriolis-Kraft und die Zentrifugalkraft in
rotierenden Systemen.

2.4 Weitere Themen

Weitere spezielle Themen im Rahmen der Newtonschen Mechanik sind z.B. Schwingungen,
Untersuchungen des (geddmpften) harmonischen Oszillators; Eigenschwinungen in Syste-
men von Massenpunkten; Mechanik mehrerer Massenpunkte, starrer Korper, Bewegung von
Schwerpunkt und Rotationsbewegung, Kreisel. Im Rahmen dieser Vorlesung werden diese
und andere aufgrund Zeitmangels nicht behandelt.
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Kapitel 3

Lagrangeformalismus

Joseph Louis Lagrange (siehe Fig. 3.1) hat, ausgehend vom Prinzip der kleinsten Wirkung,
die klassische Newtonsche Mechanik in die Sprache der Variationsrechnung iibersetzt. Es
handelt sich um eine zu den Newtonschen Gesetzen dquivalente Formulierung der mechani-
schen Grundgesetze. Die Lagrangesche (und Hamiltonsche) Formulierung ermoglicht jedoch
einen wesentlich tieferen Einblick in die dynamische und geometrische Struktur der Mecha-
nik.

1788 eingeiihrt, ist der Lagrangeformalismus eine Formulierung der klassischen Mechanik,
in der die Dynamik des Systems durch eine einzige skalare Funktion, die Lagrangefunktion,
beschrieben wird. Mithilfe der Euler-Lagrange-Gleichungen lassen sich daraus die Bewe-
gungsgleichungen bestimmen. Der Vorteil dieses Formalismus gegeniiber der Newtonschen
Mechanik ist, daf} sich damit Probleme mit Zwangsbedingungen relativ einfach behandeln
lassen — durch das explizite Ausrechnen der Zwangskrifte oder durch die geeignete Wahl
generalisierter Koordinaten. Ein Beispiel fiir eine Zwangsbedingung ist die Bewegung von
Korpern, die durch feste Verbindungsstangen zwischen diesen eingeschrénkt ist.

Abbildung 3.1: Joseph-Louis-Lagrange (* 25. Januar 1736 in Turin als Giuseppe Lodovico
Lagrangia; t 10. April 1813 in Paris) war ein italienischer Mathematiker und Astronom.
[Quelle:Wikipedia].

11



12 Lagrangeformalismus

3.1 Lagrangegleichungen 1. Art

Wir betrachten Systeme, die aus N Massenpunkten mit Massen m; (i = 1,..., N) beste-
hen. Falls sich diese in allen 3 Raumdimensionen frei von Einschrankungen bewegen kénnen,
so hat das System 3N Freiheitsgrade. Im folgenden betrachten wir Systeme, die Zwangs-
bedingungen unterworfen sind. Diese kénnen beispielsweise dadurch gegeben sein, dass die
Absténde der Massenpunkte konstant sind. Dies ist in einem starren Korper der Fall. Oder
aber die Bewegung der Massenpunkte ist auf eine Flache im Raum eingeschriankt z.B. durch
Gleiten auf einem horizontalen Tisch. Ein anderes Beispiel ist das mathematische Pendel.

Holonome Zwangsbedingungen: Wir betrachten ein System von N Teilchen, deren Ko-
ordinaten durch 7, ...,7y gegeben sind. Falls sich fiir das System von N Teilchen die Ny
Zwangsbedingungen in der Form

AM(Fl,...,FN,t) =0 5 [L:]_,...,NZ (31)

schreiben lassen, so heiflen diese holonome Zwangsbedingungen. Alle Zwangsbedingungen,
die nicht von der Form (3.1) sind, heilen nichtholonom (Zwangsbedingungen in Form von
Ungleichungen oder differentielle, nicht-integrable Zwangsbedingungen).

Ein Beispiel fiir nichtholonome Zwangsbedingungen sind in einer Kugel vom Radius R ein-
geschlossene Gasmolekiile. Thre Koordinaten unterliegen der Bedingung r; < R.

Die Zwangsbedingungen lassen sich weiter bzgl. ihrer Zeitabhingigkeit unterscheiden.
Sie heiflen skleronom, falls keine explizite Zeitabhéngigkeit besteht, ansonsten rheonom.

Ein Beispiel fiir eine holonome und rheonome Zwangsbedingung ist gegeben, wenn sich ein
Massenpunkt auf einer bewegten Raumkurve bewegt.

Die Anzahl der Freiheitsgrade f ist, falls die Nz Gleichungen A, = 0 unabhéngig sind,
gegeben durch

f=3N—-Ngy. (3.2)
Im folgenden betrachen wir einige Beispiele:

> Alle Massenpunkte m; (i = 1,..., N) konnen sich nur in einer Ebene bewegen. Die
Zwangsbedingung lautet dann (p’ Stiitzvektor der Ebene, h Normalenvektor der Ebene)

h-(F,—p)=0 <= h-Fi—k=0 mit hpk=h-p) = const. (3.3)

Damit ist Nz = N und f = 2N. Bei (3.3) handelt es sich um eine holonome skleronome
Zwangsbedingung.

> Falls sich die Ebene zusétzlich mit der Geschwindigkeit ¢ bewegt, so ist die Zwangs-
bedingung durch

he (7, —0t) —k=0 (3.4)

gegeben. Hier ist ebenfalls Ny = N und f = 2N. Durch (3.4) ist eine holonome
rheonome Zwangsbedingung gegeben.
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> Fiir paarweise konstante Abstédnde der m; (i,7 = 1,..., N) haben wir
|7 — 7| = rij = const. . (3.5)

Die Freiheitsgrade, die dann noch iibrig bleiben, sind durch die Bewegungsmoglichkeiten
des starren Korpers gegeben. Diese sind die Translation des Schwerpunktes und die
Rotation des Systems als Ganzes um drei orthogonale Achsen. Die Anzahl der Frei-
heitsgrade ist also f = 6. Fiir 2 Massenpunkte, N = 2, ist f = 5. Gleichung (3.5)
beschreibt eine holonome skleronome Zwangsbedinung.

Durch Zwangskrifte Z: kann der EinfluB der Zwangsbedingungen auf die Bewegung der
Massenpunkte beschrieben werden. Solche Zwangskrifte sind z.B. Auflagekrifte, Lagerkréfte,
Fadenspannungen usw. Diese Zwangskrafte wirken zusétzlich zu den eigentlichen Kréften F,
auf die Massenpunkte. Die Newton’schen Bewegungsgleichungen lauten also

miti=F,+7, , i=1..,N. (3.6)
Die Zwangskrifte hingen im allgemeinen selbst von der Bewegung ab und sind Funktionen
von 7; und 7.

Im folgenden sehen wir, wie wir die Zwangsbedingungen in die Bewegungsgleichungen
integrieren kénnen. Betrachten wir den einfachen Fall der Bewegung eines einzigen Massen-
punktes m unter der Zwangsbedingung

A1) =0. (3.7)

Die Bewegung findet auf der durch A = 0 definierten Fléche statt. Diese kann auch zeitab-
héngig sein. Die Zwangsbedingung schrinkt seine Bewegung innerhalb der Flidche nicht ein,
noch beeinflusst sie sie. Damit hat die Zwangskraft keine Komponente tangential zur Flache
und muss vielmehr senkrecht auf der Fléiche stehen, d.h.

Z(7t) = \t) - VA(7, 1) . (3.8)

Der Gradient VA zeigt in Richtung der Normalen der Fliche. Der Proportionalititsfaktor
A(t) muss noch bestimmt werden. Er hingt wegen der Zeitabhiangigkeit von A(7,¢) und der
Abhéngigkeit von der tatsidchlichen Bewegung von der Zeit ab.

Bemerkung: Dal der Gradient V A senkrecht auf der durch A = 0 definierten Fliche steht,
sieht man folgendermaflen: Seien 7 und 7 + dr’ zwei infinitesimal benachbarte Punkte auf
dieser Flache, also

A(rit)=0 , A(r+dr,it)=0. (3.9)
Die Entwicklung der zweiten Gleichung um 7 liefert
A(F+ dF,t) = A(7,t) + VA - di + O((dF)?) =0 . (3.10)

Hieraus folgt, dafl VA -di = 0. Da dF ein beliebiger infinitesimaler Vektor parallel zur
Tangentialflache im Punkt 7 ist, steht also VA senkrecht auf der Flédche.

Die Bewegung des Massenpunktes wird also durch folgendes Gleichungssystem beschrie-
ben,

mit = F+ X\ VAR 1) (3.11)
ARt = 0. (3.12)
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Abbildung 3.2: Das ebene Pendel. Auf die Masse m wirkt die Schwerkraft F und die durch
den Faden ausgeiibte unbekannte Zwangskraft Z.

Ebenes Pendel: Betrachten wir als Beispiel das ebene Pendel, siehe Fig. 3.2. Hier kann man
sich nochmals klarmachen, daf} die Zwangskraft von der tatséichlichen Bewegung abhéingt.
Denn sie mufl zum einen die Komponente der Schwerkraft in Fadenrichtung kompensieren.
Die Zwangsbedingung legt die Richtung der Zwangskraft fest. Das Pendel bewege sich in der
x-z—Ebene (im Bild i-k—Ebene). Somit haben wir

A(Ft) = 2+ (L—2)°—L*=0 (3.13)
T
VA = 2 0 ) (3.14)
(= 1L)
Und die Bewegungsgleichungen mit Zwangsbedingung lauten also

mi = 2\ (3.15)

mzZ = —mg+2X(z— L) (3.16)

2 —20z = =0. (3.17)

Allgemeiner Fall: Betrachten wir den allgemeinen Fall mehrerer (d.h. N) Teilchen und meh-
rerer (d.h. Nz) Zwangsbedingungen. Die 3N Bewegungsgleichungen und N, Zwangsbedin-
gungen ergeben die Lagrangegleichungen 1. Art

Lagrangegleichungen 1. Art

Nz
-, = Z d L :
m;r; = E+H:1 )\M(t)a—ﬁAH(Tl,...,TN,t) 1 = 1,...,N (318)
AM(Fl,...,FN,t) =0 n = 17---7NZ . (319)

Bemerkung: Hier bedeutet 8/07, = V; = (8/0x;,0/0y;, 0/0z)T, also der Gradient, der auf
das Teilchen 7 wirkt.
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Damit wenigstens ein Freiheitsgrad vorhanden ist, ist die Zahl der Zwangsbedingungen be-
grenzt auf Ny < 3N — 1.

3.2 Lagrangegleichungen 2. Art

Die bisher eingefiihrten Zwangskréfte sind lediglich Hilfsgroflen und im allgemeinen nicht von
physikalischer Bedeutung. Es ist daher geschickt, sie von Anfang an zu vermeiden. Tut man
dies, indem man sie als ersten Schritt zur Losung der Lagrangegleichungen 1. Art eliminiert,
so fithrt dies moglicherweise auf komplizierte Formulierungen. Ein besseres Verfahren ist, von
vornherein die Koordinaten so zu wéhlen, dass sie den durch die holonomen Zwangsbedin-
gungen definierten Unterraum parametrisieren. Solche Koordinaten werden verallgemeinerte
Koordinaten genannt. Beim ebenen Pendel verwendet man statt der kartesischen Koordina-
ten, welche die Zwangsbedingung 2% + y?> = L? explizit beriicksichtigen miissen, Polarko-
ordinaten (r, ). Konstanz der Pendellinge bedeutet eine konstante Koordinate r. Und die
Bewegung des Pendels wird mit der Winkelkoordinate vollstdndig beschrieben. Im folgenden
soll das Vorgehen zur Verwendung verallgemeinerter Koordinaten eingefiihrt werden.

3.2.1 Verallgemeinerte Koordinaten

Wir betrachten ein System von N Massenpunkten, die durch 3N Koordinaten 7; (i = 1, ..., N)
beschrieben werden. Bei N, Zwangsbedingungen sind nur f = 3N — N, Koordinaten vonein-
ander unabhéngig. (f ist die Anzahl der verbleibenden Freiheitsgrade.) Jede beliebige Wahl
dieser f unabhéingigen Koordinaten wird als generalisierte oder verallgemeinerte Koordina-
ten bezeichnet,

Diese Wahl ist nicht eindeutig. Die Wahl wird aber durch Symmetrie-Gesichtspunkte und
Anstreben grofitmoglicher Einfachheit nahegelegt.! Die Orte der Teilchen sind durch die
Wahl der ¢ (k =1, ..., f) festgelegt,

Die verallgemeinerten Koordinaten enthalten die Zwangsbedingungen implizit. Diese sind
fiir beliebige qx (k =1, ..., f) also automatisch erfiillt. D.h.

AM(Fl(ql,...,q]v,t),...,FN(ql,...,q]v,t)) =0 y ,uzl,...,NZ . (322)

Beispiel: Betrachten wir das ebene Pendel mit variabler Fadenlédnge L(t). Der einzige Frei-
heitsgrad ist der Winkel ¢(t). Die kartesischen Koordinaten ausgedriickt durch die verallge-
meinerte Koordinate ¢(t) erfiillen die Zwangsbedingung automatisch, denn

z(t) = L(t)sinp(t) (3.23)
y(t) = 0 (3.24)
2(t) = —L(t)cosp(t) (3.25)

! Auch wenn keine Zwangsbedingungen vorliegen, ist die Benutzung generalisierter Koordinaten niitzlich.
Etwa beim Zentralkraftproblem, dessen Beschreibung durch (r, 0, ¢) einfacher ist also durch (z,y, z).
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und
2?22 =L()2. (3.26)

Bemerkung: Auch Impulse und Energien etc. konnen als generalisierte Koordinaten verwen-
det werden.

3.2.2 Die Lagrangefunktion

Im folgenden soll die Lagrangefunktion hergeleitet werden. Dazu multiplizieren wir die Be-
wegungsgleichung (3.18) fiir m; mit 97;/9q, und summieren iiber i,

—»//

L 04
S B « —
F ;)\M(t) o = ) Z b 0=Lof (3.27)
Aus A,({¢a},t) = 0 folgt, daB
0A,
=0. 3.28
90, (3.28)

Nun héngt aber A, tiber die kartesischen Koordinaten 7;({q,},t) von ¢, ab. Damit ist also

Z 04,  or (3.29)

aqa o Oqa

Und somit ist mit Glg. (3.28) auch

o,
=0. 3.30
Z 6’7“@ " 94a (3:30)
Damit fallen aus Glg. (3.27) die Zwangskrafte heraus,
N
. Of s on
Z<mm-8—%—ﬂ-8—%):o, a=1,..1. (3.31)

i=1
Zur weiteren Umformung dieser f Gleichungen betrachten wir die totale Zeitableitung von
T,

. drl 87“, .
m=—"= Z 50y —ds =7({qs}.1) - (3.32)

Daraus folgt

or;  OF;
= ) 3.33
0o 9qa (3.33)
Dies verwenden wir im 1. Term der Bewegungsgleichungen (3.31),
. OF . oF d| o 1 -, d 1 -,

;mﬂ’i-a—qa = ;mz’r’l8—%25{8—%2577%7’2}—6—%;57”27“1 (334)

d (0 0
= —q—T——T 3.35
dt {8% } 0qo (3.35)

2Die Anfiihrungszeichen in Glg. (3.27) sollen ausdriicken, dass erst multipliziert und dann summiert wird.



Lagrangeformalismus 17

wobei
1 )
T — 3 ; ml-'FZ-Q (3.36)

die kinetische Energie bezeichnet. In Glg. (3.34) wurde verwendet, dafl

d [0 —1 5| d A ;aﬁz;aﬁ
a {—aqa ; 5771@'7’@- } = % { EZ m;r; - aq.a} = EZ mgr; - aq‘.a + i m;Tri - aqa ) (337)
da

dor  doF 9 dR  OF
dt 8o dtdge Do dt  Oga

(3.38)

Mit der potentiellen Energie V' des Systems, ausgedriickt durch die verallgemeinerten Koor-
dinaten ¢ = {q.},

Vg, t) =V (ri(q,t),....,Tn(q, 1)), (3.39)

erhalten wir fiir die Kraftterme

- O ov\ or; 0
) — . = —— ) 4
2T 4o Z( 8%) B0~ Bga’ ) (340)

i

Wir definieren als verallgemeinerte Krdifte Q.

N

. IR,
QQZZFZ--@%, a=1,..,f. (3.41)

i=1

Unter Verwendung von Glgen. (3.31), (3.34), (3.35) und (3.40) lassen sich somit die Bewe-
gungsgleichungen kompakt schreiben als

Lagrangegleichungen 2. Art

d (0L oL :
pr (a—qa> = mit a=1,..,f und (3.42)
L(g,;q,:t) = T(g,4,t) = V(g 1t) (3.43)

Hierbei bezeichnet L die Lagrangefunktion, die von den verallgemeinerten Koordinaten ¢
und den Geschwindigkeiten ¢ sowie der Zeit ¢ abhéngt. Bei den Gleichungen (3.42) handelt
es sich um die Lagrangegleichungen 2. Art. Sie sind die Bewegungsgleichungen eines Systems
von Massenpunkten und der wichtigste Ausgangspunkt zur Losung von Problemen in der
Mechanik. Die Lagrangefunktion charakterisiert ein System eindeutig.

Bemerkungen:

- In den Lagrangegleichungen 2. Art sind die Zwangsbedingungen eliminiert. Sie treten
nicht mehr auf.
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- Durch die Gleichungen (3.42) ist ein System von « Differentialgleichungen 2. Ordnun-
gen gegeben. Zu dessen Losung werden 2a Anfangsbedingungen benotigt.

- Die zentralen Begriffe sind hier Energie und Arbeit im Vergleich zu den zentralen
Begriffen Impuls und Kraft der Newtonschen Mechanik.

- Die Langrangegleichungen sind invariant unter Punkttransformationen:

diffbar , _ _
(1, qa) < (@15, ) (3.44)
mit
ql = ql(ql, ...,qa,t) s oeee sy Cjoz = (ja(ql, ...,qa,t) . (345)

Damit hat man bei der Wahl der generalisierten Koordinaten gewisse Freiheiten. Dies
kann zur Vereinfachung der Losung des Problems genutzt werden, indem man bei-
spielsweise Symmetrien ausnutzt.

Um die Bewegungsgleichungen eines Systems mit Zwangsbedingungen aufzustellen, geht
man also wie folgt vor:

1) Wahl einer geeigneten Parametrisierung des f-dimensionalen Unterraums des 3N-
dimensionalen Konfigurationsraums: ¢ = {qi, ..., s}

2) Bestimmung von 7" und V. Bestimmung von L.

3) Aufstellen der Lagrangegleichungen.

3.3 Erhaltungsgrofien

Erhaltungssiitze bestimmen das qualitative Verhalten eines Systems und sind fiir die Losung
der Bewegungsgleichungen von grofiem Nutzen. Im Lagrangeformalismus sind Erhaltungs-
groBen dadurch gegeben, dafl die Lagrangefunktion L(q, ¢, ) von einem oder mehrerer ihrer
Argumente nicht abhangt.

3.3.1 Energieerhaltung (“Homogenitéit der Zeit”)

Die Lagrangefunktion soll nicht explizit von der Zeit abhéngen,
oL
ot

Die totale Ableitung der Lagrangefunktion nach der Zeit ist damit unter Verwendung der

Lagrangegleichungen 2. Art

0. (3.46)

f
d oL oL d 0L oL d oL
—L = E — —q = E ——— | g —q = — E —q 4
7 2 8qa qa+aqaqa {(dtﬁqa)qa+8qaqa} dt{ aq-QQa}(?) 7)
- oL ’ ’

d 9L
dt dqa
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Daraus ergibt sich der Erhaltungssatz

d
—H =0 3.48
dt Y ( )
wobei die Erhaltungsgrofie H definiert ist als
oL
H = —qo | — L. 3.49
( B ) (3.49)

Bei H handelt es sich um die Hamiltonfunktion.

Héngen die Zwangsbedingungen nicht explizit von der Zeit ab, so ist die kinetische Energie
quadratisch in den ¢,,

T = maplais (3.50)
a',B
wobei es sich bei den Koeffizienten mq g um den verallgemeinerten Massentensor handelt.
Héngt ferner V' nicht von den Geschwindigkeiten ¢, ab, so ist

oL .

] 9q, 4o = Zﬁ WMo 3Gy = 2T (3.51)
und damit
H=2T-L=T+V=EF. (3.52)

Damit ist die Hamiltonfunktion gleich der Energie des Systems.

3.3.2 Zyklische Koordinaten

Falls L unhéngig von einer verallgemeinerten Koordinate g ist, d.h.

oL
— =9, 3.53
dqp (3.53)

dann nennt man ¢z eine zyklische Koordinate. Aus den Bewegungsgleichungen folgt

d oL oL

i 3.54
dtdgs  dqp (359
Damit ist
OL
s = 8—% = zeitlich konstant . (3.55)

Bei pg handelt es sich um den werallgemeinerten Impuls. Zyklische Koordinaten
fithren automatisch zu einem Erhaltungssatz. Um Problemstellungen zu erleichtern
sollten also moglichst viele generalisierte Koordinaten zyklisch sein. Zeitlich kon-
stante Koordinaten nennt man auch Konstanten der Bewegung.

Beispiele:
1) Freies Teilchen: Die Lagrangefunktion lautet

-2 (3.56)
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und ist unahbhéngig von 7. Damit ist der zugehorige verallgemeinerte Impuls

p= 0 = mi = const. . (3.57)

Es liegt Impulserhaltung vor. Dies entspricht der Translationsinvarianz des Systems.

2) Massenpunkt auf einem Kreis in der z-y—Ebene. Die geeignete verallgemeinerte Koordi-
nate ist gegeben durch ¢ = ¢, wobei ¢ der Winkel ist. Damit lautet die Lagrangefunktion
L= %rzaf , wobei r der Radius des Kreises ist. (3.58)
Sie héngt nicht von der verallgemeinerten Koordinate ¢ = ¢ ab. Der zugehorige verallgemei-
nerte Impuls ist
0L

J, 7 = mr®p = const. . (3.59)

Es liegt Drehimpulserhaltung vor. Damit verbunden ist die Isotropie des Raums.

3.4 Beispiel: Schwingende Hantel

Wir betrachten eine Hantel, die aus zwei Massenpunkten m; und msy besteht, die durch eine
Stange der Lénge [ verbunden sind. Die Hantel schwingt in der z — y-Ebene unter Einfluss
des Schwerefeldes, das in y-Richtung wirkt. Die Aufhéingung der Hantel im Massenpunkt
my sei in z-Richtung frei beweglich, sieche Abb. 3.3. Wir haben 6 Freiheitsgrade fiir die zwei

Abbildung 3.3: Bewegung einer Hantel im Schwerefeld mit Erdbeschleunigung g.

Massenpunkte, die sich a priori in alle drei Raumrichtungen bewegen kénnen. Sie unterliegen
aber 4 holonomen skleronomen Zwangsbedingungen. Diese sind durch

21=20=0, y =0, (r1 —29)* +4y5 — 1P =0 (3.60)

gegeben. Wir haben damit & = 6 — 4 = 2 Freiheitsgrade. Als generalisierte Koordinaten
bieten sich an

=1 ud @=¢. (3.61)
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Mit
Ty = @i+ Ising (3.63)
o= a=2=0 (3.64)
Yo = lcosq (3.65)
sowie
T = ¢ (3.66)
To = ¢+ lgacosqo (3.67)
Yo = —lgasing (3.68)
haben wir fiir die kinetische Energie T’
1 1
T = §m1z§ + 5mQ(zg +73) (3.69)
1 . 1 . .
= §(m1 +mg)gi + §m2(l2q§ + 2141Go cOS G2) (3.70)
Die potentielle Energie ergibt sich zu
V =0 —maglcosq, . (3.71)
Die Lagrangefunktion lautet damit
1 1 .
L=T-V= §(m1 +ma)qt + §m2(12q'§ + 211 G2 cos @) + maglcos qs . (3.72)

Die Lagrangefunktion héngt nicht von ¢; (nur von ¢;) ab! Bei ¢; handelt es sich um eine
zyklische Koordiante. Der zugehorige verallgemeinerte Impuls lautet

oL

pL = 8—(]1 = (my + ma)q1 + malgs cos g = const. = ¢ . (3.73)
Fir ¢; finden wir damit (¢ = ¢ /(my + my))

. mal .

G1=cC— mszqQ COSq3 . (3.74)

Und somit (a = const.)
mol )
G (t) =ct — m singa(t) +a . (3.75)

Mit den Anfangsbedingungen

a(t=0)=0 und @{t=0)=0 (3.76)
sowie

. mol .

G ( ) M + wWo un da( ) = wo ( )
finden wir

a=c=0 (3.78)
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und somit also
mol .
Q) = ————sing(t) . (3.79)

my + ms

Und per Riicktransformation

n(t) = —mElsing(r), i) =a() =0, (3.80)
wo(t) = ﬁlsingp(t), ya(t) = lcosp(t),  z(t)=0. (3.81)

Die Bahnkurve von ms ist eine Ellipse:

2 2
) Ys
2+l_2

mql
(ml +ma2 )
Der genaue zeitliche Verlauf ergibt sich aus der Losung von ¢(t) bzw. gao(t). Mit
oL

=1. (3.82)

—— = mao(P¢ + Iy cos o) (3.83)
Iqa
d 0L . . D
& 0d = ma(l*Ga + LG1 cos g — g1 o sin g) (3.84)
0L L. .
5o = Ma(=ldgesing — glsings) . (3.85)
a2

ergibt sich aus den Lagrangegleichungen 2. Art

P + UGy cos go + glsing, = 0. (3.86)
Mit
. mol .. 9 .
_ . Mmet _ 3.87
= (G2 cos g2 — G5 sin gz) (3.87)

ergibt sich dann

mgl

.. 9 . .
o — l —0. 3.88
eI (o cos g2 — G5 sin qQ)) + glsin g, (3.88)

2§y + L cos o (—
Dies ist eine komplizierte Differentialgleichung. Sie ist fiir kleine ¢ 16sbar:
o(t) = 0 sinwt : (3.89)
w

mit

W= ,/%%f’”. (3.90)



Kapitel 4

Variationsprinzipien in der Mechanik

Die Variationsrechnung beschéftigt sich mit der Losung von Problemen, bei denen der Ex-
tremwert (Minimum oder Maximum) einer Gréfle gefunden werden soll, die als Integral {iber
einen Funktionalausdruck darzustellen ist.

Die Vorteile der Verwendung von Variationsprinzipien sind mehr grundsétzlicher Natur.
So lassen sich damit tiefe Grundstrukturen der Mechanik verstehen und fiir die Praxis nutz-
bar machen. Ein Beispiel, das spéter diskutiert wird, ist der Zusammenhang zwischen Sym-
metrien und Erhaltungssitzen.

Funktional: Bei der Variationsrechnung betrachtet man Funktionale. Wahrend eine Funk-
tion y = y(x) jedem x-Wert eine Zahl (den y-Wert) zuordnet, wird bei einem Funktional
jeder Funktion eine Zahl (der Wert des Funktionals) zugeordnet. Funktionale sind also Funk-
tionen von Funktionen.

Beispiel: Es ist

s=atl= [ s~ [Ty (1.1)

das Funktional, das die Wegstrecke entlang der Kurve y = y(z) zwischen den beiden Punkten
(z1,y(x1)) und (22, y(x2)) angibt. Es wird also durch das Funktional jeder Verbindungskurve
y(x) zwischen den beiden Punkten eine Zahl, die Weglinge, zugeordnet.

Bemerkung: Oben wurde das Wegelement ds = \/dx? + dy? geschrieben als:

ds = /1 +dy?/dx?dx = \/1+y'%2dx, mity =dy/dr. (4.2)

Beispiel: Gesucht ist die Brachystochrone, die schnellste Verbindung zweier Punkte durch
eine Bahn, auf der ein Massenpunkt unter dem Einflufl der Gravitationskraft reibungsfrei
gleitet, Fig. 4.1. Aus der Energieerhaltung folgt mv?/2 = mg(y; — y). Damit haben wir

o [ [ | @)
J[y]_T_/l v _/m ! 29(y1 —y(x)) (4.3)

4.1 Die Euler-Lagrange-Gleichung
Problemstellung: Gesucht ist die Funktion y(z), deren Randwerte
y(e) =y,  y(z2) =y (4.4)

23
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A
B
Abbildung 4.1: Brachystochrone
als gegeben vorausgesetzt werden, welche das Funktional
2
J = Jy] =/ daF(y,y', x) (4.5)

minimiert.
Sei yo(z) die gesuchte Funktion. Fiir jede infinitesimal davon abweichende Funktion y(x) =
yo(z) + dy(x) = yo(x) + en(z), mit € infinitesimal, n(z1) = n(z2) = 0 muss dann gelten

Jlyo +en(@)] > Jlyo] . Vn(z). (4.6)

Daraus folgt

T+ en(a)eco = 0. (4.7

ganz analog zur Bedingung des Extremums einer Funktion f(x) in x = x¢: f'(x) = 0 bei
x = x. Aus der Bedingung d.J/de ergibt sich eine Differentialgleichung (DGL) fiir n(z):

& Tonte) +en(@leco 2 [ {%nm v '<x>] . (4.8)

x1

Daraus ergibt sich nach partieller Integration des 2. Terms*

[ aShio = )| - [ 2 (50 o

1 1 1
~—_———
=0

schliefllich

(o) + en(olllma = [ |55 - (50w Lo. (1.10)

xr1

Da das Integral fiir beliebiges n(x) verschwinden soll, muss der Ausdruck in der Klammer
null sein. Damit finden wir die Euler-Lagrange-Gleichung

d <6F(y,y’,x)) _ OF(y.y', x) (4.11)

Euler-Lagrange-Gleichung: I B
z Y

'Zu Erinnerung: [ f'g= fg— [ fg'.
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Dies ist eine DGL zweiter Ordnung fiir die gesuchte Funktion y(z). Die Losungen y(x)
dieser DGL sind stationdre Punkte von J[y]. Im Fall mehrerer Losungen muss die zum
Minimum gehérige Losung gefunden werden.

Man nennt dy(x) = en(x) Variation von y(x). Das Funktional .J ist fiir das gesuchte y(z)
stationdr, d.h. die Variation §.J von J verschwindet. In Kurznotation ist die Herleitung der
Euler-Lagrange-Gleichung;:

. dF,
0 = Jy + oy — Jy] = /daz (F,0y + Fyoy') = / dx (Fy — d—xy) dy=0. (4.12)

z1

Da dies fiir beliebige dy gilt, folgt daraus
e ta—| (4.13)

und damit die Euler-Lagrange-Gleichung.

Beispiel: Es soll die kiirzeste Verbindung zwischen zwei vorgegebenen Punkten gefunden
werden. Dies ist die Funktion y(z), fiir die (4.1) minimal wird. Mit

F =1+ (x)? (4.14)
ergibt sich die Fuler-Lagrange-Gleichung

d oy
& Ty op 0, (4.15)

welche nach Integration
y' = const. , y=oaxr+Db (4.16)

liefert. Die Konstanten a,b sind durch die Randpunkte festgelegt. Die Gerade ist also die
kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten.

/

Fiir mehrere Funktionen y;(x), also F(yi(z), ..., yn(2),y1(2), ..., y,(x), z), ergibt sich die
DGL 2. Grades

oF d (OF
Euler-Lagrange-Gleichung;: 50 " dp <?) =0, i=1,...,n (4.17)
Yi € Y

4.2 Hamiltonsches Prinzip

Beim Hamiltonschen Prinzip handelt es sich um ein Variationsprinzip, dessen Euler-Lagrange-
Gleichungen die Lagrangegleichungen der Mechanik sind. Es erlaubt, die Grundgesetze der
Mechanik elegant zu formulieren und wird auch in anderen Gebieten der Physik angewandt.

Betrachen wir die Form der Lagrangegleichungen

d (0L oL
Atk e
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so legt sie nahe, sie als Euler-Lagrange-Gleichungen fiir das Stationaritatsprinzip
to
S :/ dt L(q,q,t) = stationdr (4.19)
t1

aufzufassen. Das Wirkungsfunktional S, kurz Wirkung, wird jeder Bahnkurve ¢(t) zugeord-
net. Im Argument der Lagrangefunktion L steht ¢ fiir (g1, ..., qr) und ¢ fiir (¢1,...,q4s). Die
Randbedingungen sind dabei, dass die Variation der Endpunkte festgehalten wird, d.h.

Ga(t1) = Qo 5 qalt2) = qoa - (4.20)

Man nennt

Hamiltonsches Prinzip: §S[g] =0

Das Hamiltonsche Prinzip ist eine Bedingung an die gesuchte Bahnkurve ¢(¢) und dquivalent
zu den Lagrangegleichungen 2. Art, also

doL oL
dt 0o Oqo

Meist wird S minimal, so dass man vom Prinzip der kleinsten Wirkung spricht.

5S[g) =0 (4.21)

Das Hamiltonsche Prinzip besagt, dass die Bewegung so ablauft, dass die Bahnkurve die
Wirkung stationdr macht.

Der Bewegungsablauf eines mechanischen Systems wird also folgendermaflien bestimmt:

e Auffinden der Lagrangefunktion L, gegeben durch L =T — V', und damit der Wirkung
S.

e Betrachte alle Wege ¢(t) = {q.(t)}, die von den Anfangspunkten ¢, zur Zeit ¢; zu
den Endpunkten g¢o, zur Zeit t, fithren. Finde die Wege ¢, (t), die das Minimum (oder
Extremum) von S ergeben. Falls ¢(t) = {G.(t)} der gesuchte Weg ist, so gilt

Sla(t)] > Sg(t)] (4.22)

fiir alle q(t).

e Aus der Stationaritidtsbedingung 05 = 0 folgen die Lagrangegleichungen.

4.2.1 Bemerkungen

Das Hamiltonsche Prinzip wird meist nicht explizit angeschrieben, aber mit den Lagrange-
gleichungen implizit verwendet. Bei allgemeinen Betrachtungen wie etwa Symmetrien oder
beim Aufstellen neuer Theorien ist es der geeignete Ausgangspunkt. Das Prinzip der klein-
sten Wirkung ist die allgemeinste und kompakteste Formulierung der Mechanik:

to
5/ dt L(q,¢,t) =0 . (4.23)
t

1
Diese Formulierung ist vollig unabhéngig von der Wahl der Koordinaten. Weiterhin vor-
teilhaft ist, dass sich die Form der Lagrangefunktion durch Symmetriebedingungen stark
einschrénken lésst. Betrachten wir als Beispiel die Lagrangefunktion eines freien Teilchens.
Fiir sie muss gelten
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1. Aufgrund der Homogenitit der Zeit kann L nicht explizit von ¢ abhédngen.
2. Aufgrund der Homogenitéit des Raumes kann L nicht explizit von 7" abhédngen.

3. Ferner muss L isotrop sein und kann damit nicht von einem Vektor abhéngen, der eine
bestimmte Raumrichtung auszeichnet.

Damit kann L nur von 72 abhingen. Die einfachste Moglichkeit ist
L = const. i . (4.24)

Dies liefert mit const. = m/2 die bekannte Form.

4.2.2 Unbestimmtheit der Lagrangefunktion

Es kann verschiedene Lagrangefunktionen geben, die zu denselben Bewegungsgleichungen
fithren. Sie sind zueinander gleichwertig. Da § [dt L = 0 mit den Bewegungsgleichungen
aquivalent ist, ist also eine vorgegebene Lagrangefunktion L gleichwertig zu L* = const. L
oder zu L* = L + const..

FEichtransformationen fithren zu einer Klasse von gleichwertigen Lagrangefunktionen. Die-
se Transformationen sind dadurch gegeben, dass zu L die totale Zeitableitung einer beliebi-
gen Funktion f(q,t) addiert wird. Die Funktion héngt nicht von ¢ ab. Wir haben also die
Transformation

Dla.dt) — 1(.6,6) = L d0) + 5 f(0.). (4.25)

Die Lagrangefunktionen L und L* fithren zu denselben Bewegungsgleichungen, wie nun ge-
zeigt wird. Das Wirkungsintegral zu L* lautet

S*:/h dtL*:/tQ dtL+/t2dt%f(q,t>I/t2dtL+f<Qz,tz>—f(qhtl)a (4.26)

t1 t1 t1 t1 v d
const.

wobei f(q2,t2) = [(qa(t2), t2) = f(q1(t2), ., 4s(t2), t2) und analog f(g1, t1) = fq(tr), -, qr(t1), t)-
Bei der Variation von S werden die Bahnen ¢(t) variiert, so dass

/ f
05" =085+ (%) 8ga(ta) = > <§7f) 0qa(ty) = 65, (4.27)
a=1 @/ ty t1

a=1 a

da die Variation an den Randwerten verschwindet. Damit ist also 6.5* = 05, und somit sind
die Bedingungen 05* = 0 und 05 = 0 identisch. Die Lagrangefunktionen L und L* sind
damit gleichwertig, da sie zu denselben Bewegungsgleichungen fithren. Wir betrachten zwei
Beispiele.

(i) Galileitransformation:
Die Transformation ist durch 7 — 7+ ¢ (¥ = const.) gegeben. Damit transformiert sich die
Lagrangefunktion geméf3

. d
L—>L+mm7+%72:L+£(mf-z7+%62t). (4.28)
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Der Zusatzterm kann also als totale Zeitableitung geschrieben werden, so dass beide Lagran-
gefunktionen zu denselben Bewegungsgleichungen fiihren.

(ii) Eichtransformation in der Elektrodynamik:
Durch die Definitionen

E:—VCI)——a— , B=VxA (4.29)

c ot

sind die elektromagnetischen Potentiale A und @ nur bis auf eine Eichtransformation fest-
gelegt. So sind E und B unter der Transformation

N 1OA(7,t

Ao A+ VAR |, ©— o 1oAY
c Ot
mit beliebigem A(7, ¢) invariant. Unter dieser Transformation dndert sich L [L = %FQ —Qd+
%'F - A] gemif

QoA @ L9 dA(7' 1)

Lo L+222 L 2YAN-7=L Y 4.31
— —i_cﬁt—i_cv " c dt (4.31)

Der Zusatzterm ist also durch eine totale zeitliche Ableitung gegeben, und es folgt die Inva-
rianz der Bewegungsgleichungen.



Kapitel 5

Hamiltonformalismus

In der Hamilton’schen Formulierung der Mechanik werden die verallgemeinerten Impulse als
Bewegungsgroflen gleichwertig zu den verallgemeinerten Koordinaten betont. Anders formu-
liert fithrt der Hamiltonformalismus die DGL 2. Ordnung fiir die Koordinaten in eine doppelt
so grofe Anzahl von DGL 1. Ordnung fiir die Koordinaten und Impulse iiber. Damit ist er
der geeignete Ausgangspunkt fiir die Ankniipfung an die Quantenmechanik, die durch eine
DGL 1. Ordnung fiir den Zustandsvektor beschrieben wird.

Der Hamiltonformalismus bietet zwar fiir die praktische Losung von Problemen keine Vor-
teile gegeniiber dem Lagrangeformalismus. Wie oben schon gesagt ist er aber der Ausgangs-
punkt fiir die Untersuchung der Relationen zwischen der Mechanik und der Quantenmecha-
nik. Er ist damit von besonderem theoretischen Interesse. So werden einige der verwendeten
Begriffe in anderen Bereichen der Theoretischen Physik vorausgesetzt. In der Quantenme-
chanik geht man bei der Aufstellung des Hamiltonoperators von der Hamiltonfunktion aus.
In der Statistik wird der Begriff des Phasenraumvolumens bendtigt. Diese Begriffe und die
kanonischen Bewegungsgleichungen werden im folgenden eingefiihrt.

5.1 Kanonische Gleichungen

Gegeben sei die Lagrangefunktion L(q, ¢, t). Die verallgemeinerten Impulse p; werden durch

oL
p’l_ aqz )

i=1,..f, (5.1)

definiert. Diese konnen dazu verwendet werden, die verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢;
zu eliminieren, denn aus

~ 0L(q,q,t)

P = a0 folgt durch Auflésen ¢y = qr(q,p,t), k=1,...,f. (5.2)

Wie gehabt verwenden wir in den Argumenten die Abkiirzungen

q= (q17 7Qf) 5 q: (qla 7Qf) , P = (pla 7pf) . (53)

Betrachten wir das folgende Beispiel:

m . . . p
yd . p=md, g (5.4)

29
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Wir definieren die Hamiltonfunktion H als

s
H(g.pt)=> dpi— L= di(a,p,t)pi — L(q,d(q,p,1),1) . (5.5)
=1 7

Die Hamiltonfunktion hat die Bedeutung der Energie des Systems. Die Lagrangefunktion ist
eine Funktion von ¢, ¢,t. Die Hamiltonfunktion hingegen ist eine Funktion von ¢, p,t. Aus
dem vollstandigen Differential der Lagrangefunktion

. oL oL . oL
dL(q,q4,t) = Z (8—Q-d% + a—qdqz') + Edt

OL
= Z(ﬁiin + pidg;) + Edt ; (5.6)
wobei
L L L
Di = gq} und die Lagrangegleichung ng‘ = %ng = %pi =p; (5.7)
benutzt wurde, folgt
/
dH = d(ZQz‘Pi—L)
i=1
. .. . OL
= > (ddpi + pidd; — pidg; — pidd;) — 5
oL
;(q pi — Didds) — =
0H oH OH
= —dpi+ 7 —dg; | + —-dt . 5.8
Z<5‘p¢p+8qi q)+8t (5.8)

7

Durch Vergleichen findet man die kanonischen oder Hamilton’schen Bewegungsgleichungen

und
oOH oL

- 1
ot ot (5.10)

Es handelt sich um ein System von 2f DGL 1. Ordnung anstelle der f DGL 2. Ordnung im
Lagrangeformalismus. Die Bewegung des Systems findet im Raum der p; und ¢; statt. Man
nennt diesen Raum Phasenraum.

Beispiel: Teilchen der Masse m im Potential V() in 3 Dimensionen:

L = %?Q—V(f) . F=mi (5.11)
P’ ' L P
=L v~ =, =L (5.12)
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5.1.1 Vorgehen im Hamiltonformalismus

Wir geben hier das Rezept fiir die Losung von Problemen im Hamiltonformalismus an:

1. Finde zunéchst die generalisierten Koordinaten

7= (q1,--q5) - (5.13)
2. Finde die Transformationen

’Fk = Fk(ql,...,Qf,t) (514)

e = T(q,q.) . (5.15)

3. Driicke die in den Teilchenkoordinaten gegebene kinetische und potentielle Energie durch
die generalisierten Koordinaten aus.

4. Bestimme die generalisierten Impulse geméaf3

oL A
pi=5— = P =p(041). (5.16)
j
5. Lose (5.16) fiir ¢j,
6. Ersetze dies in der Lagrangefunktion,
L(T,q(G, 7, 1), t) = L(Z, P t) - (5.18)

7. Bestimme H mit Hilfe der Legendre-Tranformation,
f ~
H(G,p,t) =Y 0;ds(@.5.t) — L(T, 7. 1) - (5.19)
j=1

8. Stelle die kanonischen Bewegungsgleichungen auf und 16se sie.

Beispiel Fadenpendel: Wir betrachten ein Fadenpendel mit Masse m, das sich im
Schwerefeld der Erde mit Erdbeschleunigung g bewegt, siehe Fig. 5.1. Die Zwangsbedin-
gungen sind durch

z = const. =0 und 2* +y? = I? = const. (5.20)

gegeben. Damit haben wir f = 3 — 2 = 1 Freiheitsgrade. Wir wihlen als generalisierte
Koordinate ¢ = . Damit haben wir

x = lsing, T =1lgcosq (5.21)
y = lcosq, Y= —lgsing . (5.22)

Fiir die kinetische und potentielle Energie und damit die Lagrangefunktion ergibt sich so
ausgedriickt in der generalisierten Koordinate

1 1
T = 5m(g‘c2 +9?) = §ml2q2 (5.23)
V. = —mgy = —mglcosq (5.24)

1
L = T-V= §m12q2 + mglcosq . (5.25)
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Abbildung 5.1: Fadenpendel.

Hieraus lésst sich der generalisierte Impuls berechnen,

. . P
= — = l2 == — . .2
b q e - 1= e (5.26)
Und die Langrangefunktion L wird
~ p2
L(q,p) = + mglcosq . (5.27)

2ml?

Mit Hilfe der Legendre-Transformation finden wir fiir die Hamiltonfunktion

- PP
H = pi—L(¢gp) =5 — 5 55 —mglcosg
_ P
= —mglcosq . (5.28)

2ml?

Die kanonischen Bewegungsgleichungen ergeben sich zu

: OH _ p
N _ 5.29
1 op  ml? ( )
H
p = _88—(] = —mglsing . (5.30)

Hierbei handelt es sich um ein System von 2 f = 2 gekoppelten Differentialgleichungen 1. Ord-
nung. Durch Einsetzen finden wir 1 Differentialgleichung 2. Ordnung;:

(j:# :—%sinq. (5.31)

Dies ist die bekannte Differentialgleichung des Fadenpendels.
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5.2 Poissonklammer

In diesem Abschnitt wird die Poissonklammer definiert. Sie ergibt einen Ausdruck fiir die
Zeitableitung einer beliebigen physikalischen Grofie und damit eine alternative Form der
Bewegungsgleichungen. In der Quantenmechanik hat die Poissonklammer die direkte Ent-
sprechung im Kommutator von Operatoren.

Eine physikalischen Gréfe in einem System, das durch die Koordinaten ¢; und die Impulse
p; beschrieben wird, kann nur von diesen Variablen und der Zeit abhidngen. Wir betrach-
ten also zwei solche Groflen F(p, q,t) und K(p,q,t) der verallgemeinerten Koordinaten und
Impulse. Die Poissonklammer ist definiert durch

f
_ OF 0K  OF 0K
{F, K} :; (8% " o 8%) : (5.32)

Sie wird durch geschweifte Klammern bezeichnet, die zwei Argumente einschliefien, {, }.
Zunéchst werden einige Eigenschaften und spezielle Poissonklammern betrachtet. So folgt
unmittelbar aus der Definition

(1) {F,K}=—{K,F} und {F,F}=0. (5.33)
Da im Hamiltonformalismus die p;, ¢; und ¢t unabhéngige Variablen sind, gilt
0q; 0q; 0q
= 5@ ) — =0 ) =0 ) 5.34
6qj J 8])] ot ( 3 )
Ipi Opi opi
= 0 =0;;, —=0. 5.35
0g; Coop T ot (5.35)
Somit ergibt sich aus (5.32) fiir K = ¢; oder K = p;,
OF OF
1) —=—{F,q;}, — =A{F,p;}. 5.36
(i), = —{Fal. 5o ={Fn) (5.36)
Und mit F' = ¢; oder F' = p; ergibt sich weiter
(wia ¢t =0, Apipit =0, Api, g} =—d;; - (5.37)

Weitere Eigenschaften sind

(w){F,c¢} = 0, c=const. (5.38)
(W{F + By, K} = {F, K} + {F, K} (5.39)
(vi)%{F, K} = {%—f,f(} v {F aa—[t(} (5.40)
(i) {F.{K,J}}y + {K{J,F}}+{J{F,K}} =0 Jacobi-Identitét . (5.41)

Es wird nun die Zeitabhéngigkeit einer beliebigen physikalischen Groe F'(q, p,t) berech-
net. Also

f
dF OF . OF | OF
— = Z <_aq-Qi + —ap'pi) + 5 (5.42)

i=1

/
_ <8F8H 6F6H) oF (5.43)

9q; Opi  Opi Og; ot ’

i=1
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wobei im letzten Schritt die kanonischen Gleichungen verwendet wurden. Damit erhalten wir

Durch diese Gleichung wird die Zeitabhéngigkeit einer beliebigen physikalischen Grofie
bestimmt. Man denke bei F' z.B. an den Schwerpunktimpuls, den Drehimpuls oder die Ener-
gie des Systems. Mithilfe der Glg. (5.44) lasst sich die Frage nach Erhaltungsgréfien neu
formulieren. Wenn eine physikalische Grofle F' nicht explizit von der Zeit abhéngt, so ist sie
gerade dann eine Erhaltungsgréfie, wenn ihre Poissonklammer mit H verschwindet. Und fiir
I = H ergibt sich

dH  OH

% — E . (5.45)

Falls 0H/0t = 0, so ist H eine Erhaltungsgrofie. SchlieBlich folgen aus Glg. (5.44) die kano-
nischen Gleichungen in der Form

pi=A{pi, H} , ¢ ={a H}. (5.46)

5.3 Hamiltonsches Prinzip

In diesem Abschnitt wird das Hamiltonsche Prinzip fiir die Hamiltonfunktion formuliert. Es
besagt, dass die Wirkung S fiir die tatséchliche Bewegung stationér ist. Es gilt also

to to f

5S[q] = 5/ a1, 2 5/ dt (Zpiqi — H(q,p, t)) =0. (5.47)
t t i=1

Es gilt zunéchst fiir S = Slg|, d.h. fiir die Variation der f Funktionen ¢;(¢) bei festgehaltenen

Randwerten. Wir betrachten nun S als Funktional der 2 f unabhéngigen Funktionen ¢(¢) und
p(t), also S = S[q, p]. Die Randwerte werden festgehalten, also

5q(t1) = 5q(t2) =0 s 5]9(751) = 5]9(752) =0. (548)

Damit haben wir fiir die Variation Sfq, p|

) Sp; — (pl- + g—g) 5%} . (5.49)

Wir haben hier p;0¢; durch partielle Integration umgeformt, denn

0S[q,p] = /t2 dti |:(Qi - gZ

t i=1

pidg; = (pidqi)| — Pidg; = —pidg; , (5.50)

t2
t1

wobei wir die Randbedingungen Glg. (5.48) verwendet haben. Aus (5.49) und den kano-
nischen Gleichungen folgt 0S5[q,p] = 0. Da andererseits dg; und dp; beliebig sind, folgen
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umgekehrt die kanonischen Gleichungen aus §S[q, p] = 0. Somit konnen wir genauso wie im
Lagrangeformalismus die Bewegungsgleichungen durch das Hamiltonsche Prinzip ersetzen:

S =0S[q,p] =0 Hamiltonsches Prinzip (5.51)

Gegeniiber dem Hamiltonschen Prinzip, das wir bereits kennengelernt haben, ist es da-
durch modifiziert, dass es nach anderen, doppelt so vielen, Groflen variiert wird.

Da wir (5.48) haben, kann zum Integranden in (5.47) die totale Zeitableitung einer be-
liebigen Funktion F'(q,p,t) addiert werden, ohne dass sich die Aussage dndert. So ldsst also
die Transformation

f I

d
;leq ;leq + o Fap ) (5.52)

die kanonischen Gleichungen invariant.

5.4 Zustand eines Systems

Wir stellen die Frage: Welche Informationen sind notwendig, um ein System vollstandig zu
beschreiben? Die unterschiedlichen Raume zur Beschreibung eines Systems sollen am Beispiel
des einfachen harmonischen Ostzillators betrachtet werden.

Konfigurationsraum: Der Konfigurationsraum wird durch die generalisierten Koordinaten
beschrieben, also

7= (q,-qr) - (5.53)

Er ist f-dimensional. Die Bahn des harmonischen Oszillators im Konfigurationsraum ist
eine Bahn zwischen den Anfangs- und Endpunkten der Bewegung, die durch die Amplitude
gegeben sind, sieche Abb. 5.2 (a). Es gibt hier aber keinerlei zeitliche Information.

Ereignisraum: Hier wird auch die Zeit mit angegeben, d.h. wir haben

7= (q,....qs) und  t. (5.54)

— I pemn R e S Y
- X X
<] G o 'E:‘I “::I

(o) (o)

Abbildung 5.2: Bewegung des harmonischen Oszillators im Konfigurationsraum (a) und im
Ereignisraum (b).
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b,
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Abbildung 5.3: Bewegung des harmonischen Oszillators im Phasenraum.

Der Raum ist (f + 1)-dimensional. Die Bahn (¢,t) wird im Lagrangeformalismus aus 2f
Anfangsbedingungen bestimmt. Durch den Konfigurationsraum wird nur die aktuelle Kon-
figuration bzw. der aktuelle Zustand beschrieben, siche Abb. 5.2 (b). Er bildet nicht den
Impuls der einzelnen Elemente ab. Daher kann die weitere Bewegung der einzelnen Elemen-
te nicht abgeleitet werden.

Phasenraum: Der Phasenraum besteht aus den verallgemeinerten Koordinaten und Impulsen,

d.h.

7= (q1,--,q5) und p=(p1,.-,pr) - (5.55)

Er ist 2f-dimensional. Der Phasenraum beschreibt die Menge aller moglichen Zusténde ei-
nes physikalischen Systems. Dabei entspricht jeder Zustand des Systems einem Punkt im
Phasenraum.

Die Bahnen des harmonischen Oszillators sind im Phasenraum Ellipsen, denn mit £ =
T+ V ist

2
P 1 2 9
£ o4 —E
om T3
2 2
e L 4 T 9, (5.56)

2mE  2E/(mw?)
Die Halbachsen sind

2F
mw?

A=

und B =+V2mE. (5.57)

Bei fester Energie haben wir eine Ellipse. Wir sehen (sieche Abb. 5.3), ein Punkt ¢; im
Konfigurationsraum reicht nicht aus, um das System vollstdndig zu beschreiben. Wir miissen
auch Information {iber die Impulse geben. Dies fithrt zum Phasenraum.

Zustandsraum: Der Zustandsraum erweitert den Phasenraum um die Zeit, d.h.

q_): ((Jb 7Qf> ) ﬁ: (pl; 7pf) und t. (558)
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Er ist (2f + 1)-dimensional. Er ist in der Mechanik der Darstellungsraum mit der groBten
Information und legt das System fest. Der Konfigurationsraum, der Ereignisraum und der
Phasenraum sind Projektionen des Zustandsraumes und enthalten damit weniger Informati-
on. Punkte im Zustandsraum ﬁ(t) werden im Hamiltonformalismus durch DGLs 1. Ordnung
beschrieben. Somit erhalten wir aus [(to) unter Kenntnis von H TI(t # t,).

Der Zustand v: Darunter versteht man die Gesamtheit aller Informationen, die zur voll-
standigen Beschreibung der momentanen Eigenschaften des Systems erforderlich sind In der
Mechanik wird jede Eigenschaft der Massenpunkte durch eine Funktion im Phasenraum
F(q,p) = f(TI) beschrieben wird. Der Zustand 1 entspricht also einem Punkt IT im Phasen-
raum. Die Menge der moglichen Zustédnde bildet den Zustandsraum oder Phasenraum des
betrachteten physikalischen Systems.

Wenn aus der Kenntnis des Anfangszustandes vy = (o) der Zustand ¢ (t) zum Zeitpunkt
t festgelegt werden kann, dann wird die Bewegung durch eine DGL 1. Ordnung beschrieben,
also hier

B(t) = fl(1) . (5.59)

Die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen sind DGLs 1. Ordnung in der Zeit. Damit spielt
also die Hamiltonfunktion eine fundamentale Rolle.
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Kapitel 6

Spezielle Relativitidtstheorie

Literatur, z.B.:

e [.D. Landau, Ju.B. Rumer, Was ist die Relativititstheorie, Teubner, Leipzig, 1985

e H. Melcher, Relativititstheorie in elementarer Darstellung mit Aufgaben und Losungen,
Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1984

e A. Einstein, Uber spezielle und allgemeine Relativititstheorie, Akademie Verlag, Berli-
ne, 1969

e Walter Greiner, Spezielle Relativititstheorie, Verlag Harri Deutsch, 1992
e E.F. Taylor, J.A. Wheeler, Spacetime Physics, W.H. Freeman & Co Ltd, 1992

Im Namen spezielle Relativititstheorie (SRT) tritt der Begriff ‘'Relativitét’ auf. Dieser geht
auf den Begrift Relativitdtsprinzip zuriick. Dieses besagt, dass die physikalischen Gesetze fiir
alle Beobachter dieselbe Form haben. Die Invarianz oder auch Kovarianz der physikalischen
Gesetze gilt im Rahmen der klassischen Physik und in der 1905 von Albert Einstein auf-
gestellten SRT zunéchst nur in Inertialsystemen, also Systemen, die sich relativ zueinander
gleichférmig geradlinig bewegen. Einstein erweiterte dieses Prinzip durch die Forderung, dass
in allen, also auch beschleunigten Bezugssystemen, die Gesetze dieselbe Form annehmen
miissen. Diese allgemeine Kovarianz wird im Rahmen der allgemeinen Relativititstheorie
(ART) formuliert.

Ein wichtiges Kriterium ist die Geschwindigkeit v der beteiligten Systeme. So gilt bei
v K ¢, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet, die klassische Mechanik, wéhrend bei
v < ¢ die SRT anzuwenden ist. Dabei ist zu beachten, dass die Relativitédtstheorie bei kleinen
Geschwindigkeiten mit der klassischen Physik iibereinstimmt, letztere also ein Spezialfall
ersterer ist. Die Theorie ist also so konstruiert, dass die Newtonsche Mechanik als Grenzfall
v < ¢ enthalten ist.

Der klassischen Physik folgend gibt es Bezugssysteme, die anderen ’{iberlegen’ sind, da in
ihnen keine Scheinkréfte wirken. Deshalb wurde in der klassischen Newtonschen Mechanik
lange Zeit die Existenz eines absoluten Raums vorausgesetzt. Das Relativitatsgesetz besagt
dann, dass in Inertialsystemen die gleichen Gesetze der Mechanik gelten wie im absolu-
ten Raum selbst. Ebenso spricht in der klassischen Physik nichts gegen eine absolute Zeit.
Konkret heifit das, dass in Inertlalsystemen (gleichformig geradlinig zueinander bewegten
Systemen) Newtons Gesetz F =mr r” gilt und zwar ohne die Hinzunahme von Scheinkréften.
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Abbildung 6.1: Zwei Inertialsysteme ¥ und ¥, die sich relativ zueinander mit v bewegen.

Betrachten wir dies nédher: Unser Ausgangspunktinertialsystem sei ¥. Wir betrachten ein
System Y, das sich geradlinig gleichformig mit der Geschwindigkeit ¢’ relativ zu % bewegt.
Gemif dem Relativitatsprinzip ist dies ein Inertialsystem, in dem die gleichen physikalischen
Gesetze, insbesondere Newtons Gesetz, gelten. Sei 7 die Position eines Massenpunktes der
Masse m in Y. Dann ist, siehe Abb. 6.1, die Position in >’

-

Fr=F—0t bzw. F=F +0t. (6.1)

Damit haben wir

/

=g

F=r 40 und 7= (6.2)

Somit finden wir

—

F=mr=mi =F . (6.3)
Formal besteht also kein Unterschied zwischen X und Y'. Implizit haben wir hierbei t = ¢/
angenommen. Die physikalischen Gesetze behalten also ihre Giiltigkeit unter der Galilei-
Transformation. Diese lautet fir ¢ || 2.

r=1a, y=vy, z=2+vt, t'=t. (6.4)

Betrachten wir die Konsequenzen fiir Lichtwellen, die sich in einem System 3 sphérisch
ausbreiten. Wir haben

|~

> r=cr, mit r=

| (6.5)

¥ per Galilei 7 = ¢ — 7. (6.6)

Damit haben wir in ' keine sphérischen Wellen mehr! Durch die Galilei-Transformation wire
somit die Lichtgeschwindigkeit vom Bezugssystem abhingig. Und somit wéren dann also
auch die Maxwell-Gleichungen nur in einem einzigen Bezugssystem giiltig. Es miisste dann
durch Messung der Lichtgeschwindigkeit moglich sein, die Geschwindigkeit relativ zu diesem
System zu bestimmen. Es herrschte im 19. Jahrhundert, vor dem Aufstellen der SRT durch
Einstein, die Vorstellung, dass es einen ruhenden Ather giibe, der das Ubertragungsmedium
fiir das Licht ist. Das Inertialsystem, in dem der Ather ruht, wurde mit dem absoluten Raum
Newtons identifiziert. In diesem ruhenden Ather breitet sich das Licht sphérisch aus. Wenn es
also solch einen absoluten Raum gibt, muss es moglich sein, den Bewegungszustand der Erde
relativ zum Ather nachzuweisen. Die sollte mit dem Michelson-Morley Experiment moglich
sein.

=
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Abbildung 6.2: Das Michelson-Morley Interferometer.

6.1 Das Michelson-Morley Experiment

Da sich das Licht im gesamten Universum ausbreitet, sollte der Ather ebenfalls den gesamten
Raum einnehmen, es also einen Weltdther geben. Die Erde driftet mit einer Geschwindigkeit
von 30 km/s um die Sonne und somit also, wenn es den absoluten Weltédther gibt, durch
diesen. Unter dieser Annahme, stellen sich die Fragen:

e Breitet sich das Licht zu unterschiedlichen Jahreszeiten unterschiedlich aus?

e Kann man die Geschwindigkeit der Erde relativ zum Ather bzw. des Athers relativ zur
Sonne ermitteln?

Die sollte mit dem Michelson-Morley Interferometer mit zwei zueinander senkrecht stehen-
den Armen moglich sein. Die Idee dabei ist, dass die Geschwindigkeit des Lichts in zwei
verschiedenen Richtungen gemessen wird, einmal in Bewegungsrichtung der Erde und ein-
mal senkrecht dazu. Der Aufbau des Experiments ist in Fig. 6.2 dargestellt. Das von einer
Lichtquelle L kommende Licht wird durch einen halbdurchléssigen Spiegel Sy in zwei Antei-
le aufgespalten. Ein Anteil 1duft zum Spiegel S;, wird dort reflektiert und gelangt iiber den
halbdurchléssigen Spiegel zum Beobachter B. Der andere Anteil lauft zum Spiegel Ss, wird
dort reflektiert und gelangt dann ebenfalls zum Beobachter. Die beiden dort ankommenden
Lichtanteile interferieren bei B. Abhéngig von den vermuteteten unterschiedlichen Laufzei-
ten des Lichts ergibt sich dann eine bestimmte Anordnung der Interferenzstreifen. Wird die
Apparatur um 90° gedreht, dann #ndern sich die Lichtlaufzeiten relativ zum vermuteten
Ather und damit auch die Lage der Interferenzstreifen. Dies soll im Folgenden quantifiziert
werden. Es seien [; und [, jeweils die Absténde zwischen Sy und S; bzw. Sy und S,. Mit v
sei die Driftgeschwindigkeit bezeichnet. Die beiden méglichen Lichtwege sind:

So—Sl—SO—B und SQ—SQ—SO—B.
Konstruktive Interferenz findet statt, falls fiir die Wegdifferenz 6.5 gilt
0S=m-A mit meZ, (6.7)
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Abbildung 6.3: Der Weg Sy — Sy — Sp.

wobei \ die Wellenléinge des Lichts bezeichnet. Wir nehmen die Position des im Ather ru-
henden Beobachters ein. Lauft das Licht in Richtung der Driftgeschwindigkeit (Sy — Si)
dann vergrofert sich seine Laufzeit ¢, lduft es gegen die Driftgeschwindigkeit (S; — Sp), so
verringert sich seine Laufzeit ¢;5. Wir erhalten

L

S(] — Sl : tor = s (68)
c—v
l
Sl — SO : tip = ! . (69)
c+v
Somit ergibt sich fiir die Gesamtlaufzeit 17 des Weges
l l 1
-5 —=-5: T\= =2—= ) 6.10
So — 51 0 1 c—v+c+v 01—2—2 (6.10)

Der Weg Sy — S5 — Sy wird senkrecht zur Driftgeschwindigkeit durchlaufen, siehe Fig. 6.3.
Wir erhalten

So— Sy : Aty =I5+ v°t3, (6.11)
Sy = Sp - Aty = 15+ v*ts, (6.12)
und damit die Gesamtlaufzeit T, des zweiten Weges

21 1
So— 52— 50 T2:t02+t20:—2

c 2
02

Aus dem Laufzeitunterschied der beiden Teilstrahlen ergibt sich fiir ihre optische Wegdiffe-
renz

(6.13)

Wird nun die Apparatur um 90° gedreht, so vertauschen sich die Rollen von /; und 5. Damit
ergibt sich die optische Wegdifferenz

§' = (T, —T)) =2

(6.15)
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Die Frage ist nun: Wie muss der Apparat verstellt werden, nachdem er gedreht wurde, um
eine Verschiebung um z.B. ein Interferenzmaximum zu erreichen? Wir haben

1 1
555/—5 = 2([1-'-[2) 2 . (616)
= 1-2

v2 102
~ 20 +l) [1+ =+ .. —1— 22+ .. 1
(1+2)<+02+ 202+ ) (6.17)

2

=S = <z1+12)z—2. (6.18)

Mit einer angenommenen Athergeschwindigkeit von v = 30 km/s, ¢ = 3 - 10° m/s und der
Wellenléinge fiir sichtbares Licht A = 500 nm = 5 - 10~" m ergibt sich, dass

betragen muss, um die Verschiebung um ein Interferenzmaximum zu erreichen. Die Lange
bei der Apparatur von Michelson-Morley betrug etwa 10 m. Sie lieen den Strahl mehrfach
reflektieren. Somit wére das Experiment also durchaus sensitiv gewesen. Jedoch wurde keine
Interferenzverschiebung beobachtet!

Aus der Tatsache, dass keine Inteferenzverschiebung beobachtet wird, ergeben sich die
Folgerungen

e Die Lichtgeschwindigkeit ist iiberall gleich!
e Es gibt keine absolute Zeit und keinen absoluten Raum.

e Wenn es weiterhin Interferenzsysteme geben soll (ja, jetzt erst recht), so muss die
Galilei-Transformation falsch sein.

e Ohne unendliche Geschwindigkeiten des Informationsaustausches ist der Begriff der
Gleichzeitigkeit an die Synchronisation mittels Licht gekniipft. Dies ist fiir ein ruhendes
System klar. Man kann sich etwa eine Person vorstellen, die in jeder Hand eine Lampe
hélt und diese in genau gleichen Zeitintervallen aufblitzen lasst. Die Blitze entstehen
in der gleichen Entfernung von ihr und treffen daher gleichzeitig bei ihr ein. Fiir einen
Beobachter, gegen den sich die Person relativ mit konstanter Geschwindigkeit bewegt,
ist der Begriff der Gleichzeitigkeit komplizierter.

6.2 Die Einsteinschen Postulate

Einstein hielt an der Idee der Gleichberechtigung aller Bezugssysteme fest. Er stellte folgende
Postulate auf:

1. Relativitdtsprinzip: Die Form der physikalischen Gesetze bleibt in jedem Inertialsystem
gleich.

2. Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist in allen
Inertialsystemen gleich. (Also unabhéngig von der Bewegung der Quellen.)
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Diese Postulate bilden die axiomatische Grundlage der SRT. Thre rigorose Anwendung fiihrt
zur Erweiterung der Galilei-Transformation auf die Lorentz-Transformation. Es handelt sich
hier um Transformationsformeln insbesondere fiir Raum und Zeit. Die Lorentztransformation
enthilt als Grenzfall fiir v < ¢ die Galilei-Transformation.

6.3 Die Lorentztransformation

Wir betrachten zwei Inertialsysteme > und 3. >’ bewegt sich in gleichformig geradliniger
Bewegung gegeniiber ¥ mit der Geschwindigkeit v. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 in X seien beide
Systeme identisch, ¥ = ¥'. Wir vergleichen zwei Lichtblitze, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 im
Ursprung von ¥ und ¥ ausgesandt werden. Die sich ausbreitende Kugelwelle geniigt der
Gleichung

AP =7 =t P+ 22 (6.20)
Wegen Konstanz der Lichtgeschwindigkeit gilt aber auch
At =a? 4y 4+ =77 (6.21)

Dies zeigt uns, dass Raum und Zeit verkniipft sind. Wir bezeichnen deshalb als FEreignis
etwas, das in Raum und Zeit lokalisiert ist. Ein Ereignis konnen wir mit Hilfe eines Vierer-
vektors beschreiben, der Raum- und Zeitkomponenten enthélt:

Vierervektor: x = (2°, 2%, 2% 2°) = (ct,7) = (ct,2,y,2) . (6.22)

6.3.1 Einschub: Index Notation

Wir kénnen Gleichungen entweder mit Vektoren oder in Komponenten schreiben:
F=ma <« F =ma (6.23)

3
s=db < s= Z a;b; . (6.24)
i=1

Und mit den Matrizen M und L

J
ik

Wir fithren die Einsteinsche Summenkonvention ein. Sie besagt, dass iiber doppelt auftre-
tende Indizes summiert wird, also

a; = M,;;b; = Summation iiber j (6.27)

a; = L;jM;b;, = Summation iiber j, iiber £ etc. . (6.28)
Wir bezeichnen die Komponenten von Vierervektoren mit griechischen Indizes, also

o xy, . (6.29)



Spezielle Relativitatstheorie 45

Die a#, x, sind nicht euklidisch, sondern Elemente im Minkowski-Raum. Die beiden Vier-
vektoren in (6.29) unterscheiden sich wegen der Minkowski-Metrik

1 0 0 0
G = 8 _01 _01 8 (6.30)
0 0 0 -1
im Vorzeichen ihrer rdumlichen Komponenten. Es gilt
G = g (6.31)
und
T, = g’ sowie =g, . (6.32)
Mit dem kontravarianten Vierervektor
' = (ct, 7) (6.33)
gilt fiir den kovarianten Vierervektor
z, = (ct, =) . (6.34)
Beim Skalarprodukt werden immer nur obere und untere Indizes kontrahiert,
Tyt = gyt = aty, = ¢y, = 2%y — 7Y (6.35)
Beachte, dass 2o = 2. Die Matrixmultiplikation schreibt sich gem#8
h = Ly ¥ = LEx”
Matri;egmente V§2’3
= L+ Lot + Lha? + L. (6.36)
Mit
2% = (292 — (21)? — (2?)? — (®)2 = 2 — 2 (6.37)

ist also die gleiche Ausbreitung der Kugelwellen in ¥ und Y’ gleichbedeutend mit der Inva-
rianz des Viererimpulsquadrats im Minkowski-Raum,

2? =z (6.38)
oder
Pt — - P =Pt - -y -2 (6.39)

Die gesuchte Transformation, die dies gewéhrleistet, wenn man von ¥ nach ' iibergeht, ist
die Lorentz-Transformation.
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6.3.2 Herleitung der Lorentz-Transformation

Die Wahl der Koordinatenachsen ist offenbar willkiirlich. Die allgemeine Lorentztransforma-
tion ist einfach gegeben durch die spezielle Lorentztransformation (bei der ¢ entlang einer
Achse gerichtet ist) multipliziert mit einer Drehung. Wir betrachten im folgenden der Ein-
fachheit halber 0.B.d.A. eine gleichférmig geradlinige Bewegung entlang der z-Achse. Die
Lorentztransformation wird durch die Matrix L%, vermittelt. Die Transformation muss ei-

ne lineare Beziehung sein, damit die gleichférmige Bewegung in ¥ auch in ¥’ gleichférmig
bleibt!, also

zh = LF ¥ (z Z L x”) . (6.40)
v=0,1,2,3

Da sich geméfl unserer gewéhlten Bewegungsrichtung x und y nicht verdndern, sind diese
auch zunéchst unabhéngig von der Transformation und somit

=z und ¢y =y. (6.41)

Die Gestalt der Transformationsmatrix ist also gegeben durch

Lop 0 0 Lo
0 10 0
L= o o1 o |- (6.42)

Es werden also nur die z- und die t-Komponenten vermischt. Die Komponenten z und y
bleiben invariant. Damit wird aus Glg. (6.39) mit

L=, =z, P=y, P=z (6.43)
schlieB3lich
(1,0)2 o (1‘3)3 _ (1,0/)2 o (ZL‘3/)2
= (Loo.ﬁlfo + L03.T3)2 — (Lgol‘o + L33.§U3)2 (644)

= (Lgy — L3)(2°)* + (L — L33)(z®)* + 2(Loo Los — LsoLs3)x’a” .

Koeffizientenvergleich liefert:

Lgo - Lgo =1 (6.45)
Ly, — L3, = —1 (6.46)
LooLos — LaoLss = 0. (6.47)

Wir haben somit 3 Gleichungen fiir 4 Unbekannte. Wir haben somit einen freien Parameter.
Sei dieser y. Eine mogliche Losung ist somit

LOO = L33 = COShy (648)
Lgo = Log = —sinhy . (649)

!Diese Linearitit der Transformation reflektiert die Homogenitit des Raumes, was bedeutet, dass alle
Raumzeitpunkte dquivalent sind. So diirfen z.B. die Resultate der Messung eines Léngen- oder Zeitintervalls
eines Ereignisses nicht davon abhiingen, wo und wann ein solches Intervall in unsererm Referenzsystem
stattfindet.
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Abbildung 6.4: Die Rapiditét y.

Das Vorzeichen wird ermittelt, indem der Grenzfall zur Galilei-Transformation (v < ¢)
gebildet wird. Somit erhalten wir also fiir die Lorentz-Transformationsmatrix

coshy 0 0 —sinhy
0 10 0
L= 0 01 0 (6.50)

—sinhy 0 0 coshy

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen y und der Geschwindigkeit v ermitteln. Be-
trachten wir hierzu die Bewegung des Ursprungs von 3. Nach der Zeit ¢ hat er die Position

23(t) im System ¥. Diese ist gegeben durch
3 v v o
Nt Lop o V0 6.51
z°(t) =wv Jct=_1 (6.51)

Im System > hingegen hat er offensichtlich die Position

¥ =0 =coshyz® —sinhya® = <E cosh y — sinh y) z¥ (6.52)
c
Dies ist erfiillt fiir
sinh y v
=tanhy = —. 6.53
coshy iy = (6:53)

Man nennt y die Rapiditit bzw. verallgemeinerte Geschwindigkeit. Die Rapiditdat ist in
Fig. 6.4 dargestellt. Die Rapiditét verhélt sich folgendermafien

y — oo fir v—c (6.54)
y — —0o0 fir v — —c (6.55)
y o~ % fir v<e. (6.56)

Weiterhin gilt mit

cosh’y —sinh®’y = 1 <« cosh’y(l —tanh®y) =1 = (6.57)

1 1
coshy = = , (6.58)

v/1 — tanh?y _
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sowie
sinh y = coshy tanhy = c (6.59)
Géngige Abkiirzungen sind
v 1 1
/1 _ 32 B
C 1 5 o c_;
Damit haben wir also
coshy =~ und sinhy =~f . (6.61)
Fiir L bekommen wir
v 00 —f
0 10 0
L= 0 01 0 (6.62)
-6 0 0 ~
Es ist, wie man sich leicht iiberzeugt,
L(—v) L(v) =14, also L(—v) =L *(v). (6.63)
Ferner ist
detL = v* — 4?B% = cosh? y — sinh®y = 1 . (6.64)

Bei der Lorentztransformation L handelt es sich um eine verallgemeinerte Drehung. Die
Lorentz-Transformationsformeln sind fiir unseren betrachteten Fall gegeben durch:

r— o (6.65)
L=y (6.66)
2 = ~(z— fBet) (6.67)
ct' = ~(ct — Bz). (6.68)
Bemerkungen:
1. Im Grenzfall v < ¢ ergibt sich die Galilei-Transformation.

2.
3.

Die mogliche Maximalgeschwindigkeit ist ¢. Ansonsten wird die Wurzel imaginér.

Die inverse Lorentz-Transformation ist durch L=! = L(v — —v) gegeben. Dies ist klar,
denn ¥ bewegt sich von ¥ aus gesehen mit —v entlang der z-Achse.

. Neben 2% = (2°)? — 2 sind alle Quadrate von Minkowski-4er-Vektoren invariant unter

Lorentz-Transformationen. Ebenso alle Skalarprodukte

Tyt =1y = 22y — 7y "Lorentz-Skalare’ . (6.69)

Zur Notation: Griechische Indizes laufen iiber die Raum- und Zeitkomponenten, la-
teinische nur iiber die Raumkomponenten, also ¢ = 0,1,2,3 und 7 = 1,2,3. Ferner
bezeichnen ¢ rdumliche Komponenten, 0 zeitliche Komponenten.
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Abbildung 6.5: Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse.

6.4 Folgerungen aus der Lorentz-Transformation

Gleichzeitigkeit: Seien Y und Y zwei Bezugssysteme, die sich relativ mit der Geschwindigkeit
v in z-Richtung zueinander bewegen. Damit erhalten wir in ¥’

2 = ~y(z— Bet) (6.70)
" = ~y(ct—B2). (6.71)

In zwei verschiedenen Bezugssystemen Y und Y’ vergeht die Zeit also unterschiedlich schnell.
Was bedeutet dann Gleichzeitigkeit? Betrachten wir das System 32, so bedeutet die Gleich-
zeitigkeit zweier Ereignisse bei 2; und z,, siehe Fig. 6.5, dass

tl = t2 s also At = t2 - tl =0. (672)

In > hingegen haben wir

cty =v(cty — Bz)  und  cty = y(cty — Bz) , (6.73)
und damit (to = t;)
cAt' = c(ty —t1) = 78(z1 — 22) # 0. (6.74)

Das Vorzeichen von At’ hangt nur vom Vorzeichen von (z; —z2) ab. Damit ist die Reihenfolge
der Ereignisse variabel, siehe Fig. 6.6, und es stellt sich die Frage: Kann Ursache und Wirkung
vertauscht werden? Kann die Kausalitét verletzt werden? Betrachten wir zwei Ereignisse in
Y., fiir die gelten soll

to >t . (6.75)
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Abbildung 6.6: Zwei Ereignisse.
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Damit haben wir in ¥’ dann

(tQ — t ) (C(tg — t1> (222 — Zl)> . (676)

Wir haben (¢, —¢}) > 0 und damit einen kausalen Zusammenhang, wenn
Y (C( 9 — tl) 6(22 — 21)) > 0 =4 (677)
C(tQ — tl) > /8<Z2 — Zl) . (678)

Da g <1, gilt in jedem Fall

c(ty —t1) > 29 — 21, (6.79)
falls to > tq, also Kausalitat vorausgesetzt wird. Da wir

cAt > Az (6.80)

haben, kann also ein Lichtsignal Informationen zwischen z; und z, iibertragen, und die
Kausalitdt bleibt erhalten (¢, > ¢}). Falls aber

cAt < Az, (6.81)

dann ist keine Informationsiibertragung moglich. Die Punkte z; und zy liegen zu weit aus-
einander. Die Abfolge der Ereignisse kann umgekehrt werden, allerdings nur dann, wenn
sie nicht kausal miteinander verkniipft sind. Die Form der Lorentz-Transformationen er-
zwingt also die Kausalitdt. Die Bezeichnung der verschiedenen Situationen fiir 4er-Vektoren
x = (ct,T) ist

At > 7 “zeitartig” und 2* > 0 (6.82)
< i “raumartig” und 2% < 0 (6.83)
At = 7 “lichtartig” und 2% =0 . (6.84)

Betrachten wir die Frage moglicherweise kausaler Ereignisse nochmals anhand von Fig. 6.7.
Im Zentrum steht ein Ereignis, welches sich im Ursprung des Raum-Zeit-Diagramms befin-
det. Die Gesamtheit der Ereignisse, die fiir dieses Ereignis Ursache hétten sein konnen, die
sich also in der absoluten Vergangenheit befinden, sind auf einen Vergangenheits-Lichtkegel
beschrénkt. Dessen Einhiillende wird durch die Lichtgeschwindigkeit gebildet. Ein Ereignis
auf der Oberfliche des Vergangenheits-Lichtkegels, in der Entfernung Ax = cAt, kann nur
dann eine Ursache sein, wenn Information mit Lichtgeschwindigkeit von dort zum Ursprung
iibertragen wurde. Ereignisse in der Vergangenheit, die sich auflerhalb des Vergangenheits-
Lichtkegels befinden, sind zu weit voneinander entfernt, um kausal miteinander verkniipft
zu sein. Diese Region wird als Bereich raumartiger Ereignisse bezeichnet. Zum Zeitpunkt
null verengt sich der Lichtkegel auf einen einzigen Punkt. Dies liegt daran, dass sich kein
Ereignis, das irgendwo anders stattfindet, instantan auf ein Ereignis im Ursprung der Raum-
zeit auswirken kann. Innerhalb des Zukunfts-Lichtkegels liegen alle Ereignisse, die nicht zu
weit entfernt sind, um durch Ereignisse am Ursprung der Raumzeit beeinflusst zu werden.
Je weiter die Zeit voranschreitet, desto mehr weitet sich dieser Bereich natiirlich aus.

Zeitdilatation: Wir betrachten im Inertialsystem > zwei Ereignisse, z.B. zwei Lichtblitze, die
am selben Ort z aber zu unterschiedlichen Zeiten ¢; und ¢5 stattfinden. Wir haben also
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Abbildung 6.7: Lichtkegel der Zukunft und der Vergangenheit.

Im relativ dazu bewegten Inertialsystem > erhalten wir mit der Lorentz-Transformation
cty = Alcty —Bz) und cty =y(cty — Bz), so dass (6.86)
1
th—t, =A = YAt=——uo At. (6.87)

1— 32
Da « > 1ist also die Zeit in 3 gedehnt. Wir sprechen von Zeitdilatation. Dies wirkt zunéchst
paradox, ist es aber nicht, da sich auch z; und z; transformieren. So erhalten wir

2y = 7(z—fPcty) und 2z, =7(z — Bcty) ,  so dass (6.88)
zg—21 = A2 = —yfcAt = —cSAL #0 . (6.89)

In ¥ findet das Ereignis an einem Ort statt und wird dort mit einer Uhr gemessen. In ¥’
hingegen findet das Ereignis an zwei verschiedenen Orten statt. Es sind zwei Uhren notwen-
dig, eine bei 2] und eine andere bei 25, die miteinander synchronisiert werden miissen. Es
findet also ein ganz anderer Messprozess statt. Wir nennen die Zeit, die in dem Bezugssystem
verstreicht, in dem alle Ereignisse am selben Ort stattfinden, die Figenzeit A1. Also

At = ~yAT . (6.90)

Ein eindrucksvolles Beispiel fiir die Zeitdilatation ist der u-Zerfall. Myonen zerfallen in
der Erdatmosphére geméfl

,LL:E — €:|: + v+ (691)

in Elektronen und Neutrinos. Thre mittlere Lebensdauer betréagt 2.2 ps. Damit sollten sie
eigentlich nicht bis zur Erdoberfliche gelangen. Jedoch ist fiir den irdischen Beobachter die
Zeit von der oberen Atmopsphére bis zur Erdoberfliche gleich der dilatierten Eigenzeit des



52 Spezielle Relativitatstheorie

Myons.

Ldangenkontraktion: Wir betrachten im System Y einen Stab der Lénge [ in Ruhe. Die Mes-
sung der Lange ergibt damit offenbar

[ = Zo — 21 . (692)
In Y’ haben wir
A=7(zn—Bctr)  und 2 =(z — Bety) . (6.93)

In ¥ wird die Lénge ! zu gleichen Zeiten ¢} und t, gemessen. Also

I'=z25 — 21 = (20 — 21) — yBec(ta — t) (6.94)
und mit
cty = y(cty — Bz1) = cty = y(cty — B2) (6.95)

haben wir (] = t})

cty — 62’1 = cty — 622 ~ C(tg — tl) = 6(22 — 21) . (696)
Damit ist
V= (= 1) — 18 (20 — 2) = 4(1 — B) (22 — 1) = % | (6.97)

Wir finden somit

l
Il'=-<l. 6.98
. (6.95)

Die im bewegten System gemessene Lénge ist kiirzer als die im Ruhesystem. Die Lénge eines
Objekts in einem Bezugssystem, in dem es sich in Ruhe befindet, wird Eigenlénge [y genannt.

Die Messvorschrift 'Gleichzeitigkeit’” hat Folgendes zur Konsequenz: Der ruhende Beobach-
ter misst die Lange des Stabes, indem er gleichzeitig die beiden Enden z; und zy betrachtet.
Die Information hieriiber gelangt bei ihm gleichzeitig an. Wenn sich nun aber fiir den be-
wegten Beobachter der Stab relativ zu ihm bewegt, wiirde bei ihm wegen der Endlichkeit
der Lichtgeschwindigkeit die Information iiber 2] und z} nicht mehr gleichzeitig ankommen.
Damit dies auch weiterhin der Fall ist, muss in ¥ das Signal von dem Ende, das sich von
ihm fortbewegt, frither ausgesandt werden, damit die Messung gleichzeitig stattfinden kann.
Es kommt somit zur Verkiirzung des Stabes, zur Langenkontraktion.

Das Pardoxon der Langenkontraktion entsteht, wenn die wechselseitige Langenkontraktion
ohne Beriicksichtigung der Relativitit der Gleichzeitigkeit betrachtet wird. Zwei Ereignisse,
die in einem Bezugssystem zwar an unterschiedlichen Orten, aber gleichzeitig eintreten, sind
in einem zweiten, dazu bewegten Bezugssystem nicht mehr gleichzeitig.

Addition von Geschwindigkeiten: Wir stellen uns die Frage, welche Geschwindigkeit vs sich
ergibt, wenn eine Geschwindigkeit v; um vy geboostet wird. Um sie zu beantworten, verglei-
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chen wir zwei hintereinander ausgefiihrte boosts mit einem boost. Also

L(Bs) = L(B2) L(B1) (6.99)
3 0 0 —f3y Y2 0 0 =By o 00 =fBim
0 10 0 B 0 10 0 0 10 0
0 0 1 0 N 0 0 1 0 0 01 0
—B313 00 73 —B2r2 0 0 7 —Bm 00 m
71721+ Bif2) 0 0 —7172(Bi + fa)
0 10 0
= 0 01 0 (6.100)
717281+ B2) 0 0 y1v2(1 4 Bif2)
Koeffizientenvergleich liefert
Y3 = ’)/1’)/2(]_ + 6162) (6101)
Bsvs = 2B+ Ba) - (6.102)
Und damit
B1 + Bo
_ _ 6.103
& 1+ 159 ( )
Wir erhalten z.B. fiir vy = vy = ¢/2, also /1 = 52 =1/2
1 4
— — 6.104
Wir betrachten den Extremfall der Lichtgeschwindigkeit, also 51 = 1. Damit erhalten wir
1+ By
— - 6.105
bo=17 By (6.105)
Und zwar unabhéngig davon, wie sich das System 2 bewegt. Selbst fiir S = —1 erhalten wir
By = 1!
Betrachten wir die Rapiditéiten?. Wir haben
Y3 = coshnj (6.106)
B33 = sinhng (6.107)
und damit
v3 = coshns = 172 + 71817282 = coshn; cosh 15 + sinh 7, sinh 7,
1 1
— Z(6771 + 6—771)(6?72 + 6—772) + Z(em _ 6—771)(6?72 _ 6—772)
1
= Z<€m el f e Me 2 f oM™ 4 oM 6772)
1
+Z(6m e + e e ™™ _ gMe=M2 _ 6_7716772)
1
= 5(6771 e + e*me*nz)
1
— 5(67714-?72 + 6—(771+?72))
= cosh(m + n2) (6.108)

’Die Rapiditiit wurde in Glg. (6.53) eingefiihrt, dort aber nicht 7 sondern y genannt.
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Analog findet man
sinh n3 = sinh(n; + 72) . (6.109)

Die Rapiditéten () werden also einfach addiert. Dies liefert umso mehr einen Grund, die
Rapidititen als verallgemeinerte Geschwindigkeiten zu sehen.

6.5 Relativistische Mechanik

Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit und die Lorentz-Invarianz der SRT ist nicht auf
die Elektrodynamik beschréankt, sondern hat allgemeine Giiltigkeit in der Physik. In diesem
Abschnitt wollen wir uns damit beschéftigen, wie die Gesetze der Mechanik verandert werden
miissen, um sie konsistent mit der Lorentz-Transformation zu machen.

6.5.1 Relativistische Geschwindigkeit

Zur Bestimmung der relativistischen Geschwindigkeit eines Teilchens betrachten wir das
‘differentielle Ereignis’ dx,

dr = (cdt,dx', dx?, dz®) . (6.110)
Damit haben wir

(dr)? = ds* = Adt* — (di)? = Adt* — (

T e

2
= Rd? (1 - U—) . (6.111)

c2

de?  dy? dzZ) e

Wir erinnern uns, dass die Figenzeit die Zeit ist, die in dem Bezugssystem verstreicht, in
dem alle Ereignisse am selben Ort stattfinden. Dementsprechend definieren wir das Eigenzeit-
Intervall dt als das Zeitintervall, das im Ruhesystem des Teilchens verstreicht, d.h.

1
dr = —ds . (6.112)
c
Andererseits ist wegen Glg. (6.111)
1
dr = ~dt . (6.113)
Y
Damit ist also
t=n~T1. (6.114)

Wir definieren die relativistische 4er-Geschwindigkeit nun iiber die Eigenzeit dr des Teil-
chens. Dies macht Sinn, da die Eigenzeit ein Lorentz-Skalar ist. (Aus (6.112) folgt ¢*dr?* =
ds? & ?dr? = dt* —dz?.) Also ist die so definierte 4er-Geschwindigkeit ein kontravarianter
4er-Vektor,

dzt dzt dt B dzt

I — - = = -
S e T adr
d
= fya(cdt, dx,dy,dz) = (¢, v) . (6.115)

Und das 4er-Geschwindigkeits-Produkt ist ein Lorentzskalar,

u? = uwut =3 — %) =43 (1 — U—) =c*. (6.116)
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6.5.2 Verallgemeinerte Kraftgleichung
Fiir die verallgemeinerte Kraftgleichung machen wir folgenden Ansatz,

w
K" = m‘iii . (6.117)
T

Damit haben wir fiir die Raumkomponenten

K = m%ui = mv%yvi = 7%(m7vi)
d .
= ~y—p". 6.118
VP (6.118)

Wir definieren hieriiber also den relativistischen Impuls p’. Damit haben wir also verallge-
meinert (nicht-relativistisch = n.r.)

po= ymvt B o (6.119)
K = ~yrt 2 o (6.120)

Die Frage ist, was K, bedeutet. Wir betrachten hierzu

K", = Ko%° — Kot = (mdiuo) u® — (mdiﬁ) U

T

1 d, gy .. 1 d, 1 d,
= “m— — = —m—u‘=-m—c*=0. 121
deT(u u — ) m—u m—c (6.121)

Daraus folgt
Fi

K%’ = Kii & K%c=+2F¢ :>K0:77. (6.122)

Wir haben also somit fiir die verallgemeinerte 4er-Kraft
Fo
K =~ (—“, F) . (6.123)
c

Betrachten wir die Nullkomponente der Minkowski-Kraft genauer:

Fu d , d - d me
U ol — g G o Py LM 6.124
R L ! dt \/1 — 32 ( )
Bei |F'7 handelt es sich um die Arbeit pro Zeit. Also
Foomlrp (6.125)
U= — Ay, .
dt
wobei wir mit 7, die relativistische kinetische Energie bezeichnen. Also ist
mc?
T, = ——— = ymc* . (6.126)
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1 v ].UQ

erhalten wir fir v < ¢
1
T, ~ mc* + §m112 + ... (6.128)

Beim 2. Term handelt es sich um die bekannte kinetische Energie. Der erste Term hingegen
bezeichnet die Ruheenergie des Teilchens. Man beachte, dass die Energie ohnehin nur bis auf
eine additive Konstante bestimmt ist. Dies ist hier die Ruheenergie des Teilchens mit der
Ruhemasse m,

Ey = mc* . (6.129)

6.5.3 Der Vierer-Impuls
Wir definieren den Viererimpuls iiber die Vierer-Geschwindigkeit und die Ruhemasse,
P = mu" = my(c,v) = (yme, ymd) = (kin. Energie/c, Impuls) = (E/c, p) . (6.130)

D.h. genauso wie wir eine Zeit-Raum Beziehung haben, haben wir hier eine Energie-Impuls
Beziehung. Und fiir den Lorentz-Skalar finden wir

EQ
P, = p2=§—ﬁ2

= m*u? = m*c* = konstant . (6.131)

Da nun p? ein Lorentz-Skalar ist und auch c?, folgt daraus, dass auch die Masse m ein
Lorentz-Skalar ist. Wir haben also den relativistischen Energiesatz

E = \/m2c* + p2c? . (6.132)

Fiir kleine Geschwindigkeiten haben wir

= 29
E = md/1+ P Nm02(1+M+ )

m2c® 2m2c2
]_ el
_ 2 - 2
= me + 5 +... (6.133)
Ruheenergie —~

kinetische Energie
Wir finden also wiederum fiir die Ruheenergie eines Teilchens
Ey =mc?, (6.134)

mit der Ruhemasse m. Das heifit, dass die Masse eine Form von Energie ist! Diese kann
betréchtlich sein. Siehe z.B. die bei einer Kernspaltung frei werdende Energie! Beachte, dass
die Energie F in Glg. (6.133) fiir m > 0 im Fall v — ¢ gegen unendlich geht. D.h., dass
Teilchen mit nicht-verschwindender Ruhemasse sich langsamer als das Licht bewegen.



Spezielle Relativitatstheorie 57

6.6 Zusammenfassung einiger wichtiger Relationen

Vierervektor: Ein Vierervektor ist ein 4-komponentiger Vektor z# oder z,, der sich unter
einer Lorentzstransformation L#, (=4 x 4 Matrix) transformiert gemaf

= LF (6.135)

Er besteht aus einer Zeitkomponente (Index 0) und drei Raumkomponenten (Indizes 1,2,3).
Notation: griechische Indizes p = 0,1, 2, 3; lateinische Indizes nur Raumkomponenten, also
i =1,2,3. Mit

ct ct
1
ot = iQ = z (6.136)
{L'3 z

ist also 2° = ¢t, und die Raumkomponenten sind die z°. Sie bilden den 3-er Vektor

x x
= 2? bzw. =1 vy | . (6.137)
x? 2

Damit ist also

o= ( fo ) . (6.138)

Der Eontravariante Vierervektor ist definiert als

o ( ct ) ' (6.139)

T

Der kovariante Vierervektor ist definiert als

2, = ( _Ctj,) . (6.140)

Mit Hilfe des metrischen Tensors

1 0 0 0
0 -1 0 O
0O 0 0 -1

kénnen Indizes nach oben und nach unten gezogen werden. So ist z.B. (iiber doppelt auftre-
tende Indizes wird summiert - Einsteinsche Summenregel)

" = g™z, | Ty = G’ . (6.142)

Die Anwendung des metrischen Tensors dndert das Vorzeichen in den Raumkomponenten.

Also z.B.

ct 1 0 0 0 ct ct

o x B v 0 -1 0 0 T B —x
ot = Y und z, = g,,2" = 0 0 -1 0 y =1 - ) (6.143)

z 0 0 0 -1 z —z
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Analog
ct 1 0 0 O ct ct
x, = :Z und 2" = ¢z, = 8 _01 _01 8 ::gj = ‘; . (6.144)
—z 0o 0 0 -1 —z z
Beachte, dass
G = 9" . (6.145)

Das Vierervektor-Produkt ist definiert als das Produkt zwischen einem kontra- und einem
kovarianten Vektor. Also z.B.

2’ =zt = () —a2® —y? - 2P (6.146)
da
ct 1 0 0 O ct
v o o v T 0 -1 0 0 T
rt = alr, =alg,a" = y 0 0 -1 0 )
z 0 0 0 -1 z
ct ct
= | ° TP = et = = () — 2 (6.147)
) -y
z —z
Ebenso
20 1 0 0 0 y°
o2 0 -1 0 0 y!
23 0O 0 0 -1 Y3
= 290 — 2ty — 2%y — 23y = 2% — 2. (6.148)

Fiir einen boost in z-Richtung ist die Lorentz-Transformation gegeben durch

v 00 —=pf
o= 8 é (1) 8 (6.149)
-6 00 9
Also ist
v 0 0 =By ct yet — [Byz
o= [h g = 8 é (1] 8 z = z . (6.150)
—B 0 0 z —vBect + vz

o =A(ct—B2), o=z, y=y, &= Bct). (6.151)
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Folgerungen aus der Lorentz-Transformation:
Zeitdilatation:

At = ~yAT . (6.152)

AT ist die Figenzeit. Dies ist die Zeit, die in einem Bezugssystem verstreicht, in dem alle
Ereignisse am selben Ort stattfinden.

Ldangenkontraktion:

I = (6.153)

lo
S
Es ist [y die Eigenlédnge. Dies ist die Lange eines Objekts in einem Bezugssystem, in dem es

sich in Ruhe befindet.

Die Eigenzeit 7 =t/ ist ein Lorentz-Skalar (= invariant unter Lorentz-Transformation).

Relativistische Geschwindigkeitsaddition:

B1+ Bo
== e 6.154
% 1+ B1/2 ( )
oder
coshnz = cosh(n; + 12) . (6.155)
Relativistische Mechanik:
Relativistische Geschwindigkeit:
Az
wh = % = (e, 7). (6.156)
Dies ist ein Vierervektor. Wir haben
u? =t =2 -0 =2 (6.157)

Das Produkt zweier Vierer-Geschwindigkeitsvektoren ist ein Lorentz-Skalar, wie es sein soll.

Relativistischer Impuls:

P =mut = (yme,ymv) = (E /¢, ymv) . (6.158)

Bei E handelt es sich um die Gesamtenergie des Teilchens. Bei m handelt es sich um die
Ruhemasse. Sie wird oft auch mg genannt. Die Gesamtenergie eines Teilchens ist

v/ekl 1
E = ymc? & me? + §m1)2 : (6.159)

Bei dem ersten Term auf der rechten Seite handelt es sich um die Ruheenergie des Teilchens.
Beim zweiten Term handelt es sich um die kinetische Energie des Teilchens. Wir haben

p® = pup" = mPuut = mc* . (6.160)

Ebenso ist aber auch

2 0,0 E2 £
PEpp =P (6.161)
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Gleichsetzen von Glg. (6.160) und (6.161) liefert dann

E2
=~ Pt =m>c? (6.162)
und damit also
E?* = m?ct + pPc? bzw. E = \/m2c* + p?c? . (6.163)
Relativistische Kraft:
dut Fy
Kt'=m—— = < , 6.164
ar < F ) ( )
wobei F die relativistische Kraft ist,
S d d
F=_ 7 = —7 . .
o (MY0) = =D (6.165)
Bei p'= m~v handelt es sich um den relativistischen Impuls. Es ist
(6.166)

=, d o d
FU—%(ymc)—th.
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Quantenmechanik
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Die Quantenmechanik spielt fiir das Verstdndnis einer groflen Gruppe von Naturerschei-
nungen eine wichtige Rolle. Sie ist unabdingbar im atomaren oder subatomaren Bereich.
So konnen ohne sie die Struktur der Elektronenhiillen der Atome, das Auftreten diskreter
Energieniveaus, chemische Bindungen nicht erkléirt werden. Aber auch die Physik makro-
skopischer Korper kann mit Hilfe klassischer Modelle keine widerspruchsfreien Erkldrungen
z.B. fiir Struktur und Stabilitdt der Materie, fiir elektrische und thermische Leitfdhigkeit,
fiir Phdnomene wie Supraleitung, Ferromagnetismus, Quantenkristalle und Neutronensterne
geben. Auch in der Elektrodynamik und Optik gibt es klassisch nicht erklarbare Effekte wie
Hohlraumstrahlung und photoelektrischer Effekt.

Die Quantenphysik hat wesentlich zu Vereinheitlichung der physikalischen Grundlagen
beigetragen. So unterschied man bis zum Ende des 19. Jahrhunderts grundsétzlich zwischen
Materie und Strahlung und beschrieb sie durch vollig verschiedene Gesetze, zum einen durch
die Newtonschen Gesetze und zum anderen durch die Maxwellschen Gleichungen. Zu Be-
ginn des 20. Jahrhunderts kam es in der Physik zu grundlegenden Umwilzungen, an deren
Ende die Relativitdtstheorie und die QQuantenmechanik standen. Beide wurden weitgehend
unabhéngig voneinander entwickelt, da sie die klassische Physik in verschiedenen Bereichen
in Frage stellten. So wird die Relativitéitstheorie bei Geschwindigkeiten nahe der Lichtge-
schwindigkeit relevant, wihrend die Quantenmechanik im atomaren und subatomaren Be-
reich unabdingbar ist. In beiden Fillen ist die klassische Physik als Grenzfall in der neuen
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Theorie enthalten.

In diesem Kapitel werden wir uns mit der nicht-relativistischen Quantenmechanik be-
schéftigen. Im folgenden soll zunéchst an einigen historischen Beispielen die Notwendigkeit
des Entwickelns einer neuen Theorie aufgezeigt werden.

7.1 Historische Experimente, Widerspriiche und Er-
kenntnisse

Ende des 19. und Anfang des 20. Jahrhunderts wurde die Unzulénglichkeit der klassischen
Physik anhand verschiedener Beobachtungen immer offenbarer. Dies soll an den folgenden
Beispielen erlautert werden.

7.1.1 Hohlraumstrahlung

Man versteht darunter die elektromagnetische Strahlung innerhalb eines abgeschlossenen
Hohlraums im thermischen Gleichgewicht. Wir betrachten einen evakuierten Hohlraum, des-
sen Winde aus einem beliebigem nichttransparentem Material bestehen, die eine konstante
Temperatur 1" haben. Die Wande geben Warmestrahlung ab. Nach hinreichend langer Zeit
stellt sich dann ein thermisches Gleichgewicht ein. Die den Hohlraum im Gleichgewichtszu-
stand erfiillende elektromagnetische Strahlung nennt man Hohlraumstrahlung. Die spektrale
Energiedichte

_dE

== (7.1)

Wy
ist unabhéngig von der Beschaffenheit der Wénde. Sie ist ferner homogen, isotrop und unpo-
larisiert. Sie ist eine nur von der Frequenz und Temperatur abhéngige universelle Funktion,

w, = f(v,T) . (7.2)

Versucht man, die spektrale Strahlungsdichte mit Hilfe der klassischen Physik herzuleiten,
so lauft man in Probleme. Dies soll nun gezeigt werden. Wir betrachten den Hohlraum.
GeméB der klassischen Theorie des Elektromagnetismus existiert die Strahlung im Inneren
des Hohlraums in Form von stehenden Wellen. Fiir einen Hohlraum der Linge a muss also
gelten

A
niy =a fir n,, n,, n, ganzzahlig und positiv . (7.3)

Damit gilt fiir den Wellenzahlvektor |k| = 27/), wobei der Vektor k senkrecht auf der
Wellenfront einer Welle steht,

k=, (7.4)

S

und also mit v = ¢/(27)|k|

c
V:%,/nnganrng. (7.5)
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Mit Hilfe von Glg. (7.5) kénnen die moglichen Frequenzen einer elektromagnetischen Strah-
lung in einem Hohlraum bestimmt werden. Diese Frequenzen bilden eine diskontinuierliche
Reihe, die durch alle positiven Tripletts (n,,n,,n.) bestimmt wird. Jedem Triplett ent-
spricht ein gegebener Wellenzahlvektor E, der sich im ersten Oktanten des Tetraeders Oxyz
befindet. Man kann zeigen, dass die Anzahl der Wellenzahlvektoren im Frequenzintervall
[v,v 4+ dv] unabhingig von der bestimmten Form des Hohlraums ist und nur von dessen
Volumen abhéngt. In einer Dimension hat man, da k;a = mn;, dann a/7m mogliche Werte
von k; pro Wellenzahleinheit. In drei Dimensionen hat man a®/7® mégliche Werte von k pro
Wellenzahleinheit. Damit ist die Anzahl der Moden zwischen k£ und k + dk gegeben durch
a®  Ankidk  k*dk
Zox —

3 8 2
Dabei ist (47k*dk)/8 das Volumen zwischen den Sphéren der Radien k und k + dk im ersten
Oktanten, was den Faktor 1/8 bedingt. Der Faktor 2 stammt von den beiden unabhéngigen
transversalen Polarisationen. Pro Volumeneinheit a® ergeben sich also k?dk/m* Moden im
Wellenzahlintervall k£ und k+dk. Das heifit, wir haben 871%dv/c® Moden im Frequenzintervall

[v,v + dv]. Und somit erhalten wir, wenn E die mittlere Energie einer stehenden Welle der
Frequenz v bezeichnet, die spektrale Energiedichte

2 % a’ . (7.6)

812

Edv . (7.7)

w,dv = 3
C

Nach den Gesetzen der klassischen Thermodynamik ist die mittlere Energie im thermody-
namischen Gleichgewicht gegeben durch

E =kgT, (7.8)
wobei kg = 1.38 - 1072J/K die Boltzmann Konstante bezeichnet. Damit finden wir
8 2
w, (v, T)dv = Z=—k,Tdv . (7.9)
c

Dieses Rayleigh-Jeans Gesetz reproduziert die spektrale Energiedichte gut fiir kleine Fre-
quenzen (siehe Fig. 7.1), aber ist im kompletten Widerspruch mit den experimentellen Da-
ten (Existenz eines Maximums, Verlauf fiir grofle Frequenzen). Weiterhin ergibt sich fiir die
Gesamtenergie

o) 0 2
w, (T) = / w, (v, T)dy = / 87;’ kT . (7.10)
0 0

Dies ist aber ein divergentes Integral. Dieses Ergebnis ist unter dem Namen Ultraviolett-
Katastrophe bekannt.

Berechnung nach Planck: Um das Problem der Ultraviolett-Katastrophe zu l6sen, schlug
Planck 1900 einen anderen Ausdruck der spektralen Energiedichte vor, der in perfekter
Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten ist. Er ging von folgenden Uberlegungen
aus:

e Die Atome der Wand kénnen Energie nur in Form von diskreten Energiepaketen
E, =neg n=0,1,2,.. (7.11)

austauschen.
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Abbildung 7.1: Schwarzkorperstrahlung.

e Das elementare Energiepaket ¢y einer Strahlung mit Frequenz v ist
€ = hv, (7.12)
wobei h die Plancksche Wirkungskonstante
h = 6.626-10"%'Js (7.13)

bezeichnet.

Wir haben insgesamt N (n) Oszillatoren im Zustand E,, = ney. Somit ist die Gesamtenergie

E = iN(n)neo . (7.14)

Die mittlere Energie pro Oszillator ist

o ZZO:O N(n)neg
S S

anstatt von kgT. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Energieniveau FE, = ne, eingenommen

wird, ist durch die Boltzmann Verteilung gegeben. Somit ist die mittlere Besetzungszahl
N(n)

(7.15)

N(n) ~ e fneo (7.16)
wobei § = 1/kgT. Also haben wir

- ZZO:O negePneo _d it _Bne
E = S _—@m D e (7.17)

n=0
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Wir haben fiir 3, ¢, > 0 eine geometrische Reihe

- —fBne - —Beo\™ 1
D =3 () = (7.18)
n=0 n=0
Damit ist
_ €0
— |
E = ] #+ kgT'! (7.19)

Wir ersetzen £ im Rayleigh-Jeans Gesetz durch diese Formel und finden mit ¢y = hv dann

8 h
Die Formel enthalt die beiden Grenzfille
8mv? .
hv < kT : w, = ——kpT Rayleigh-Jeans Gesetz (7.21)
c
Srhr? _
hv > kgT : w, = T 31/ e BT Wien’sches Gesetz . (7.22)
c
Integration iiber sdmtliche Frequenzen liefert
Skt
(T = B4 2

Dies ist das Stefan-Boltzmann Gesetz.

7.1.2 Welle-Teilchen Dualismus

Licht hat sowohl Wellen- als auch Teilcheneigenschaften. Welche dieser Eigenschaften es
hat, hdngt von der jeweiligen experimentellen Situation ab. Wir reden vom Welle-Teilchen-
Dualismus.

Interferenz von Lichtwellen

Wir bestrahlen einen Doppelspalt (Abstand d), siehe Fig. 7.2, mit kohdrentem Licht, also mit
monochromatischem Licht der Wellenldnge A mit hinreichend langen Wellenpaketen. Falls
der Weglédngenunterschied der von den jeweiligen Spalten ausgehenden Lichstrahlen

g =mA\ (7.24)
betrégt, so beobachtet man in der Raumrichtung «,

A
g =dsina = sina = % (7.25)
konstruktive Interferenz, d.h. Maxima der Intensitdt. Dies und viele dhnliche Phénomene

sind ein klarer Hinweis fiir den Wellencharakter des Lichts.
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Abbildung 7.2: Doppelspalt-Versuch.

Photoelektrischer Effekt

Beim photoelektrischen Effekt (Heinrich Hertz, 1887, Karlsruhe), siehe Fig. 7.3, wird ei-
ne Kathode mit Licht bestrahlt. Es werden Elektronen herausgeschlagen, welche sich auf-
grund ihrer kinetischen Energie FEy;, zur Anode bewegen. Der Photostrom wird mit Hilfe
eines Amperemeters gemessen. Wird eine von 0 verschiedene Gegenspannung U, angelegt,
so miissen die Elektronen zusétzlich zu ihrer Austrittsarbeit W4 auch das erzeugte elektrische
Feld {iberwinden. Die Anode wird erreicht fiir

eU, = kinetische Energie der Elektronen . (7.26)
Es werden folgende Beobachtungen gemacht:
e Der Photoeffekt tritt nur fiir Licht oberhalb einer Grenzfrequenz v, auf.

e Die kinetische Energie Ey;, der Elektronen héngt nur von der Frequenz v ab und nicht
von der Intensitét des Lichts, wie man von einem klassischen Feld erwartet hétte.

Abbildung 7.3: Versuchsaufbau Photoelektrischer Effekt.
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Abbildung 7.4: Kinetische Energie der Elektronen in Abhédngigkeit von der Frequenz des
Lichts.

e Oberhalb der Frequenz v, also fiir v > v,, ist die Anzahl der ankommenden Elektronen
proportional zur Intensitét.

e Der Effekt erfolgt instantan. Es kann also keine Energie aufgesammelt werden.

Diese Beobachtungen kénnen mit Hilfe der Lichtquantenhypothese von Einstein (1905) er-
klart werden. Das Licht besteht aus einem Strom von Teilchen, den Photonen, die Energie
in Form von Quanten

E=hv (7.27)
tragen. Damit ergibt sich fiir den Photoeffekt folgende Energiebilanz,
hv = Egn +Wa . (7.28)

Die Deutung des Lichts als Teilchen ermdoglicht es, die Beobachtungen zu erkldaren. Aus der
Bestimmung der Gegenspannung U, = Ey,/e, ab der jeweils kein Strom mehr fliefit, in
Abhéngigkeit von der Frequenz des Lichts kann sowohl h (Steigung der Geraden, Fig. 7.4)
als auch W4 ermittelt werden.

7.1.3 Atomphysik

Im Rutherfordschen Atommodell (1911) umkreisen negativ geladene Elektronen den postiv
geladenen Atomkern planetenartig mit sehr kleinem Radius. Das Problem hierbei ist, dass
der Elektronenumlauf auf gekriimmten Bahnen eine beschleunigte Bewegung darstellt. Die
Elektronen miissten deshalb wie ein Hertzscher Dipol sténdig Energie abstrahlen und spi-
ralférmig in den Kern stiirzen. Die Umlauffrequenz wiirde kontinuierlich variieren, so dass
ein kontinuierliches Emissionsspektrum von Licht zu erwarten wéare. Statt dessen jedoch
beobachtet man in den Experimenten diskrete Emissionslinien. Beim Wasserstoffatom ent-
sprechen diese der verallgemeinerten Balmer-Formel

hv = Ry - (i - i) , (7.29)

n2 m2
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Abbildung 7.5: (a) Franck-Hertz Versuchsanordnung: K - Kathode, G - Gitter, A - Anode.
(b) Stromverlauf.

wobei Ry die Rydberg-Konstante bezeichnet und n und m natiirliche Zahlen sind. Um dies
zu erkléaren, fithrte Bohr 1913 eine Quantisierungsbedingung ein. Er postulierte als stati-
onére Zusténde diejenigen klassischen Bahnen, fiir welche der Drehimpuls ein ganzzahliges
Vielfaches des reduzierten Planckschen Wirkungsquantums (h = h/(2)) ist. Ferner ist die
Emission (und Absorption) von Lichtquanten nur fiir bestimmte diskrete Energien erlaubt,

hv =FE,, — E, . (7.30)

Diese Quantenhypothese fiir die Elektronenbahnen wird durch den Franck-Hertz Versuch
gestiitzt. Bei diesem Versuch, siehe Fig. 7.5, werden die von der Kathode emittierten Elek-
tronen im elektrischen Feld zwischen Kathode und Gitter beschleunigt. Anschlieend miissen
sie eine kleine Gegenspannung durchlaufen, bevor sie die Anode erreichen. Die Rohre ist mit
Quecksilberdampf gefiillt. Wird die Spannung zwischen K und G erhoht, so steigt der Strom
zundchst an. Wenn die kinetische Energie der Elektronen am Gitter schlie8lich grofl genug ist,
um beim Stof ein Quecksilberatom vom Grundzustand in den ersten angeregten Zustand zu
iiberfithren, so verlieren sie groflenteils ihre kinetische Energie und kénnen die Anode wegen
der negativen Gegenspannung nicht mehr erreichen. Dies geschieht bei etwa 5V Spannung
das erste Mal. Bei 10V findet der Anregungsprozef§ auf halbem Weg zwischen Anode und
Gitter statt und ein zweites Mal beim Gitter. Es konnen also nur ganz bestimmte Elektronen-
energien von den Quecksilberatomen aufgenommen werden. Die Frequenz des abgestrahlten
Lichts entspricht dieser Energie.

7.1.4 Teilchenwellen

Die Dualitét, die fiir Lichtwellen gefunden wurde, gilt auch fiir die konventionellen Teilchen
der klassischen Physik. So haben Davisson und Germer mit Elektronen Beugungsexperimente
durchgefiihrt. Durchsetzt z.B. ein Materiestrahl aus Elektronen ein Kristallgitter, so treten
Interferenzerscheinungen auf, ganz so wie bei der Optik fiir sichtbares Licht, siehe Fig. 7.6.
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Abbildung 7.6: Die Bragg-Bedingung fiir konstruktive Interferenz.

So ordnete de Broglie in seiner 1923 aufgestellten Hypothese einem Teilchen mit Gesam-
tenergie £/ und Impuls p eine Frequenz

_ = 31
v=" (7.31)
und eine Wellenlénge
h
A= — 7.32
) (7.32)

zu. Und in Vektorschreibweise haben wir
p=hik (7.33)

wobei k der Wellenvektor der Materiewelle ist, der ihre Ausbreitungsrichtung angibt und
den Betrag k = 27/A hat, und h das reduzierte Planck’sche Wirkungsquantum,

h
h= 5 =105 1073 Js (7.34)

bezeichnet.



