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Aufgabe 1. 6 P.
Vereinfachen Sie folgende Ausdrücke und geben Sie die Ergebnisse in Vektor- und Komponen-
tenschreibweise an:

(a) (~a×~b) · (~c× ~d) (2 P.)

(b) ~∇× (~r×~a) (2 P.)

(c) ~∇ ·
(
~a× (~r×~b)

)
(2 P.)

wobei~ri = xi und ~∇i =
∂

∂xi
ist.

Hinweis: (~a×~b)k = εi jkaib j und εi jkεlmk = δilδ jm− δimδ jl . Hierbei bezeichnet εi jk das Levi-
Civita-Symbol und über doppelt vorkommende Indices wird summiert.

Aufgabe 2. 8 P.
Betrachten Sie die homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

y′(x) = α(x)y(x). (1)

Nun sei A(x) eine beliebige Stammfunktion von α(x), d.h. es gelte d
dxA(x) = α(x).

(a) Zeigen Sie zunächst, dass
y(x) =C exp(A(x))

eine Lösung der Differentialgleichung (1) ist. Die Konstante C lässt sich gegebenenfalls aus
der Anfangsbedingung y(x0) = y0 bestimmen. (2 P.)

Lösen Sie folgende Differentialgleichungen unter Beachtung der gegebenen Anfangsbedin-
gung:

(b) xy′(x)+ y(x) = 0, y(1) = 2, (2 P.)

(c) y′(x)+ cos(x)y(x) = 0, y(0) = 1, (2 P.)

(d) xy′(x)+(1− x2)y(x) = 0, y(1) = 1. (2 P.)
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Aufgabe 3. 6 P.
Raketen werden durch den Impuls der aus der Rakete ausgestoßenen Gase angetrieben. Die
Masse der Rakete nimmt dabei in dem Maß ab, in dem Treibstoff verbraucht wird.

(a) Zeigen Sie, dass die Bewegungsgleichung für eine Rakete, die in einem homogenen Gra-
vitationsfeld bei Vernachlässigung des Luftwiderstandes vertikal aufwärts abgeschossen
wird, gegeben ist durch

m
dv
dt

=−vr
dm
dt
−mg.

Dabei sei m die Masse der Rakete und vr die Geschwindigkeit der austretenden Gase relativ
zur Rakete. (2 P.)

(b) Integrieren Sie diese Gleichung und bestimmen Sie so die Geschwindigkeit der Rakete v(t)
über ihre momentane Masse m(t). Nehmen Sie dabei an, dass der Masseverlust proportional
zur Zeit ist. (2 P.)

(c) Zeigen Sie, dass für eine Rakete, welche die Fluchtgeschwindigkeit vF = 11300m
s erreichen

soll, das Gewichtsverhältnis zwischen vollgetankter und leerer Rakete bei etwa 300 liegen
muss. Nehmen Sie dabei an, dass die Rakete aus der Ruhelage startet mit vr = 2070m

s und
einem Masseverlust von 1/60 pro Sekunde. (2 P.)

Hinweis: Nehmen Sie an, dass gtF ≈ gtend, wobei tF die Zeit bis zum Erreichen von vF und
tend die Zeit ist, nach der die gesamte Startmasse der Rakete verbraucht ist.
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