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Aufgabe 1: Vektoren im Hilbertraum

Die Vektoren |v1) , |v2) bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem (VONS) in einem zweidimensionalen
Hilbertraum #, d.h. (v;|vj) = 0;;. In Abhéngigkeit dieser zwei Basisvektoren definieren wir die zwei Vektoren
|o) . |x) € H durch

¢) = (3 =) |v1) + (1 4 2i) ua)
X) = (L+4) |vr) + (1 =) |v2)

1. Berechnen Sie das Skalarprodukt (x|¢). Zeigen Sie dann, dass die Vektoren

lur) = \2 lv1) + \}i |vg)
—9 1
lug) = 7 [v1) — 7 v2)

ebenfalls ein VONS bilden und bestimmen Sie die Komponenten von |¢) und |x) beziiglich dieser neuen
Basisvektoren.

Hinweis: For a vector |A) = a|a), we have (A| = (a|a))’ = o* (al.

2. Projektoren P; auf Unterriume H; haben die Eigenschaften P? = P; (Idempotenz) und YubP=1
(Vollsténdigkeit), falls die H; den gesamten Raum H aufspannen. Betrachten Sie nun die Projektoren

P,, = |u1) (u1| und P,, = |v1) (v1].

Welche mathematischen Objekte sind durch P,, bzw. P, beschrieben? Bestimmen Sie die Kompo-
nenten (v;| P, |vg) von P,, beziiglich der |v;) und die Komponenten (u;| P,, |ux) von P, beziiglich der
|ui). Schreiben Sie schlielich P, in der Basis |v;).

Aufgabe 2: Zwei-Zustands-System
Ein physikalisches Zwei-Zustands-System sei gegeben durch die Basis B = {|u1) ,|u2)}. Der Hamilton-
operator ist

- e —A
H_(—A E)-el—AagC

mit 1 als 2 x 2 Einheitsmatrix und o; als die Pauli-Matrizen:

0 1 0 —i 1 0
9%2=\1 0) %= \i o) 727 \o -1



1. Zeigen Sie, dass

exp (iaay) = cosa + 10y Sin a

2. Diagonalisieren Sie den Hamiltonoperator, d.h. finden Sie eine unitiare Matrix U , sodass UH Ut =
diag(E, Eo). Sie konnen dabei verwenden, dass U = exp(iao,). Bestimment Sie «, die Energieeigen-
werte Fp und Es und schreiben Sie die Eigenzusténde |¢1) und [¢)2) als Linearkombination von |uq)
und |ug).

Aufgabe 3: Geladener Harmonischer Oszillator
Betrachten Sie einen harmonischen Oszillator mit der Ladung e in einem konstanten elektrischen Feld
E, der durch den Hamiltonoperator

N L S
beschrieben wird.
1. Zeigen Sie, dass H durch die Auf- und Absteigeoperatoren
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und b=,/ —X+ —=P
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in die Form
- |
Hzm@%+§+M
gebracht werden kann. Der Storterm ist dabei gegeben durch

el

wvV?2

A= (o' +b)

2. Bringen Sie den gestorten harmonischen Oszillator in Diagonalform. Nutzen Sie dabei einen Shift der
Auf- und Absteigeoperatoren
a = pt) 4 ¢
mit ¢ € R und bestimmen Sie ¢ so, dass der Hamiltonoperator in kanonischer Form vorliegt
H = hw(a'a+ d)
Wie sieht das Energiespektrum des gestérten harmonischen Oszillators aus?

3. Berechnen Sie die Ortsunschirfe AX des harmonischen Oszillators. Tipp: Fiir die Eigenzustande |n)
von H gilt:

atln)y =vn+1|n+1)
und a|n) =+v/nin—1)



