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Aufgabe 1: Gekoppelter harmonischer Oszillator als Eigenwertproblem

Die Bewegungsgleichung eines gekoppelten harmonischen Oszillators, welcher Thnen auf Blatt 4 in Form
zweier gekoppelter Pendel begegnet ist, ist gegeben durch

o1 +%¢1+ %(fﬁl —¢2) =0,
. k
¢2+%¢2+E(¢2_¢1) =0.

Dieser Satz zweier gekoppelter linearer Differentialgleichungen kann, durch entsprechende Normalkoordi-
naten entkoppelt und gelost werden. Sollten jedoch die Normalkoordinaten nicht so einfach ersichtlich sein,
kann die DGL gegebenfalls durch Losen des Eigenwertproblems entkoppelt werden.

1. Schreiben Sie dazu das obige System gekoppelter Gleichungen in einer Matrixdarstellung der Form
§=md i G- (9
b2

wobei M eine 2 x 2—Matrix darstellt. Wie sieht M explizit aus?

2. Fiithren Sie dies nun durch den Ansatz d_; = Ucos (wt + ), wobei U die konstanten Komponenten v;
und wve besitzt, in eine Eigenwertgleichung fiir M iiber und bestimmen Sie die Eigenwerte w; und wo
bzw. die zugehérigen Eigenvektoren 71 und #2).

3. Bestimmen Sie nun die allgemeine Losung fiir g;

Hinweis: Bedenken Sie, dass jede Eigenschwingung mit Eigenwert w; allgemein mit einer unabhéngige
Phase 8; und Amplitude A; beschrieben werden kann.

Aufgabe 2: Symmetrien und Erhaltungsgroflien am Beispiel des harmonischen Oszillators

Eine Transformation T : (z,%,t) — (2/,4',t; ), wobei « einen reellen Parameter der Transformation
bezeichnet, ist eine Symmetrietransformation, wenn sie die Lagrangefunktion invariant lasst, bis auf einen
Term der eine totale zeitliche Ableitung darstellt:

d
L2 i ta) = L(2/, i, t) + %F(ml,t; a)
1. Zeigen Sie, dass die Transformation

T: (z,i,t) = (2’ — acos(wt), i’ + awsin(wt), ; a),



mit w? = k/m, eine Symmetrietransformation des harmonischen Oszillators ist. Dabei kann die Eich-
funktion F'(2',t; «) auf die Form

F(2,t;a) = amwa’ sin(wt) + o f(t)

gebracht werden.

Hinweis 1: Die Lagrangefunktion des harmonischen Oszillators in (z,,t) lautet £(z, &, t) = gma? —
1,22
smwoT.

Hinweis 2: % sin(2wt) = 2w cos(2wt) = 2w( cos?(wt) — sin?(wt)).

2. L heifit in diesem Fall symmetrisch unter der Transformation 7T, und nach dem Noether—Theorem
(womit wir uns hier nicht weiter beschéftigen wollen) stellt die folgende GroBe J dann eine Erhal-
tungsgrofe dar:

B %am(az’,t;a}} B 8£‘
- Oi Oa a=0 " Jg 'a=0

Wie sieht die Erhaltungsgrofie J fiir den obigen Fall aus?

J

In der Vorlesung wurde die Poisson—Klammer zweier Observablen F' und G vorgestellt, welche fiir einen
beliebigen Satz von s generalisierten Koordinaten bzw. Impulsen folgendermafien definiert ist:

u <8F8G 8G8F>

(& =IRC =3 (5:5 ~ 70

i=1
Weiter wurde gezeigt, dass sich die totale zeitliche Ableitung einer Observablen f mittels der Poisson—
Klammer in einfacher Form schreiben lasst als

d 0
SF=(fH 4 o f

wobei H die Hamiltonfunktion des Systems darstellt. Fiir die generalisierten Koordinaten und Impulse
selbst fithrt dies auf

g; = [gj, H] und  p; = [p;, H]
und i.A. gilt, dass eine Grofle A erhalten ist, falls:

0A
A H =0 falls — =0
[ ? ] alls at
oder allgemeiner, wenn gilt:
0A
A H + — =
(A H] + 57 =0

3. Stellen Sie die Bewegungsgleichungen des harmonischen Oszillators mittels der Poisson—-Klammern der
generalisierten Koordinaten und Impulse mit dessen Hamiltonoperator auf.

4. Zeigen Sie, dass die GréBe A = —m/(d cos(wt) + wzsin(wt)) eine ErhaltungsgréBe ist. Schreiben Sie

dazu A zunéchst in Abhéngigkeit von p und z um, anstelle von 4 und zx.

Aufgabe 3: Teilchen in einem Zentralfeld
Ein Teilchen der Masse m bewege sich in einem Zentralfeld.

1. Berechnen Sie die Lagrange-Funktion. Welche generalisierten Koordinaten sind giinstig?
2. Wie lautet die Hamilton-Funktion?

3. Zeigen Sie mit Hilfe der Poisson-Klammer dass die z—Komponente L, = xp, — yp, des Drehimpulses
ein Integral der Bewegung ist!



