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Aufgabe 1: Wurf eines Balles
Betrachten Sie den Wurf eines Balles mit der Masse m im konstanten Gravitationsfeld, d.h. eine Bewegung

beschrieben durch die Bewegungsgleichung
d%7(t)
dt?

mit den Anfangsbedingungen 7(t = 0) = (0, 0,0) und 9(t = 0) = (v cos «, 0, vsin «r), wobei o den anfénglichen
Wurfwinkel bezeichnet und g ~ 9.81m/s? die Erdbeschleunigung.

m = F = —mge,

1. Bestimmen Sie die Form der Bahnkurve, indem Sie die Bewegungsgleichung unter Benutzung der
Anfangsbedingungen integrieren, und berechnen Sie dadurch 7(¢) (am besten Komponentenweise).

(a) Welche Form haben z(t) und z(t)?
(b) Driicken Sie dann z in Abhéngigkeit von z aus. Welcher Form entspricht z(z)?

2. Bei welchem anfanglichen Winkel apax erreicht man die maximale Wurfdistanz pax?
Hinweis: Hierflir muss zunéchst die Zeit tg, berechnet werden, wobei z(tg,) = 0, welche eingesetzt in
x(t) eine Gleichung fiir z(«) ergibt. Fiir ein bestimmtes auax erreicht z(«) ein Maximum Zyax.

Losung

1. Die Bewegungsgleichung des Balles ist gegeben durch

Durch einmalige Integration iiber ¢ erhalten wir

' 0 V0,2 v COSs &
muv =mi = 0 t+ | voy 0 ,
—mg V0,2 vsin o
wobei im letzten Schritt die Anfangsbedingung fiir ¥(t = 0) eingesetzt wurde. Nochmalige Integration
fihrt auf
0 1 VU COS (v o 0 1 UV COS
mr=| 0 §t2+ 0 t+{w =1 0 §t2+ 0 ¢
—mg v sin 20 —mg v sin a



(a) z(t) =vcosat —  Lineare Abhingigkeit von ¢. & konstant.

z(t) = —imgt®> + vsinat —  Quadratische Abhéingigkeit von t. # nimmt mit ¢ ab.
(b)
x
t=
v COS (v
1 1 9 sina
— z =

——g x x
2712 cos? o cos o

vsin o

1
2(t) =0= —§gt(t -2

)

v
—>tpin = 2; sin .

Damit ist die Wurfweite gegeben durch

v?
Tfin = T(tpin) = Vtpin cosaw = 2— sinacos a.

Um die maximale Wurfweite zu bestimmen, leiten wir dies nach « ab und setzen dies gleich 0

2 2

O i
= P _ 21(COSZ o —sina) = o cos(2a)
g

0= da

Damit erhalten wir die maximale Wurfweite fiir o = 45°.

Aufgabe 2: Ein gekoppeltes System

Fin Block der Masse M gleite reibungsfrei unter dem Einfluss der Schwerkraft auf einer schiefen Ebene mit
Neigungswinkel o gegen die Horizontale. An seinem Schwerpunkt sei die Masse m iiber einen masselosen
Faden der Lange [ befestigt.

1. Wie lautet die Lagrange-Funktion L(¢, s, ¢, $)?
2. Zeigen Sie, dass eine Losung ¢(t) = ¢g = const existiert.

3. Geben Sie eine geschlossene Differentialgleichung fiir ¢ an. Losen Sie diese fiir M > m und kleine
Winkelausschldge (¢ =~ «).

Losung:



1. Die kartesischen Koordinaten der Massen M und m sind

X = scosa =X +Isin¢
Y =ssina y=Y —lcos .

Die kinetische Energie des Systems ist dann gegeben durch

T = LRV + D@ )

M . .
=5 (SQ cos® a + 2 sin® a) + % <,§2 cos? o + 215¢) cos a cos ¢ + 129 cos? ¢
+ §%sin? a + 2l.§<;3 sin acsin ¢ + l2¢32 sin? gb)

Mit der Identitét cos(a — ) = cos avcos B + sin asin (3 lésst sich dies schreiben als

M—i—m.2
= ——-3
2

T + %l2$2 + mlsd cos(a — ).

Die potentielle Energie ist gegeben durch
V = Mgssina + mg(ssina — [ cos ¢)
und damit erhalten wir die Lagrangefunktion

L=T-V
M+m.2
= —3
2

+ %Péz + mlsg cos(a — @) — (M + m)gssin a + mgl cos ¢
2. Die Bewegungsgleichung fiir s lautet
0= (M+m)5+ml <<i§cos(a — @) + ¢?sin(a — (25)) + (M + m)gsina
ml /- Y
- (qb cos(a — @) + ¢* sin(a — gb))

—~ 5= —gsi
S gsma—l—M+

Fiir ¢:
0 = mi%¢ + mlsdsin(a — ¢) + mis cos(a — ¢) — mlsdsin(a — @) 4+ mglsin ¢

= ¢ = —?cos(a—@ — %sinqﬁ

Fiir ¢ =const erhalten wird dann:

¢ = ¢g = const
g . sin ¢
§=—gsina = —g—F
! I cos(a = 60)
= s(t) = sp + vot — %tQ sin «v

¢(t) = a

wobei sg und vy durch die Anfangsbedingung gegeben sind.



3. Die Differentialgleichung fiir § kénnen wir in die Gleichung fiir qﬁ einsetzen:

b= %(sinacos(a — ¢) —sing) + ((;3 cos(a — ¢) + ¢? sin(a — ) cos(a — ¢)

m
M+ m

. g . _ m . . -2 . . _
=7 (cosasin(a — @) + M tm (¢ cos(a — @) + ¢ sin(a — ¢)) cos(a — ¢)
Im Grenzfall M > m gilt:
m
M+m -0
= ¢ — —% cos asin(¢ — «)
Mit der Abkiirzung
g
w= /7 cosa

und der Approximation fiir kleine Winkel sin(¢ — ) ~ ¢ — «, erhalten wir:

¢ =—w(¢—a)
= ¢(t) = a + ¢sin(wt + J)

wobei ¢ und & durch die Anfangsbedingungen gegeben sind

Aufgabe 3: Bewegung im kugelsymmetrischen Potential

Die Bewegung eines Teilchens in einem kugelsymmetrischen Potential V' soll mittels Kugelkoordinaten
(r, 0, ¢) beschrieben werden. Diese sind gegeben durch

x 7 cos () sin (0)
=1y | = | rsin(p)sin(6)
z 7 cos (0)

1. Ermitteln Sie zunichst die kinetische Energie T' = %m:fQ des Teilchens in Kugelkoordinaten. Hierzu
fiihren Sie die folgende Schritte aus:

a) Bestimmen Sie die Richtungsvektoren Eqi fir die Kugelkoordinaten ¢; = (r, 0, ¢) mittels Eqi = g—(i und
kg,

bilden Sie die zugehérigen normierten Einheitsvektoren e, = T
4

Losung;:



rsin @ cos

Z=|rsinfsing
r cos 6
o7 sin 6 cos @
e sin @ sin ¢
" cos 6
oz cosf cosp
9:%:7" cos B sin ¢
—sinf
B oz —sine
k@:—x:rsinﬁ CoS
Oy 0

k| = \/sin2ﬁcos2cp—|—sin29$in2g0+cos20 =1

k| = 7“\/(:0s2 0 cos? ¢ + cos? fsin? p +sin% 0 = r

]Eg\ = TSinH\/sichstzgp: rsind

sin @ cos ¢ cosfcosp —sinp
= & = [ sinfsinp | , € = |cosfsing | , €,=| cosp
cosf —sind 0

b) Zeigen Sie, dass sie
3
. d¥ dg; 0%
Tl wag,

mit Hilfe der Einheitsvektoren schreiben konnen als

T = 7€, + rféy + rsin (0) PE .

Loésung;:

izl dt 8qi
dr- df- dyp
%kr + Eke + Ekgp

= 1€, + Orég + prsin e,

c¢) Berechnen Sie nun die kinetische Energie 7' in Kugelkoordinaten. Sie kénnen hierbei die Orthonor-
malitdt der Einheitsvektoren nutzen.

Losung:

| 3

2 = %(7*2 + 7207 4 r2sin® %)



2. Bilden Sie die Langrangefunktion £ fiir ein Teilchen mit der Masse m im kugelsymmetrischen Poten-
tial V. = V(r,t).

Losung:

L=T-V= %(ﬂ + 1202 + r2sin® 0p2) — V(r, t)

3. Welche Koordinate ¢; = (1,0, ¢) ist zyklisch?

Losung:
L ist unabhéngig von ¢ und damit g—fo = 0. ¢ ist also eine zyklische Korrdinate.

4. Ermitteln Sie den dazugehorigen zeitlich konstanten verallgemeinerten Impuls pg = %.

Loésung:

Dy = mr? sin? 6¢



