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Aufgabe 5: Lagrangedichte eines Skalarfelds I: Invarianz 4 P

Betrachten Sie die folgende Transformation der Lagrangedichte L = L(ϕi(x), ∂µϕi(x)):

L′ = L+ ∂µΛµ ,

wobei die Λµ beliebige Funktionen der Felder ϕi(x) sind. Zeigen Sie, dass diese
Transformation die Bewegungsgleichungen unverändert lässt.

Aufgabe 6: Lagrangedichte eines Skalarfelds II: Noether-Theorem 6 P

(a) 3 P Zeigen Sie, dass die Lagrangedichte

L =
1

2

(
(∂µϕ1)

2 + (∂µϕ2)
2
)
− m2

2

(
ϕ2
1 + ϕ2

2

)
− λ

4

(
ϕ2
1 + ϕ2

2

)2
invariant unter der Transformation (ϑ ∈ R)

ϕ1 → ϕ′
1 = ϕ1 cosϑ− ϕ2 sinϑ xµ → x′µ = xµ

ϕ2 → ϕ′
2 = ϕ1 sinϑ+ ϕ2 cosϑ

ist.

(b) 3 P Berechnen Sie den zugehörigen Noether-Strom

Jµ =
∂L

∂(∂µϕi)
δϕi − T µνδxν

mit

T µν =
∂L

∂(∂µϕi)
(∂νϕi)− Lgµν

und die Noether-Ladung

Q =

∫
d3xJ0 .
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Aufgabe 7: Lagrangedichte eines Fermionfelds 6 P

Gegeben sei die Lagrangedichte eines freien Spin-1/2 Feldes,

L = ψ†

[
i~
∂

∂t
− c~α · ~p− β mc2

]
ψ ,

sowie die sogenannte Weyl Darstellung für ~α, β,

~α =

(
0 ~σ
~σ 0

)
; β =

(
1 0
0 −1

)
,

und die durch die Clifford Algebra {γµ, γν} = 2gµν definierten γ-Matrizen,

γ0 =

(
1 0
0 −1

)
, γk =

(
0 σk

−σk 0

)
.

(a) 2 P Zeigen Sie, dass die Lagrangedichte L mit Hilfe der γ-Matrizen folgen-
dermaßen umgeschrieben werden kann:

L = ψ̄
[
i~cγµ∂µ −mc2

]
ψ mit ψ̄ ≡ ψ† γ0 .

(b) 2 P Leiten Sie ausgehend von der soeben hergeleiteten Lagrangedichte die
kovariante Darstellung der Dirac Gleichung her:

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0 .

(c) 2 P Die allgemeine Form des Energie-Impuls-Tensors in der Feldtheorie lautet

T µν =
δL

δ(∂µψ)
(∂ν ψ) +

δL
δ(∂µψ̄)

(∂ν ψ̄)− L δµν .

Überprüfen Sie damit den Energie-Impuls-Tensor eines freuen Dirac-Feldes:

T µν = i~cψ̄ (γµ∂ν − δµν γσ∂σ)ψ + δµνmc
2ψ̄ψ .
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Aufgabe 8: Lagrangedichte eines Vektorfelds 4 P

Zeigen Sie, dass die Lagrangedichte

L = −1

2
[∂µϕν(x)][∂µϕν(x)] +

1

2
[∂µϕ

µ(x)][∂νϕ
ν(x)] +

m2

2
ϕµ(x)ϕµ(x)

für das reelle Vektorfeld ϕµ(x) auf die Feldgleichungen

[gµν(� +m2)− ∂µ∂ν ]ϕν(x) = 0

führt und das Feld ϕµ(x) die Lorentzbedingung ∂µϕ
µ(x) = 0 erfüllt.
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