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Aufgabe 11: Energie und Impuls des reellen Feldes 15 Punkte

Ein reelles Skalarfeld wird mit der auf die Klein-Gordon-Gleichung führenden Lagran-
gedichte LKG = 1

2
(∂µϕ(x))(∂µϕ(x)) − m2

2
ϕ(x)2 beschrieben. Die Fourier-Zerlegung

des quantisierten Feldes ist durch

ϕ(~x, t) =

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

[
a(~p)e−ipx + a†(~p)e+ipx

]
gegeben. Außerdem gilt die Orthogonalitätsrelation∫

d3xe−ipxeip
′x = (2π)3δ(3)(~p− ~p ′)

(aufgrund der Energie-Impulsbeziehung Ep =
√
~p 2 +m2 folgt daraus auch p′0 = p0).

(a) 2 P Zeigen Sie, dass sich der Vernichtungsoperator schreiben lässt als

a(~p) =

∫
d3x eipx (iϕ̇(x) + Epϕ(x)) .

(b) 4 P Für das Feld gelten die Kommutatorrelationen

[ϕ(~x, t), ϕ(~x ′, t)] = [ϕ̇(~x, t), ϕ̇(~x ′, t)] = 0 , [ϕ(~x, t), ϕ̇(~x ′, t)] = iδ(3)(~x− ~x ′) .

Berechnen Sie daraus die entsprechenden Relationen für die Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren

[a(~p), a(~p ′)] = [a†(~p), a†(~p ′)] = 0 , [a(~p), a†(~p ′)] = (2π)32Epδ
(3)(~p− ~p ′) .
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(c) 1 P Berechnen Sie den zugehörigen Energie-Impuls-Tensor T µν des Feldes.

(d) 5 P Die Energie des Feldes bestimmt sich aus H =
∫

d3xH =
∫

d3xT 0
0 .

Verwenden Sie die Fourier-Zerlegung des Feldes sowie die Kommutatorregeln
der Erzeuger- und Vernichteroperatoren, um zu zeigen, dass die Energie, d.h.
der Hamilton-Operator, durch

H =
1

2

∫
d3p

(2π)3
Ep

[
2Ñ(~p) + C

]
gegeben ist. Hier ist

N =

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
a†(~p)a(~p) =

∫
d3p

(2π)3
Ñ(~p)

der Teilchenzahloperator und C eine, etwas ungewöhnliche, Konstante.

(e) 3 P Der Impuls des Feldes lässt sich aus Pi =
∫

d3xT 0
i berechnen. Zeigen

Sie, dass dies für das reelle Skalarfeld

~P =
1

2

∫
d3p

(2π)3
~p
[
2Ñ(~p) + C

]
ergibt.
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Aufgabe 12: Die Zweipunkt-Korrelationsfunktion 5 Punkte

Betrachten Sie die Zweipunkt-Korrelationsfunktion eines Klein-Gordon Feldes

∆+ ≡ 〈ϕ(x)ϕ(y)〉 =

∫
d3~p

(2π)32Ep
e−ip(x−y)

(a) 2 P Zeigen Sie, dass sich für gleiche Zeiten x0 = y0 die Korrelationsfunktion
wie folgt ausdrücken lässt

∆+(0, ~r) ≡ ∆+(0, ~x− ~y) = −
1

8π2r

d

dr

∫ ∞
−∞

dp
eipr√

(~p)2 +m2
mit r ≡ |~r|, p = |~p|.

(b) 1 P Zeigen Sie, dass sich die Korrelationsfunktion mit Hilfe der hyperbolischen
Parametrisierung weiter vereinfachen lässt zu

∆+(0, ~r) = −
m

8πr
H

(1)
1 (imr) ,

mit der Hankel-Funktion erster Art H
(1)
1 (siehe Hinweis).

(c) 2 P Analysieren Sie mit Hilfe der asymptotischen Erweiterung der Hankel-
Funktionen das Verhalten von ∆+(0, ~r) in den Grenzfällen r →∞ und r → 0
Funktion. Zeigen Sie, dass diese gegeben sind durch

lim
r→∞

∆+(0, ~r) ' m

8πr

√
2

πmr
e−mr lim

r→0
∆+(0, ~r) '

1

4πr2
.

Interpretieren Sie jeden dieser Grenzfälle aus Sicht der Mikrokausalität.

Hinweis: Eigenschaften der Hankel-Funktion

H0(iy) ≡
1

iπ

∫ ∞
−∞

dϑ eiy sinhϑ
d

dr

[
H

(1)
0 (iay)

]
= −iaH(1)

1 (iay)

lim
y→∞

H
(1)
1 (iay) = −

√
2

πay
e−ay lim

y→0
H

(1)
1 (iay) = − 2

ay
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