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Aufgabe 1: Integration - Oberflichenprofil
Die Abbildung zeigt einen ebenen Schnitt durch die Symmetrieachse
(y(x)) eines mit Wasser gefiillten zylindrischen Geféfles, das mit

A
konstanter Winkelgeschwindigkeit w um die Zylinderachse rotiert. %
Die Form des sich ergebenden Oberflichenprofils folgt aus der Kraft
F'r., welche sich aus Zentrifugalkraft F und Gewichtskraft F; ergibt. y(z) 3 \§
Diese resultierende Kraft Fz definiert die Oberflichenform dadurch, 7 Fr
dass sie senkrecht zur Oberfliche stehen muss. Anderenfalls wirkt T
auf die Wassermolekiile an der Oberflache eine Kraft, welche sie

entlang der Oberfliche wandern lassen wiirde. Somit wére die
Oberflichenform instabil.

(a) Berechnen Sie den Tangens des Winkels «, welcher sich aus der Lénge der Vektoren
|Fyz| = Fz = mw?z und |Fy| = Fg = myg als Funktion von g, w und z ergibt.

(b) Nun definiert der Winkel a auch die Steigung der gesuchten Kurve, genauer gilt
y' = tan(«). Mit dem Ergebnis von Teilaufgabe a) erhalten Sie daher eine Abhéngigkeit
y'(x). Berechnen Sie y(z) durch unbestimmte Integration und wéhlen Sie die Integrati-
onskonstante C' geeignet (siche Zeichnung).

Aufgabe 2: Integration - Nicht die Mama

In dieser Aufgabe betrachten wir die Funktionen
In(z) = / dyy"e”,
0

wobei n € Nj ist.

(a) Berechnen Sie Iy(x).

(b) Driicken Sie (fir n > 1) I,(z) durch I,_;(z) aus. Eine solche Gleichung nennt man
Rekursionsformel. Hinweis: Das Integral ladt zur Anwendung partieller Integration ein.

(c) Berechnen Sie [1(z), Io(x) und I3(z).

(d) Berechnen Sie I,,(z), d.h. 16sen Sie die Rekursion. Hinweis: Erraten Sie die Losung

fir I,,(x) und zeigen Sie, dass die Rekursionsformel erfiillt ist und Iy(z) fir n = 0 korrekt
herauskommt. Die Beweismethode heifit vollstéindige Induktion.
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Aufgabe 3: Integration - Freier Fall

Berechnen Sie das Integral

T dx/
y(x) = \/1—Tx”

indem Sie das Substitutionsverfahren nutzen. Substituieren Sie im ersten Versuch mit u =1 — 2’
und {iberpriifen Sie ihr Resultat durch einen zweiten Versuch unter Verwendung der Substitution
z' = sin’ ().

Hinwers: Das Integral tritt in der Physik zum Beispiel beim freien Fall auf und folgt aus der

Energieerhaltung 1m(v(t))* + mgz(t) = E. Unter Beachtung von v = % ergibt sich dort:
. m /:p(t) da’
W=\ 5 A mgag
Vor |, JT—mmw
Aufgabe 4: Bahnkurve - Kardioide

Gegeben ist die Herzkurve oder Kardioide (im R?) in Parameterform

o [z(t)\ _ [cos(t)(1 — cos(t))
) = (y(t)) = (sin(t)(l - cos(t)))
mit ¢ € [0,27]. Hinweise: Hilfreich sind cos(2t) = cos?(t) — sin?(¢) und sin(2t) = 2sin(t) cos(t).

(a) Skizzieren Sie die Kurve. Wo koénnte es Probleme mit der Stetigkeit kinematischer
Groflen geben?

Hinweis: Motivieren Sie s = f02ﬂ v(t)dt (ohne Bepunktung).
Nutzen Sie cos(t) = 1 — 2sin*(%) bei der Integration iiber v(t).
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