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Auch wenn dieses Blatt neue Konzepte enthélt, sei darauf verwiesen, dass alle Teilaufgaben in
wenigen Zeilen zu 16sen sind. Hinweise zu Differentialgleichungen werden auch in der Saaliibung
gegeben. Blatt 7 wird von einfacher Natur, um nochmal ein paar Punkte einzusammeln.

Aufgabe 1: Differentialgleichung - Separation der Variablen

Mit den Newtonschen Axiomen treten erstmals Differentialgleichungen in Form von Bewe-
gungsgleichungen auf. Mit der Losung derselben lassen sich ganze Vorlesungen fiillen, daher
fangen wir einfach an: Wir betrachten zuerst eine gewohnliche (d.h. nur von einem Parameter
x abhéingige) Differentialgleichung (DGL) erster Ordnung (d.h. nur die erste Ableitung nach z

tritt auf) der Form
gy(@)y (x) = f(z) mit y(2) =42

Losung der DGL bedeutet die Ermittlung der Funktion y(z) unter Beachtung eines bestimmten
Anfangswertes y(xo) = yo (Anfangswertproblem).

(a) Begriinden Sie, dass eine Losung obiger DGL gegeben ist durch

G(y) = F(z)+C und damit y(z) =G ' (F(z) + ),

wobei G und F' Stammfunktionen von g und f sind. C' ist eine beliebige Integrations-
konstante. Hinweis: Es benotigt keinen mathematischen Beweis. Erlautern Sie in zwei
Sétzen den Zusammenhang zur Kettenregel.

(b) Bestimmen Sie die Losung fiir den konkreten Fall der DGL ¢/ (z) = —zy(z) fur
den Anfangswert y(1) = 2. Hinweis: Bringen Sie die Gleichung erst auf obige Form.
Schreiben Sie In |y| und héngen Sie sich nicht an mathematischen Feinheiten auf.

(c) Fiir gewohnliche DGLen erster Ordnung lasst sich ein Richtungsfeld zeichnen,
indem man in der x — y-Ebene fiir ausgewéhlte Punkte einen Pfeil mit der zugehérigen
Steigung y'(z) zeichnet. Skizzieren Sie das Richtungsfeld fir die DGL ¢/(z) = —zy(z) fiir
ganzzahlige Punkte (z,y) mit € [-3,3] und y € [—3, 3] in der  — y-Ebene. Zeichnen
Sie auch die Losung der vorherigen Teilaufgabe ein.

Aufgabe 2: Newtonsche Axiome - Raketenantrieb

Wir mochten das soeben erworbene Wissen sofort anwenden und betrachten eine Rakete.
Eine Rakete wird durch den Riickstof der austrémenden Materie angetrieben. Die Masse der
Rakete nimmt dabei mit der gleichen Rate ab, mit der Materie ausgestolen wird, wir nehmen
daher m(t) = mog — at an. mpg sei das Eigengewicht der Rakete, m sei die Gesamtmasse inkl.
Treibstoff. Die Geschwindigkeit der ausstromenden Materie betrage vy (relativ zur Rakete).
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(a) Wir betrachten das System eindimensional und nehmen zuerst an, dass auf die
Rakete keine dufleren Krifte wirken. Dann gilt Impulserhaltung und somit die DGL

dp dm dv C e dv Vo
%—O—%vo—l—ma. Dies fiihrt auf i
Erlautern Sie die Physik letzterer DGL in zwei Sdtzen. Losen Sie die DGL durch
Separation der Variablen unter Beachtung von v(mg) = 0.

Hinweis: Sie sollten v = —vg In(m/mg) und damit v(t) = —vy In(m(t)/me) erhalten.

(b) Berechnen Sie aus der Geschwindigkeit v(¢) der vorherigen Teilaufgabe die Beschleu-
nigung a(t), und addieren Sie zu dieser die Fallbeschleunigung als duflere Kraft, d.h.
a(t) = a(t) — g. Offensichtlich hebt die Rakete ab, wenn a(t) > 0. Bestimmen Sie den
Zeitpunkt 7', zu welchem a(7") = 0. Fiir welche Parameterkombination hebt die Rakete
sofort ab? Fiir welche Parameterkombination hebt die Rakete nie ab? Man beachte, dass
die Zeit T' einen Maximalwert hat, ndmlich dann wenn der Treibstoff aufgebraucht ist.

Aufgabe 3: Differentialgleichung - Konstante Koeffizienten

In dieser Aufgabe beschéftigen wir uns mit einer anderen Klasse von DGLen, den gewo6hnlichen,
linearen (d.h. alle Ableitungen treten linear auf) DGLen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten. Diese sind von der Form y™ (z) + ap_1y™ Y (z) + ... + a19/(z) + aoy(x) + b(x) = 0.
Die Koeffizienten a; sind konstant, wobei die Gleichung mit b(x) = 0 homogene Gleichung
genannt wird. Zeigen Sie konkret fiir die homogene DGL y”(z) 4+ 5y/(z) + 6y = 0, dass der
Ansatz y(z) = e auf eine quadratische Gleichung mit zwei Losungen \; » fiihrt. Machen Sie
den Ansatz y(r) = AeM® + Be*?® und bestimmen Sie A und B fiir die Anfangswerte y(0) = 1
und 3/(0) = 0. Setzen Sie zur Uberpriifung Ihre Losung in die DGL ein.

Aufgabe 4: Newtonsche Axiome - Seil iiber Tischkante

Ein Seil der Lange | und Masse m gleite iiber die Tischkante T
reibungsfrei ab, wobei es anfanglich mit der Lénge z( iiber die
Tischkante hdnge. Es wirkt die Gewichtskraft auf den nach unten
héngenden Teil des Seiles. Die Dicke des Seiles sei vernachlissig-
bar, und die Biegung des Seils sei widerstandsfrei. + x(t)

(a) Parametrisieren Sie die Masse m(t) des nach unten hingenden Teiles als Funktion
von x(t) und zeigen Sie, dass fiir die Gewichtskraft F'(t) = m9z(t) gilt. Zeigen Sie, dass
dies auf die Bewegungsgleichung i(t) = %x )

fithrt. Losen Sie die Gleichung mit einem Ansatz wie aus vorheriger Aufgabe unter den
Anfangsbedingungen z(0) = zo und #(0) = 0. Hinweis: Sie erhalten, mal wieder, die
hyperbolischen Funktionen. Man beachte, dass die beschleunigte Masse m im Gegensatz
zur Raketenaufgabe zeitlich konstant ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Geschwindigkeit des Seils im Moment in dem es iiber die Kante
rutscht, also z(T') = [ ist, gegeben ist durch &(T") = \/%4/1? — 23. Hinweis: Nutzen Sie
cosh?(z) — sinh?(x) = 1, um die hyperbolischen Funktionen zu eliminieren.
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