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Kapitel 1

Einleitung

Disclaimer-1: Dieser Vorlesungsaufschrieb erhebt keinen Anspnuauf Fehlerfreiheit.
Disclaimer-2: Auch ich er nde das Rad nicht noch einmal neu. Das hé¢j dass ich mich bei
meinem Vorlesungsaufschrieb an vorhandenen Aufschrieben otiem habe. Insbesondere ha-
be ich auf einen Aufschrieb zur Vorlesung von Prof. Dr. M. Steinhaer und Dr. L. Mihaila aus
dem WSO07/08 und auf das Skript von Prof. Dr. C. Rockstuhl im WS1@&7 zureckgegri en.
Insbesondere rachte ich das Skript von Prof. Rockstuhl empfehlen, das sehr dulsrlich und
ebersichtlich gestaltet ist.

Allgemeine Informationen zur Vorlesung, zunt/bungsbetrieb und zu den Klausuren nden
Sie auf der homepage der Vorlesung:

https://www.itp.kit.edu/courses/ws2017/theoa/
Dort nden Sie auch die ¥bungsbitter zum Herunterladen.

1.1 Literatur

Physik

W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 1&2, Klassische Mechani®pringer Ver-
lag.

Relativ gro es Gewicht auf das Eimben von Formalismen, weniger auf die aus-
fuhrliche Diskussion des physikalischen Gehaltes; Herleitungen oft inefail vor-
getkihrt; Darstellung ist fast immer klar; viele gute®bungsaufgaben mit iosungen
und Kontrollfragen; 1. Band enthalt eine recht auséihrliche Wiederholung der
relevanten mathematischen Methoden; moderne Themen wie Intabilit at und
Chaos nicht enthalten; relativistische Mechanik ndet sich in Band 4.

H. Goldstein, C.P. Poole Jr., J.L SafkoKlassische MechanikWiley-VCH.

Im Vergleich zu Nolting mehr Gewicht auf Diskussion, weniger auf magmati-

sche Zwischenschritte; neue Au age endlit Chaos und numerische (computer-
geswitzte) Ubungsaufgaben; Buch ist geeignesf Studierende, die sich den Sto

selbst erarbeiten.

L.D. Landau, E.M. Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik, I, Mechanik/erlag
Harri Deutsch.
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Zwischenschritte selten angegeben und Diskussioneurer als bei Goldstein;
modernere Themen fehlen; meist schwierigdbungsaufgaben ohne ésungen; re-
lativistische Mechanik ndet sich in Band 2.

F. Kuypers, Klassische MechanikWiley-VCH.

Hoher Anteil von Beispielen und®¥bungsaufgaben mit augfhrlichen Lesungen;
wenig Raum #ir eigentliche Darstellung der Theoretischen Mechanik; endlt re-
lativistische Mechanik und chaotische Dynamik.

T. Flie bach, Mechanik Spektrum Verlag.

J. Honerkamp und H. Fomer, Grundlagen der klassischen Theoretischen Phys8prin-
ger.

F. Scheck,Mechanik Springer.
R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands;The Feynman Lectures on Physics Vol..1

Mathematik

I.N. Bronstein, K.A. Semendjajew, G. Musiol, H. Mihlig, Taschenbuch der Mathema-
tik, Verlag Harri Deutsch.

R. Shankar,Basic Training in Mathematics (A Fithess Program for Sciene Students)
Plenum Press, New York.

1.2 Was ist theoretische Physik?

Die Physik (lateinischphysica'Naturlehre') ist eine Naturwissenschaft. Ihr Ziel ist die Ermitt-
lung der Gesetze, denen die unbelebte Natur folgt, und deren mathatische Beschreibung.
In den letzten Jahrhunderten wurde hiesir die folgende Strategie entwickelt und verfolgt:

Es werden - im Gegensatz zur reinen Naturbeobachtung - gezielteperimente durch-
getmihrt.

Die Messergebnisse werden durch das Aufstellemgtichst allgemeiner mathematischer
Zusammenknge zwischen den Messgen interpretiert.

Beides ist motig fer eine umfassende und aussageltige Beschreibung der Natur. Der Aus-
gangspunkt #ir die theoretisch-mathematische Formulierung der Naturgesetast immer das
Experiment. Dieses entscheidet auch endljig eber die Richtigkeit einer Theorie. Mit der
fortschreitenden Spezialisierung der Physik im 20. Jahrhundert wde eine Arbeitsteilung
in Experimentalphysik und theoretische Physik sinnvoll. Im Laufe deZeit hat sich in der
theoretischen Physik ein gro es Ma an Universalit herausgebildet, so dass verschiedene
Gebiete der Physik durchahnliche Prinzipien und Begri sbildungen charakterisiert werden.
So nden z.B. in der Theorie der Turbulenz von Sowmungen klassischer Rissigkeiten und
Gaseahnliche mathematische Methoden Anwendung wie in der Elementailtthenphysik.

In der theoretischen Physik spielen seit den 1960er Jahren Symnehetrachtungen eine
wichtige Rolle. So hat man festgestellt, dass z.B. die zwischen Elensieilchen erlaubten
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Wechselwirkungen durch zugrunde liegende Symmetrien bestimmt @irMit diesen Symme-
trien sind Erhaltungsgm® en verbunden, die in unserem Beispiel hier die Elementarteilchen
und deren Wechselwirkungen charakterisieren. Das 4wgkfehren auf Symmetrien ernaglicht
eine einfache und vereinheitlichte theoretische Beschreibunihnliche Prinzipien nden in
der Festlorperphysik Anwendung und werden, insbesondere nach der Eatttung neuer Ma-
terialien, immer weiter entwickelt.

Die theoretische Physik ist heute auf vielen Gebieten mitellig neuen Fragestellungen
und Entwicklungen konfrontiert, die einen Strom neuer ldeen und &kweisen hervorrufen.
Dies liegt daran, dass die Physik neuen Problemstellungen gegleer o en und exibel. ist.

Die erste Vorlesungeber theoretische Physik éihrt anhand der Newtonschen Mechanik
der Massenpunkte in die Denkweise der theoretischen Physik ein. iGhzeitig werden die
mathematischen Grundlagentir die ersten Semester vermittelt. Es soll sowohl die Begri s-
und Strukturbildung in der theoretischen Physik verdeutlicht wer@n als auch die Bhigkeit
vermittelt werden, physikalische Vor@nge der Mechanik zu berechnen. Die Mechanik ist
uns aus der allaglichen Erfahrung bekannt und damit hervorragend geeignet, Smit den
allgemeinen Zielen der theoretischen Physik vertraut zu machen. Eirgute Theorie muss
in der Lage sein, beobachtete Binomene zu beschreiben und esiden sowie auch nicht
beobachtete Plmnomene vorherzusagen. Hienf werden auf der Grundlage von Erfahrungen
und Beobachtungen allgemeine Grundsze, Axiome, aufgestellt. Mithilfe der Axiome und
mathematischer Methoden werden Gesetze aufgestellt, die Vorbegen &r beobachtbare
Gre en machen, die im Experimenteberpreft werden. Die Theorie motiviert aber auch,
Experimente zu entwickeln, die bisher nicht beobachtbare Bnomene untersuchen, die von
der Theorie vorhergesagt werden. Bekannte Beispiele dangeren Zeit sind die Entdeckung
des Higgsbosons oder die Beobachtung von Gravitationswellen.

1.3 Mechanik

Die (klassische) Mechanik besélftigt sich mit der Untersuchung der Gesetzm igkeiten,

denen die Statik und die Bewegung materieller é&per unterliegt. Letztere erfolgt unter dem
Einu von Kr aften, die in der Mechanik als bekannt vorausgesetzt werden. Earfdelt sich
also um die Lehre der Bewegung vonefpern und der dabei auf sie wirkenden Hafte.

Es gibt mehrere Mbglichkeiten, die Mechanik in verschiedene Themenbereiche einzuteile
Eine Meglichkeit ist die Unterteilung in die ThemengebieteéStatik, Kinematik und Dynamik.
Die Statik beschaftigt sich mit der Zusammensetzung und dem Gleichgewicht von Kiten,
die auf einen ruhenden lérper wirken. Die Kinematik (vom altgriechischenkinema, d.h.
Bewegung) behandelt die Beschreibung der Bewegung von Punkigmd Kerpern im Raum.
Hierfer werden die Gm® en Zeit, Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung eingehrt. Die
Ursachen der Bewegung, die hafte, werden hierbei au er Acht gelassen. Die Dynamik (vom
griechischendynamis d.h. Kraft) hingegen befasst sich mit der Wirkung von Kaften, al-
so der Beschreibung der Bewegung vonekpern unter dem Ein uss von Kraften. Es wird
hier also die Ursache der Bewegung betrachtet und mathematischtroerecksichtigt. Die
dynamischen Bewegungsgleichungen sind Di erentialgleichungen. Wge kann die Mecha-
nik unterteilt werden in spezielle Teilgebiete: dieMechanik starrer Kerper, in der es um
Massenpunkte und nicht deformierbare Krper geht, dieKontinuumsmechanik die sich mit
kontinuierlich ausgedehnten, deformierbaren érpern befasst, und dieStatistische Mecha-
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nik, die Teilgebiet der Thermodynamik ist. Eine andere Unterteilung origrert sich an den

mathematischen Methoden zur Beschreibung der Dynamik des Sststs. Man unterscheidet
zwischen der Newtonschen Mechanik, die Teil dieser Vorlesung iserd_agrangeschen Me-
chanik, der Hamiltonschen Mechanik und der Hamilton-Jacobi Mech&. Die letzteren sind

Bestandteil der Vorlesung der klassischen theoretischen Physik &e orientieren sich an den
grundlegenden Strukturen eines Systems und dessen Symmetriem Bewegungsgleichun-
gen aufzustellen und bilden die idealen Werkzeuge zur Aufstellung eed heorien wie etwa
in der Elementarteilchenphysik.

Die Mechanik nimmt unter den Teilgebieten der Physik eine besonder¢eflung ein. Sie
ist das alteste Teilgebiet der Physik und bildet die Grundlageefr die gesamte theoreti-
sche Physik. Die planm ige Erforschung der Naturgesetze begann im 16. und 17. Jalri
dert in der Mechanik. Beispielsweise wurde mit den Fallversuchen voralgei (G. Galilei,
1564-1642, Abb. 1.1) erstmals das gezielte Experimentieren als Hiliitel wissenschaftlicher
Erkenntnis in der Physik eingedihrt. Galileis Untersuchungen zur Dynamik wurden von Huy-
gens (C. Huygens, 1629-1695, Abb. 1.2) fortgéirt und von Newton (I. Newton, 1643-1727,
Abb. 1.3) zu einem gewissen Abschlu gebracht. Auf den Newtonsah Axiomen fut das
ganze Gelude der klassischen Mechanik.

Das mechanistische Weltbild des 19. Jahrhunderts beruht auf deillde, dass die gesamte
Wirklichkeit durch strikte Naturgesetze bestimmt wird. Physikaliscle Vorgange sind dann
verstanden, wenn sie mechanisch eekt werden kennen. Man geht davon aus, da alle
Zustande zu allen Zeitpunkten errechenbar sind, wenn man die Naturgéze und Zusande
zu einem bestimmten Zeitpunkt exakt kennt. Wir wissen heute, da iés auf viele Pmnomene
nicht anwendbar ist. So haben moderne physikalische Theorien zwiduaren Ursprung in
der klassischen Mechanik. Diese hat aber nur einen bestikten Geuiltigkeitsbereich. Die
Phanomene der Quantenwelt sehr kleiner Teilchen etwaerssen durch die Quantenmechanik
beschrieben werden (siehe Vorlesungen Quantenmechanik I+IQnd bei Teilchengeschwin-
digkeiten nahe der Lichtgeschwindigkeit mu die klassische Mechanikicth die relativistische
Mechanik (siehe Vorlesungen Mechanik A, Elektrodynamik und Quastmechanik I1) ersetzt
werden.

Abbildung 1.1: Galileo Galilei, 1564-1642; Quelle: Justus Sustermans tptl/-
www.nmm.ac.uk/mag/pages/mnuExplore/ViewLargelmage.cfm?IBBHC2700.
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Abbildung 1.2: Christiaan Huygens, 1629-1695; Quelle: Caspar Ngter - http://-
ressources2.techno.free.fr/informatique/sites/inventions/inegntions.html.

Im ersten Teil der Vorlesung (Mechanik A) werden Sie mit wichtigen Gndbegri en und
mathematischen Methoden vertraut gemacht, die auchuf die anderen Teilbereiche der Phy-
sik wichtig sein werden. Wir werden die Kinematik und die Dynamik von Magpunkten und
Systeme von Massepunkten behandeln. Es werden die NewtonscAgiome eingetihrt. Wir
werden uns mit Energie, Impuls und Drehimpuls besefftigen sowie deren Erhaltungsgzen.
Es werden Schwingungen und insbesondere der Harmonische Ospitlaehandelt sowie das
Zweikerperproblem unter dem Einu einer Zentralkraft. Wir betrachten hierbei das Kep-
lerproblem. Schlie lich wird die Streuung von Teilchen anhand der Ruttrford-Streuung
untersucht, bevor die Vorlesung mit Vielteilchensystemen abschlie

Der zweite Teil der Vorlesung (Mechanik B im SS 2018plirt den Lagrangeformalismus
ein. Es werden Variationsprinzipien behandelt und der Zusammenhgawischen Symmetrien
und Erhaltungsatzen diskutiert.

Abbildung 1.3: Sir Isaac Newton, 1643-1727; Quelle: Godfrey KnelleMNational Portrait
Gallery: NPG 2881While.
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Kinematik

Die Kinematik beschreibt die Bewegung von &rpern. Die geschieht durch die Angabe von
Ortskoordinaten und deren Zeitablngigkeit. Fur die vollstandige Beschreibung des Bewe-
gungszustandes eines Systems sind unter Usastlen viele Angaben erforderlich, da einzelne
Teile ganz verschiedene Bewegungen adtsfen kennen. Jedes System jedoch ist aus einzel-
nen Punkten zusammengesetzt. Daher betrachten wir hier die Bbseibung der Bewegung
eines einzelnen Massepunktes. Zachst aber sollen einige mathematische Grundlagen be-
reitgestellt werden.

2.1 Mathematischer Einschub

2.1.1 Vektoren

Vektoren sind allgemein im RaumR" (n 2 N) de niert. Sie sind damit de niert als die
Menge dern-Tupel (X1; Xz; 25 Xn) mit X;j 2 R. Der Vektor -aim drei-dimensionalen Raum ist

dann gegeben durch
0 1 0 1

a A
a2R* mit @a, A=@a A : (2.1)
as a,

Die Punkte des physikalischen Raumesskinen durch Vektorenra2 R® beschrieben werden.
Hierfur ist allerdings ein Koordinatensystem mit Ursprung notwendig. DakKoordinatensy-
stem bildet mit seinen Achsen das Referenzsystem, kglich dessen der Vektor de niert
wird. Wir betrachten ein kartesisches Koordinatensystem gebildedus drei orthogonalen
Achsen in x-, y- und z-Richtung, die sich in einem gemeinsamen Punkt, dem Koordina-
tenursprung schneiden, siehe Abb. 2.1. Die Richungen der drei Aeilm werden durch Ein-
heitsvektoren de niert, d.h. Vektoren der Lange 1. Die Einheitsvektoren des kartesischen
Koordingtenslystems in gen dlrei Richtungerx,ly und z sind de niert als

0

g=@0A ; g=@Q0A : (2.2)

0 0 1

Die Einheitsvektoren bilden eine orthonormale Basis, beglich derer sich jeder Vektor durch
die Angabe seiner Koordinaten bemlich g, § und € charakterisieren &sst. Also

a= &+t a6+t a8 (2.3)
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Abbildung 2.1: Das kartesische Koordinatensystem.

Ortsvektor: Die zu Beginn der Vorlesung am &u gsten verwendeten Vektoren sind Orts-
vektoren, i.a. mit ¥ bezeichnet. Mit diesen beschreiben wir Punkte im Euklidischen Raum.
Mit der Angabe des Koordinatenursprungs wird ein Bezugssystemstgelegt. Der Ortsvektor
eines PunktesP ist dann der Vektor, der den Koordinatenursprung mit dem entsgchenden
Punkt im physikalischen Raum verbindet, also

[
Ortsvektor: OP = +: (2.4)

Die De nition des Koordinatensystems bzw. des Koordinatenurspngs ist willkerlich und

nicht eindeutig. So kann jeder beliebige Punkt als Koordinatenurspng mittels einer geeig-
neten Translation, Rotation oder eines Boosts aus dem urgmglichen Koordinatenursprung
de niert werden. Der Boost ist eine Transformation zwischen zwéioordinatensystemen, die
sich relativ zueinander mit einer konstanten Geschwindigkeit bewageMit der Anderung

des Koordinatenursprungsndert sich natirrlich auch der Ortsvektor, siehe Abb. 2.2.

Abbildung 2.2: Der Ortsvektor ¥ von P im Koordinatensystem mit UrsprungO und der
Orstvektor +° von P im Koordnatensystem mit UrsprungO® Der Ursprung O° geht ausO
durch eine Translation hervor.
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Das Skalarproduktzweier Vektorena;b2 R2 ist de niert durch

x3
a b= ab+ab+ab= ah; (2.5)

i=1

P
wobei im letzten Schrittx 1,y 2undz 3 gesetzt wurde. Das Summenzeichen
bedeutet, das=ber die Indizesi von 1 bis 3 summiert wird, also

x3
aibh = aihy + axlp + aghs (2.6)
i=1

Fur die oben eingedihrten Einheitsvektoren gilt o ensichtlich

1 far i=]

€ §= = 5 oo 6] (j = Kronecker-Delta) : (2.7)

Die Lange bzw. Betrag, auch Norm genannt, eines Vektors ist gegelskirch
_ p__
4= aa= @a?=a: (2.8)
Der Winkel zwischen den Vektoreraund B, siehe Abb. 2.3, bestimmt sich aus

Aa D= jgjfcos = abcos : (2.9)

Abbildung 2.3: Der Winkel zwischen den Vektorera und B.

Bemerkungen:

Das Skalarprodukt (auch Punktprodukt genannt)a Dist ein Skalar, d.h. unabhangig
vom Koordinatensystem. Die Formel gilt éir jedes beliebige kartesische Koordinaten-
system.

Esgilta D=0falls = =2 odera=0 oderb=0.

Gleichung (2.9) zeigt, dass das Skalarprodukt ein Mauf die Gre e der Projektion
eines Vektorsb auf einen anderen Vektora ist.
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Einschub:Physikalische Gp en kennen durch Skalare, Vektoren oder Tensoren beschrie-
ben werden. Tensorielle physikalische &ren sind far uns zumachst nicht relevant. Eine
skalare physikalische Go e wird lediglich durch die Angabe eines Zahlenwertes (Ma zahl)
und einer Einheit (Ma einheit) charakterisiert. Physikalische G en, die beobachtbar sind,
werden mit einer reellen Zahl angegeben. Beispiele sind die Masse atdar Volumen eines
Kerpers, Temperatur, Druck oder auch Welleminge. Eine vektorielle physikalische Gre
verlangt sowohl die Angabe des Betrages als auch der Richtung.idpgele sind die Geschwin-
digkeit, Beschleunigung, Kraft oder Impuls.

Das Kreuzproduktzweier Vektoren ist de niert durch

0 1
ab,  aby
e=4a b= @abh, ahb A : (2.10)
aby  ab
Es qilt
(a D?4a und ?D: (2.11)

Der Vektor € steht senkrecht auf der durcha und B de nierten Flache, und zwar so, dass,
b und € ein Rechtssystem bilden, siehe Abb. 2.4.

Abbildung 2.4: Der Vektor € steht senkrecht auf der durcha und D de nierten Flache. st
der Winkel zwischera und 1.

Fur die Einheitsvektoren des kartesischen Koordinatensystemsden wir

0 1 0 1 o0 1 0 1
1 0 00 0
g §=@0A @1A=Q@0 0A=Q@0A=g: (2.12)
0 0 10 1
Und analog
% &=§; § €= &! (2.13)

Die Lange des Vektorssist gegeben durch
c=Jg = jgjgsin = absin ; (2.14)

wobei der Winkel zwischen den beiden Vektore@a und Dist.
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2.1.2 Dierentialrechnung
Di erentiation

Wir betrachten eine reelle Funktion im eindimensionalen Raum als Funktiodes Ortesx.
Diese bildet die Ortskoordinatex auf einen Funktionswertf (x) ab,

f:x2R! f(X)2R: (2.15)

Der Di erentialquotient bzw. die Ableitung der Funktion f (x) beschreibt die di erentielle
Anderung der Funktion in einem in nitesimal kleinen Interval X, also
Ableitung von f nachx : d09 _ fqx) := lim fxr x) T(x) :
dx x! 0 X
Geometrisch bedeudet diese ®re die Steigung der Funktionf (x) am Ort x, siehe Abb. 2.5.
Die dazugetrende Gerade ist die lineare &herung der Funktion in der mheren Umgebung

von X.

(2.16)

Abbildung 2.5: Die Ableitung der Funktion f (x) nach x, geometrisch veranschaulicht.

Wir berechnen mit Hilfe des Di erentialquotienten die Ableitung vonf (x) = 1=2x2 zu

Ix+ x)?2 2 X X+ 3( x)?

— . . — . l — .
fqx) = |I)r(T!]0 - = |IH]O > = |I)I;T!10X+ L x=x: (2.17)
Im folgenden sind einige Ableitungsbeispiele gegebdn R):
f(x) = xX*! f9%x)= kx* 1! (2.18)
f(x) = %xz I f9qx) = x (2.19)
1 1
= 1 =
f (x) v f qx) v (2.20)
f(x) = cosx! fYx)= sinx (2.21)
f(x) = sinx! fYx)=cosx (2.22)

f (x) el fqx)= e (2.23)
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Die Ableitung einer Funktion f nach der Zeitt wird im allgemeinen mit einem Punkt
bezeichnet, also

(1) = m IiLnOf t+ v O, (2.24)
Es gelten folgende Regeln:
Summenregel: d—o)l([f (x)+ g(x¥)] = f4x) + gy{x) (2.25)
Produktregel: d—o)l([f (x) g(¥)] = FA¥)g(x) + f (x)g4x) (2.26)
Quotenteveger: - S100 - 10500 { x50 22

Die Summen- und Produktregel lassen sich leicht mit Hilfe des Di ereratiquotienten zeigen:

fx+ x)+gx+ x) f(x) 9(x)

—[f X)+ g(x)] = I|m » (2.28)
- |im0f(X+ X))( e, |i£pog(x+ Xi 9 _ o)+ gdx)
' | (2.29)
und
d _ o fx+ x)glx+ x) F(x)g(x)
&[f ()g(x)] = lim X (2.30)
s T %) T+ X)
x! 0 X X
| 2 )
_ |i.xnp0f (x+ X)z PO g+ %)+ im f () X7 Xi 9% (53
=f L)a(x) + f (x)g¥x) (2.32)

Wichtig ist noch die Kettenregel, die anwendbar istefr die Ableitung einer Funktion, die
eine Funktion der Funktion der Variablen ist, nach der abgeleitet welen soll:

d (9) dg(x)
dg dx

Kettenregel: —[f (a(x)] = (2.33)

Integration

Ausgangspunkt der Integration ist die Fhchenberechnung dargestellt in Abb. 2.6.#F dx°!
0 konvergieren die Ober- und Untersumme gegeneinander und éee den Fhchempinhalt
zwischenx®Achse und der Funktionf (x%. Das Summenzeichen wird zum Integral und
die resultierende FunktionF (x) ist gegeben durch
Z X Z X
F(x) = f(x9dx°= dx% (x9: (2.34)
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Der Hauptsatz der Di erential- und Integralrechnung besagt, dss die Integration die Um-
kehroperation der Di erentiation ist. Demnach wird zu einer Funktion f (x) die (Stamm-)-
Funktion F(x) gesucht, so dass
dF(x)
= f(x): 2.35
dx (x) (2.35)
Die Stammfunktion ist o enbar bis auf eine KonstanteC xiert, welche bei der Wahl von fe-
sten Integrationsgrenzen (z.B. vom bis x in Abb. 2.6) entfallt. Die Stammfunktion berechnet

Abbildung 2.6: Flachenberechnung durch Ober- und Untersumme.

sich gena
F(x) = Xf (x9 dx°: (2.36)
Beispiele &ir Stammfunktionen sind
f(x)=sinx ! F(xX)= cosx (2.37)
fx)=e* | F(x)= %e""x : (2.38)

Es wird zwischen der bestimmten Integration mit und der unbestimnein Integration ohne
feste Integrationsgrenzen unterschieden. Letzteres entght der Suche nach der Stamm-
funktion F(x), ersteres hingegen
Zy
f(x)dx= F(x)2=F(b F(a): (2.39)
a
Im folgenden werden wichtige hilfreiche Rechenregelarfdie Integration gegeben:
Partielle Integration: Sie lsst sich mit Hilfe der Produktregel der Di erentiation leicht nach-
weisen. Es gilt:
Zy Zy
f (x)g¥x)dx f ()9(x)is f ) g(x)dx
a a Z b
f(bg(d f(a)g(a) fO)g(x)dx : (2.40)

a

Wir betrachten das folgende Beispiel,

Z b b
N o WS W W

f(x) g%x) f(x) 9(x) fox) g(x)
be ae® €P=€b 1) (a 1): (2.41)
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Substitutionsregel Es gilt
Z Z

g2 X

f(g)dg= f (9(x))g{x)dx (2.42)
g1 X1
Wir betrachten als Beispiel die Berechnung des Integrals
Z p-
2x cosx2dXx : (2.43)

Es wird die Variable g = x? ersetzt. Es istdg = gYx)dx = 2xdx. Die Ersetzung der
Integrationsgrenzen ergibtg; = x2 = und g, = x3 =4 . Somit haben wir
Z p- z,
2x cosx2dx = cosg dg=sin gj* =sin4 sin =0 0=0: (2.44)

Ein anderes Beispiel:

Z
b xdx

T (2.45)

a

Wir setzeng = x2 + 1. Damit ist dg = gqx)dx = 2xdx. Die Integrationsgrenzen werden
=1+ a?und g =1+ I?, so dass wir bekommen

2 1vv 1dg 1. . 1 1+
== Ingii%=>In ;
w2 29 2 TWE 27142

(2.46)

2.2 Bahnkurve, Geschwindigkeit und Beschleunigung

Wir betrachten in der Kinematik die Bewegung von Massepunkten mitieer zu vernach-
lassigenden &umlichen Ausdehnung. Ein Beispiel hiesfr ist die Bewegung der Erde um die
Sonne, bei der die Erde als Massepunkt ohne Ausdehnung bettatiwird, in welchem die
gesamte Masse der Erde konzentriert ist. Da wir die Erde als Massejt betrachten, wird
jegliche innere Dynamik wie z.B. die Rotation der Erde um sich selbst vexchlassigt.

Bahnkurve:Die Position des Massepunktes wird vollandig durch den Ortsvektor

0O 1
X

¥ = @yA:x-Q(+y-g,+ZQ (247)
Y4

beschrieben. Bewegt sich der Massepunkt in Raum und Zeit, so bild#ie zeitliche Abfolge
seiner Aufenthaltspunkte eine Bahnkurve. Diese wird auch aBajektorie bezeichnet, siehe
Abben. 2.7, 2.8, 2.9. Sie ist de niert durch

0 1
x(t)
Ht)= @y(t) A = x()e + y(t)g + z(t)e, (2.48)
z(t)

Die hier eingetihrte Zeit t ist ein Parameter, der den Bewegungsablauf charakterisiert. Be-
achten Sie, dass in Glg. (2.48) nur die Komponentexiy;z der Trajektorie zeitabhangig,

1Die Stammfunktion von 1=x ist In x. Ferner werden wir verwenden, dass e Ind = In( c=0) ist.
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Abbildung 2.7: Die Trajektorie der Bewegung eines MassepunktesnziZeitpunkt t.

Abbildung 2.8: Trajektorie: Wassertropfen.

Abbildung 2.9: Trajektorie: Tennisball.

also zeitlich vermnderlich, sind, die Einheitsvekorten aber zeitunangig sind.

Geschwindigkeit:Die Geschwindigkeitv(t) eines Massepunktes ist de niert als die di e-
rentielle zeitliche Anderung des Ortes des Massepunktes,

M(t) = % = #t) = IiLnof(t i ti Q) :

Der Geschwindigkeitsvektory(t) ist tangential zur Bahnkurve, siehe Abb. 2.10. In kartesi-

(2.49)
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Abbildung 2.10: Der Ortsvekor zum Zeitpunktt ist +(t) und zum Zeitpunkt t + t ist er
++ +¥,sodassHt+ t) #t)= ~*

schen Koordinaten ist die Geschwindigkeit durch die individuellen Gesemdigkeiten der
einzelnen Komponenten gegeben (da die Einheitsvekoren ja zeitlianktant sind),

Ht) = x()& + y(t)g + z(t)& (2.50)

BeschleunigungDie Beschleunigunga(t) des Massepunktes ist de niert als die di erenti-
elle zeitlicheAnderung der Geschwindigkeit des Massepunktes. Sie ergibt siclm#icaus der
zweiten Ableitung der Bahnkurve nach der Zeit,

d(t) _ D) _ ME+ 1) 1)
" :

A= - =)= o = Ht) = lim

Beispiel: Bewegung mit konstanter Beschleunigung
Wir betrachten die Bewegung eines Massepunktes mit konstantee&hleunigunga(t) = a=
const: Damit ergibt sich seine Geschwindigkeit zu

(2.51)

YA t
¥t) w0)=  atY)dt®= at: (2.52)
0
Damit ist
¥(t) = at+ w(0) : (2.53)

Und wir erhalten somit
Z t

1) #0)

»(t9 dt®= %atz + %(0)t; also
0

%—atz + %(0)t + +(0) : (2.54)

1)
Die Beschleunigung nde in negativerz-Richung statt, also
a= ag: (2.55)
Die Anfangsgeschwindigkeit zum Zeitpunkt = O sei gegeben durch
¥(0) = we + Vv, & : (2.56)
Ferner sei der Ortsvektor zum Zeitpunkit = 0

#0)=0 : (2.57)



Kinematik 17

Damit ergibt sich der Ortsvektor zu

0 1 0 1
x(t) Vy t
Ht)= @yt) A= Q@ o A (2.58)
z(t) zat? + v,t

Gesucht ist die Bahnkurvez als Funktion der Positionx, alsoz = z(x). Wir ersetzen hierkr

X

t= —
Vx

; (2.59)
so dass

= ——=X“+ —=Xx: 2.60
S TV-I RV (2.60)

Es handelt sich um eine Parabel.

2.3 Koordinatensysteme

Wir haben bisher kartesische Koordinatensysteme betrachtet, imelchen die Koordinatenli-
nien Geraden sind, die durch feste - zeitlich konstante - Basisvekto de niert sind. Es ist
allerdings hau g hilfreich, die Bewegung eines Massepunktes in einem anderendfdinaten-
system zu beschreiben, in dem die mathematische Beschreibung Bewegung angepasst.
Damit wird die Beschreibung des Problems und auch seinetung einfacher. Beim &sen von
Aufgaben sollten Sie sich daher z#ethst Gedanken dasber machen, welche Koordinaten
Sie geschickterweise verwenden.

2.3.1 Nat wrliche Koordinaten

Naterliche Koordinaten bilden ein lokales Koordinatensystem, das an dieaBnkurve des
Massepunktes angepasst ist. Man nennt dies auch ein begleiten@@gibein, da sich die
Orientierung des Koordinatensystems als Funktion der Bahnkunendert und immer relativ
zu ihr orientiert ist.

Wir betrachten zunachst die Geschwindigkeit. Sie ist tangential zur Bahnkurve gericit
Der Tangenteneinheitsvektor-(t) is damit durch die Richtung der Geschwindigkeit de niert.
Da die Geschwindigkeit in (Betrag und) Richtung von der Zeit abangt, hangt auch der
Tangenteneinheitslvektor von der Zeit ab. Somit haben wir

w(t) = v(t) ~(t) : (2.61)
Der Tangenteneinheitsvektor hat die lBnge 1, also
~0j*=1": (2.62)

Wir fuhren nun die Bogerdinge der Bahnkurves, ein. Es ist die vom Massenpunkt zwi-
schen den Zeiterip und t zureickgelegte Strecke. Bei ihr handelt es sich um einen Skalar. Sie
berechnet sich gem

yA t yA t
s=g(t) = ds(t% = jd#(t9j : (2.63)

to to
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s ist eine monoton wachsende Funktion und kann eindeutig na¢haufgebst werden, also
t=t(s): (2.64)

Wir verwenden nuns zur Parametrisierung der Bahnkurve,

#t) | H(s) = r(9) : (2.65)
Da

ds= jdxt)j und also 3—? - Jd:;(tt” = v (2.66)
haben wir

d(s) _ dft) dt eue ¥ _ ¥ey (2.67)

ds  dt ds v v
Die Beschleunigung, ausgeslickt durch den Tangenteneinheitsvektor, ergibt sich zu

dv(t) sy d dv(t) d~(t) .

&(t) = ar It (v(t)~(t)) = T~(t) + V(UT : (2.68)

Im letzten Schritt wurde die Produktregel angewandt. Um diesesrgebnis weiter zu analy-
sieren, betrachten wirj~(t)j> = ~(t)~(t) = 1. Daraus ergibt sich #ir die zeitliche Ableitung
(die Ableitung einer Konstanten ist 0)

d___d o d~(t)
at =97 g O-MI=2~() =~

wobei im letzten Schritt die Kettenregel verwendet wurde. Gleiclng (2.69) zeigt, dass das
Skalarprodukt der beiden Vektoren-(t) und d~(t)=dt verschwindet. Das bedeutet, dass die
beiden Vektoren senkrecht aufeinander stehen (siehe Glg. (2,9))

d~(t)
~(1) 7~ (2.70)

Merke: Die Ableitung eines Einheitsvektors nach einer @®re, von der er abhangt, steht
immer senkrecht zum Vektor selbst.

(2.69)

Wir de nieren die Richtung der zeitlichen Ableitung des Tangenteneingitsvektors als den
Hauptnormaleneinheitsvektom(t), also

d~(t)

gt K+ : (2.71)
Der Hauptnormaleneinheitsvektor ist ebenfalls auf 1 normiert, also
jAt)jic=1: (2.72)
Damit haben wir
d;(tt) = ¢(t) A(t) (2.73)

Wir wollen untersuchen, was die Go e c(t) angibt. Aus der Abb. 2.11 lesen wir ab, dass
die Anderung deseberstrichenen Winkelelementsl (t) im Grenzfall eines vernactdssigbar
kleinen Zeitintervalls t gegeben ist durch
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Abbildung 2.11: Das Winkelelemend (t).

jdr(t)j _ jd~(0)j _
R({)  j~(1)]
wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass der Tangentendieitsvektor die Norm 1
hat. Nun ist aber der Tangens eines Winkelsuf kleine Winkel etwa gleich dem Winkel
selbst (Taylorentwicklung!), also

tan(d (t)) = ja~(t)j ; (2.74)

tan(d (t)) d (t) fur d (t) 1: (2.75)
Somit haben wir
jae(t)j . :
d (t) = JRf((tt))J = jd~(t)] : (2.76)

Bei R(t) handelt es sich um den Kemmungsradius der Kurve. Er entspricht dem Radius
des Kreises, der in aherer Umgebung des betrachteten Punktes die Bahnkurve airert.
Damit erhalten wir fer die Langec(t) (beachte, der Hauptnormaleneinheitsvektor hat die
Norm 1)

jad~(t)j _ jd(t)] _ jau(t)j _ v(t)

t) = = = = : 2.77
W= =& “Rmat_ RO - RO (2.77)
Damit erhalten wir fer die Beschleunigung mit Hilfe des Tangenteneinheitsvektors und gle

Hauptnormaleneinheitsvektors

d 2

Der erste Term beschreibt die tangentiale Beschleunigung, und deweite beschreibt die
radiale Beschleunigung. Die Gy e R, die den Krammungsradius der Bahnkurve beschreibt,
ist fer eine geradlinige Bewegung unendlich. Die durefft) und a(t) aufgespannte Ebene wird
als Schmiegungseberger Bahnkurve bezeichnet. Der Beschleunigungsvektor liegt immier
der Schmiegungsebene.

Als dritter Vektor wird der Binormaleneinheitsvektorft) eingekihrt. Er steht senkrecht
auf der Schmiegungsebene und ist de niert durch

B(t) = ~(t) n(t) : (2.79)

Aat) = a+ & (2.78)
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Der Vektor ist ebenfalls auf 1 normiert, alsgi(t)j?> = 1. Er beschreibt Bewegungen aus der
Ebene heraus. In der Mechanik wird er i.a. nicht weiter bextigt.

Koordinatensysteme als solche sind nicht xiert. So wird ein Punkt im BRum, wenn er re-
lativ zu verschiedenen Bezugsspunkten bestimmt wird, durch umszhiedliche Koordinaten
beschrieben, vgl. Abb. 2.2. Dort gehen die Koordinatensystemerdl Translation auseinan-
der hervor. Und so erlalt man +° im Bezugssystem mit Ursprungd® aus+ einfach durch den
Translationsvektor B, der die beiden Urspange miteinander verbindet,

=t B (2.80)

Koordinatensysteme lbnnen aber auch gegeneinander rotiert werden. Bezugspunkos \Ko-
ordinatensystemen knnen sich auch als Funktion der Zeiandern. Sie lennen eine von null
verschiedene Relativgeschwindigkeit zueinander hab&@ft ist es hilfreich, Koordinaten von
einem Koordinatensystem in ein anderes aberfuhren. Vom mathematischen Gesichtspunkt
aus werden hiendir die entsprechenden Vektoren, die die Koordinaten enthalten,itppassen-
den Matrizen multipliziert, die eindeutig die Punkte eines Koordinatenstems in ein anderes
eiberfeihren. Im folgenden soll eine kleine Eimhrung in die Matrizen gegeben werden, bevor
wir wieder zu den Koordinatensystemen zueickkehren.

2.3.2 Matrizen

De nition: Einen m groe Matrix A 2 R" ™ ist gegeben durch
0 1

a1 Aim
A= . K (2.81)
an1 Anm

Die Eintragea; der Matrix sind reell, a; 2 R. Einzelne Elemente der Matrix werden durch
(A)j =& ; miti=1;:5n;)=1:m; (2.82)

bezeichnet.
Spezielle Matrizen:

(1) Eine Matrix mit gleicher Zeilen- und Spaltenanzahl hei tquadratischeMatrix.
(i) Eine Matrix mit nur einer Spalte, alsom = 1, ist ein Spaltenvektor
(iii ) Eine Matrix mit nur einer Zeile, alson =1, ist ein Zeilenvektor
Rechenregeln:

(i) Bei der Multiplikation einer Matrix mit einer skalaren Gree 2 R wir jedes einzelne
Element der Matrix mit dieser skalaren Ge e multipliziert, also

(A)j = aj: (2.83)

2Ein Beispiel ist ein Koordinatensystem, das in einem fahrenden Zug jert ist, in Bezug zum Koordina-
tensystem, des Abfahrtsbahnhofs.
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(i) Bei der Addition zweiter Matrizen, die gleich gro sind,A;B 2 R" ™, werden die
jeweiligen Matrixelemente addiert, also

(A+B)j =& + b =(A); +(B)j : (2.84)

Matrizen unterschiedlicher Gp e kennen nicht addiert werden.

(iii ) Die Multiplikation zweiter Matrizen der Gree A 2 R"™ ™ und B 2 R™ ¥ ergibt eine
Matrix C der GresseC = A B 2 R" k. Um die Eintrage A B); zu berechnen, wird
der i-te Zeilenvektor von A mit dem j-ten Spaltenvektor von B multipliziert. Man
berechnet also

X0
(A B)j = ai by : (2.85)
=1
Man schreibt
0 1 0 1
ann Aim by Dy
c=AB=B: . kKB . :K: (2.86)
an1 Anm b1 (o
Bemerkungen:

Beim Matrixprodukt A B 2 R" K lassen sich die Argumente nicht vertauschen,
au er in dem speziellen Fallk = n.

Fur das ProduktA B2 R" "gilt A B6 B A.

Fur den Fall, dassA 2 R ™ ein Zeilenvektor undB 2 R™ ! ist, ist das Matrix-
produkt A B eine skalare Go e und B A 2 R™ ™ eine quadratische Matrix.

Das Produkt einer Matrix A 2 R" ™ mit einem Vektorb2 R™ ergibt einen Vektor
der Langen, A B2 R". Die Elemente dieses Vektors berechnen sich gem

xn
(A Bi= ab: (2.87)
=1
Beispiele:
01 10
A = 10 ¢ B= 4 1 (2.88)
0 1 0 1
AB = 1 o = BA= 10 (2.89)

(iv) Determinante einer Matrix: Die Determinante einer Matrix der G® e n  n ist rekursiv
de niert. Wir beschranken uns hier auf Matrizen der Go e n = 2 und m = 3. Somit
haben wir
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n = 2: Die Determinante der Matrix

A= G 8w (2.90)
dp1 ax

berechnet sich gem
detA = ]A] = diidyy QAppdog - (291)

Es ist die Di erenz des Produktes der Eintage der Diagonalen und des Produktes
der Eintrage der Gegendiagonalen.

n=3: Doie Determinantelder Matrix

dij; A a3
A= @ dp; dpp dp3 A (292)
ds; dg2 ds3

berechnet sich gem
detA = aji(axpass @x3832) aiz(azidzs  @pzdz1) + ars(azidzy  @x0831)(2.93)

Sie berechnet sich folgenderma en: ®hlen Sie eine beliebige Zeile oder Spalte
aus. Zum Beispiel die erste Zeile. Dann bildet sich die Determinante, & sie
das Elementa;; mit der Determinante der 2 2 Submatrix multiplizieren, die
sich durch Streichen der ersten Zeile und ersten Spalte der 3 Matrix ergibt.
Berechnen Sie die Multiplikation vona;, mit der Determinante der 2 2 Sub-
matrix, die sich durch Streichen der ersten Zeile und zweiten Spalterd3 3
Matrix ergibt. Berechnen Sie die Multiplikation von a;3 mit der Determinante
der 2 2 Submatrix, die sich durch Streichen der ersten Zeile und dritten Sjte
der 3 3 Matrix ergibt. Diese drei so berechneten Termei§en Sie durch Addition
oder Subtraktion zusammen. Hier muss der zweite berechnete ifesubtrahiert,
die beiden anderen addiert werden. Das Vorzeichen ergibt sich faiderma en:
Betrachten Sie das Element; , das Sie mit der Derminante multiplizieren. Das
Vorzeichen ergibt sich aus (1) *1. Also haben wir #ir a;; dann ( 1) = +1, f wr
a;p dann ( 1)*? = 1 und fur a;3 dann ( 1)'*® = +1. Genausogut hatten Sie
jede beliebige andere (als der ersten Zeile) Zeile oder Spalehien kennen. Sie
nehmen dann hier jeweils die Eintge und multiplizieren Sie mit der jeweiligen
Subdeterminante der 2 2 Matrix, die sich durch Streichen der entsprechenden
Zeile und Spalte aus der 3 3 Matrix ergibt. Die Vorzeichen der zu summierenden
Terme ermitteln Sie wie oben beschrieben. (Auf diese Weisenkien Siesbrigens
die Determinante jeder beliebigem m Matrix berechnen, indem Sie die Be-
rechnung sukzessive auf die Berechnung der entsprechendebd&terminanten
zureckfehren.)

Beispiel:
0 1
01 2
det(A) = det@3 4 5A= 1(38 5 6)+2(3 7 4 6)
6 7 8
= 1(6)+2 ( 3)=0: (2.94)
Bemerkungen:

det(A B)=det(A) det(B)
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Falls det(A) =0 ! mindestens eine Zeile (Spalte) ist Linearkombination der
anderen Zeilen (Spalten).

(v) Die Eintrage der transponierten Matrix bestimmen sich gem

(AT = (A); (2.95)
Beispiel:
0 1 0 1
012 0 36
A=@3 4 5A;: AT=@1 4 7A : (2.96)
6 7 8 258

Weitere spezielle Matrizen:

A 2 R" " ist eine Diagonalmatrix, fallsa; =0 furi 6 j, also z. B. fir n = 3,

0 1
a1 O 0

A=@ 0 a, 0A (2.97)
0 0 as3

Eine Diagonalmatrix, fer die die Diagonalelemente 1 sind, hei Einheitsmatrix, also

z.B. fer n = 3,
0 1
100
1=@0 1 0A (2.98)
001

Das Produkt einer Matrix mit einer Einheitsmatrix ist wieder eine Matrix Es gilt

1 A=A 1=A: (2.99)

Die Matrix B ist das Inverse der MatrixA 2 R" ", fallsB A = A B = 1. Man
schreibt

B=A1: (2.100)

Es haben allerdings nicht alle Matrizen eine Inverse, sondern nur dwdg fer die detA 6
0. Matrizen mit verschwindender Determinante hei ersingular.
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Abbildung 2.12: Die Drehung zweier Koordinatensysteme gegeneidan um den Winkel .

2.3.3 Drehungen

Im Folgenden werden wir eine konkrete Anwendung von Matrizen digkeren, und zwar im
Zusammenhang mit dem Wechsel zwischen verschiedenen Koordemstystemen. Dies ist ein
hau g angewandtes Mittel, um Probleme in einem angepassten Koorditensystem neglichst
einfach zu beschreiben. Wir betrachten hiewf die Drehung eines Koordinatensystems, in
dem ein Massepunkt durch den Ortsvektor, beschrieben wird. Seine Ortskoordinaten sollen
in den zwei verschiedenen Koordinatensystemen ausgstkt werden.

(1) 2-dimensionaler Fall:

Wir betrachten zur Vereinfachung zumchst den zweidimensionalen Fall und erweitern aper
auf den dreidimensionalen Fall. Zur Herleitung der Beziehungen sieh®A 2.12. Im unge-
drehten Koordinatensystem wird die Position vorP beschrieben durch

= P (2.101)
Yp



Kinematik 25

Die Koordinaten des Ortsvektors
0
f= P (2.102)
Yp
von P im gedrehten Koordinatensystem lassen sich durch die Koordinates und yp aus-
drecken. Aus der Abbildung lesen wir ab:

x% = XpcCos + ypsin (2.103)

yS = ypcCOS XpsSin : (2.104)
Au esen nachxp und yp liefert

Xxp = x3cos ySsin (2.105)

Yo = ydcos + x3sin : (2.106)

Dargestellt in den Einheitsvektoren des ungedrehten (gedrehdeiloordinatensystems haben
wir (siehe Abb. 2.13)

. . 0 0
fp = Xp& + Yp§ = Xp Fcos ex{;sm ey; +y3 fcos ey{z sin exg = Xp& + ypg 1 (2.107)

0 0

< g

Abbildung 2.13: Die Einheitsvektoren der gedrehten Koordinatensteme.

Kompakte SchreibweiseDie neuen Koordinaten lennen wir kompakt als Funktion der ur-
sprenglichen Koordinaten ausdacken. Aus den Glgen. (2.103) und (2.104) lesen wir ab

0 -
XS ) cog sin Xp : (2.108)
Yp sin  cos Yp
Wir haben also
cos sin

0 — . H — .
= Ofp; mit O= sin  cos : (2.109)

Wir wollen nun die Frage untersuchen, welche Eigenschaften die MitrO haben muss,
damit sie eine Drehung beschreibt:
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a) Drehmatrizen neissen quadratisch sein.
b) Die Matrixelemente sind reell.

c) Die Determinante einer Drehmatrix ist 1, also de© = 1. Das bedeutet, dass die Dre-
hung eines Vektors weder eine Verhgerung noch Stauchung des Vektors verursacht.
Es gilt j¥oj = j»j. O ensichtlich wollen wir den Vektor nur drehen, aber nicht seine
Lange veandern.

d) Alle Zeilen und Spalten nussen die lange eins haben.

e) Alle Zeilen nmussen orthogonal zueinander sein. Alle Spaltenussen orthogonal zuein-
ander sein. Das Skalarprodukt der entsprechenden Vektorenrsehwindet also.

f) Fur die transponierte Matrix

cos sin

o' = . (2.110)
sin cos
muss gelten
o'0=1: (2.111)

Matrizen mit den Eigenschaften c)-f) nennt manorthonormal. Mit f) k ennen wir leicht
beweisen, dass

%] = jO% = g : (2.112)
Denr?
X717 = j0%° = (09T (0% = x' PL@x = jx°: (2.113)
=1

Bemerkung: Fehren wir 2 Drehungen aus, zuerst um den Winkel und dann um den
Winkel , so erhalten wir

0
S Y (2.114)
Yp Yp Yp
mit
00 _ 0 0 .
Xp = XpCOS + Yypsin
= (Xpcos +ypsin )cos +(ypCOS XpSin )sin
= Xp Fcos cos iz sin sin ?+yp fsin cos {'-ZCOS sin ? : (2.115)
=cos( + ) =sin( + )
Analog ergibt sich
y°p°= ypcoS( + ) Xpsin( + ): (2.116)

3Hier verwenden wir: (i) Das Produkt zweier Vektoren-a und B lasst sich schreiben al@' b. (i) (Ax)"T =
%" AT . Ebenso gilt (A B)T = BT AT.(A;B sind Matrizen.)
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Das hei t, wir haben insgesamt eine Drehung um den Winkel & ).

(I1) 3-dimensionaler Fall:

Die Drehung eines Koordinatensystems im dreidimensionalen Raum a&iten wir durch suk-
zessives Anwenden einer Drehung um jeweils eine Koordinatenacliie individuellen Dreh-
matrizen fur die jeweilige Koordinate sind gegeben durch,

0
1 0 0

Drehung umx-Achse um Winkel  : Oy = @o cos, sin , A (2.117)
0 0 Sin y COS L

cosy 0 siny
Drehung umy-Achse um Winkel ,: 0,=@ 0 1 0o A (2.118)
siny 0 cosy
cos, sin, O
Drehung um z-Achse um Winkel ,: 0O,= @ sin, cos, 0A (2.119)
0 0 1

(2.120)

Damit lasst sich eine Rotation im 3-dimensionalen Raum ausahken als

O = 8x( x)oy( y)oz( z) 1
COS y COS , Ccos y sin , sin
= @ cos,sin ,+sin ,sin yCOS ;  COS 4 COS ; +Sin sin ysin , sinxcosyA
sin x sin , +cos sin ycos , Sin x COS ; +COS 4 Sin ysSin , COS 4 COS y
(2.121)

Achtung! Die Drehung in drei Dimensionen ist im Allgemeinen nicht vertaschbar. Die Rei-
henfolge der Anwendung der Drehmatrizen ist wichtig!

Euler Winkel: Wir geben hier auch noch der Vollsindigkeit halber die Euler-Winkel an,
durch die sich jede beliebige Drehung darstellemdst. Die Eulerwinkel’; ; sind folgen-
derma en de niert (siehe Abb. 2.14):

1. Drehung um diez-Achse um den Winkel' .

2. Drehung um diex-Achse um den Winkel .

3. Drehung um diez-Achse um den Winkel .
Die Drehmatrix ist damit gegeben durch

O = 0z( )O«()O("): (2.122)

2.3.4 Polarkoordinaten, Zylinderkoordinaten

Bisher haben wir Punkte im Raum durch kartesische Koordinaten besrieben, indem wir die
drei Werte fer X, y und z angegeben haben. Das kartesische Koordinatensystem ist abiehn
immer unbedingt die geeignete Wahl, um ein bestimmtes Problem zu blessiben und/oder
zu lesen. Ein Beispiel sind Bewegungen auf Kreisbahnen. lhre Besdbhweg wird durch Koor-
dinaten vereinfacht, die der Bewegung angepasst sind. In dieseall Bind das dieZylinderko-
ordinatenim 3-dimensionalen Raum und di€olarkoordinatenim 2-dimensionalen Raum. Sie
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Abbildung 2.14: Die De nition der Euler Winkel.

stellen die einfachsten Beispielef krummlinige Koordinatensysteme dar. In krummlinigen
Koordinatensystemenandern die Koordinatenlinien ihre Richtung, so dass die Einheitsvek-
toren ortsabhangig werden. Man spricht von orthogonalen krummlinigen Koordinan, wenn
die Koordinatenlinien senkrecht aufeinander stehen. Dies ist beid&ylinderkoordinaten
(Polarkoordinaten im 2-dimensionalen) und den Kugelkoordinaten dé-all.

Im Fall von Zylinderkoordinaten wird ein Punkt statt mit den kartesischen Koordinaten
(x;y;z) durch die Zylinderkoordinaten ;  und z beschrieben. Polarkoordinaten sind dann
der vereinfachte Fall von Zylinderkoordinaten, in denen die drittedie z-Koordinate, nicht
auftritt. Damit werden also 2-dimensionale Probleme beschrieben, denen die 3. Dimension
keine Rolle spielt.

Zur De nition der Zylinderkoordinaten siehe Abb. 2.15. Daraus lesewir den Zusammen-
hang zwischen kartesischen und Zylinderkoordinaten ab:

X =  cO0Ss (2.123)

= sin (2.124)

z = z; (2.125)
mit Ound 0 < 2 .Damitist jeder Punkt ¥ im Raum eindeutig gegeben durch

f= CcOosey+ siney,+zg: (2.126)
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Abbildung 2.15: Die Zylinderkoordinaten.

Die Zylinderkoordinaten ausgeduckt durch die kartesischen Koordinaten lauten

= g X2+ y2 (2.127)
_ arccos* wenny O (2.128)
2 arccos* wenny<20 '
z = z: (2.129)

Mathematischer Einschub - Partielle Ableitung:Wir betrachten eine Funktion f, die von
mehreren Variablenx;, i = 1;:::;n, abhangt, alsof = f (x1;:::; X,). Unter partieller Ableitung
vonf nachx; versteht man die Ableitung vonf nach der Variablenx;, wahrend alle anderen
Variablen x; 6 Xx; festgehalten werden. Die Notation hiesfr ist @f=@x Falls f nach x;
partiell di erenzierbar ist, so ergibt sich die partielle Ableitung nachx; aus

f (X X+ X Xieas i Xn)  F(Xe i X Xien s 2 %) @F

lim — 2.130

xi! 0 Xj @x ( )
Man ndet auch folgende Notationen,

@f

= -@f =f, 2.131

@X @I Xj ( )

Die partiellen Ableitungen sind wiederum Funktionen vorx; und kennen weiter di erenziert
werden. So erklt man hehere partielle Ableitungen, also z.B.

@ _ @ et @ _ @ ef . (2.132)

@x@x @x @x @x@x @x @x

Die totale Ableitung einer Funktion von mehreren Variablen wird hingegn mit d bezeichtet,
alsod . Sie ist gegeben durch

o ——dx; 2.133
™ (2.133)

i=1
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Wir betrachten als Beispiel die Funktionf = f (x(t);y(t); z(t);t). Die Funktion f hangt so-
wohl explizit von der Zeitt ab als auch implizituber x;y; z. Die Ableitung der Funktion f
nach der Zeit,df=dt, ergibt sich somit durch Anwendung der Kettenregel, dx;y;z selbst
Funktionen der Zeit sind. Die Kettenregel muss hier aber mehrdimsional angewendet wer-
den, daf eine Funktion von den Variablenx;y;z ist. Ferner muss die explizite Ableitung
nacht gebildet werden. Somit erhalten wir

d _ @fdx  @fdy @fdz @f
dt @xdt @yt @zt @t

Bei der partiellen Ableitung @f=@mach der Zeit wird nur die explizite Ablangigkeit der
Funktion f vont berecksichtigt, und alle anderen Variablen werden konstant gehalteiie
totale Ableitung df=dt bereicksichtigt auch die indirekte Ablangigkeit vont, die z.B. dadurch
zustande kommt, dasselngs der Bahnbewegung die Ortskoordinaten von der Zeit adningen.
- Ende mathematischer Einschub.

(2.134)

Die Lange eines Vektors in Zylinderkoordinaten ist gegeben durch

P
jf = 2+ 72 (2.135)
Mit
dx = d cos sind (2.136)
dy = d sin + cosd (2.137)
dz = dz (2.138)
ist das Linienelement einer Bahnkurve gegeben durch
0 1
dx
ds? = de de=(dx;dy;d2) @dy A = dx®+ dy?’+ dz®=d 2+ 2d 2+ dz*: (2.139)
dz

Um die Basisvektoren zu bestimmen betrachten wir z&chst nur diex y-Ebene, Abb. 2.16.
Daraus lesen wir ab:

€ = COS €y +tsin €y (2.140)
€ sin €, +Cos €y (2.141)

Dies sind die Basisvektoren des 2-dimensionalen Polarkoordinatesteyns. Damit haben wir
die Basisvektoren des 3-dimensionalen Zylinderkoordinatensystem

0 1
cos
€ = cose,+sin e, = @sin A (2.142)
0
0 ) 1
sin
€ = sinec+cosey,= @ cos A (2.143)
0
0 1
0
€ = -ezz@OA; (2.144)

1
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Abbildung 2.16: Bestimmung der Basisvektorere und € .

Sie sind o ensichtlich alle orthogonal zueinander und auf 1 normiertna bilden also ein
Orthonormalsystem. Der Vektor€, ist konstant, die Vektorene und € hangen aber von
ab. Damit bilden die sie ein lokales Koordinatensystem.eff Ortsvektoren gilt

0 1
cos
+= @ sin A= e +ze: (2.145)
z

Allgemeine Vektorenk werden dargestellt als
R=ke+ke+Kk®e: (2.146)

Wenn ein beliebiger Vektork in kartesischen Koordinaten gegeben istk; ky; k;), so kann
er folgenderma en in die ZylinderkoordinatenK ; k ; k,) umgerechnet werden:

Kk cos k x +sin k (2.147)

k sink x +cos k (2.148)
k, = Kk;: (2.149)
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Dies kann auch in Matrixform geschrieben werden als

0 1 0 ] 10 1
k cos sin O Ky

@k A=@ sin cos 0A@k, A : (2.150)
k, 0 0 1 k,

Wie bereits gesagt sind kartesische Koordinaten ortsunaéhgig, wahrend Zylinder- oder
Polarkoordinaten orstablangig sind. Man bemtigt zu ihrer De nition einen Raumpunkt,
auf den man sich bezieht. Es kann hieaf im Prinzip jeder beliebige Bezugspunkt im Raum
verwendet werden. Vhit man ihn aber unpassend, so wird die Beschreibung der Vektoren
sehr kompliziert. Wir betrachten hiertir die Beispiele in Abb. 2.17. In §) sieht man ein
Vektorfeld*, das man besser in kartesischen Koordinaten beschreibt. Die Otierung aller
Vektoren ist hier gleich. Geschickterweise de niert man das kartsghe Koordinatensystem
so, dass z.B. dix-Achse genau in Richtung der Vektoren zeigt. Damit hat man dann kee
y-Komponente und kann die Eigenschaften des Vektorfeldes seimfach beschreiben.

Abbildung 2.17: Verschiedene Vektorfelder.

In (b) und (c) sieht man Vektorfelder, die man besser in Zylinderkoordinaten baweibt.
Wir haben einen ausgezeichneten Punkt (im Gegensatz a)), relativ zu dem das Vektorfeld
(b) ausschlie lich eine Winkelkomponente und das Vektorfeldcf ausschlie lich eine Radial-
komponente besitzt. Das Problem ist also symmetrisch zu diesem tederen Bezugspunkt.
(In (&) hingegen gibt es keinen besondern Bezugspunkt zur De nitioneglicher Zylinderko-
ordinaten.) Physikalisch kann es sich beibf um das Magnetfeld eines stromdurch ossenen
Leiters handeln und bei ¢) um die elektrischen Feldlinien einer Punktladung.

Beispiel: Geschwindigkeit in Zylinderkoordinaten:
Der Ortsvektor ist gegeben durch

= € +28= (Cosey+sin €y)+ 78 : (2.151)

4Ein Beispiel fur ein Vektorfeld ist elektrische Feld.
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Damit bekommen wir #ir die Geschwindigkeit (da = (t)und = (t))

d :
d_1t°:_e + (L sin )g + _cosey)+ zg
C et e tze: (2.152)

Kugelkoordinaten werden in den Wbungen behandelt!

2.4 Beispielaufgabe Kreisbewegung

Gegeben sei ein Massepunkt, der sich auf einer Kreisbahn mit kaarem Radiusr und
konstanter Winkelgeschwindigkeitt = _bewegt. Bestimmen Sie seine Geschwindigkeit und
Beschleunigung.

Diese Aufgabe dsst sich in Anbedracht der Bahnkurve am besten mit Polarkoorditen
losen. Mif

=t (2.153)
ist die Ba(r)mkurve gelgeben durch (dig-Komponente ist 0)

I coslt
#t)= @ rsinlt A (2.154)
0
Damit nden wir den Geschwindigkeitsvektor { = const)
Ir sinlt
v=£= @ Ir coslt A=rle : (2.155)
0
Der Betrag derpGeschwindigkeit ist
v(t) = jvj = x2(t) + yA(t) + Z2(t) = 1t (2.156)

Die Geschwindigkeit der Kreisbewegung betgt v(t) = r! (t).

Die Geschwindigkeit zeigt in Richtung des Tangenteneinheitsvektgralso immer tangential
zur Bahnkurve des entsprechenden Raumpunktes,

= v~(t) : (2.157)
Die Beschleunigun%a ist gegeben gurch
I 2r coslt I 2x(t)

2
a= dv_dr_ g I2rsinlt A=@ 12yt) A= 1%e : (2.158)
dt dt?
0 0
Damit ergibt sich der Betrag der sogenannte@entripetalbeschleunigungu
att)y=jd@ =" xe(t)+42(t)=1r ?: (2.159)

Die Beschleunigung zeigt in Richtung des negativen Ortsvektors also nach innen, zum
Mittelpunkt des Kreises. Der Massepunkt wird auf seiner Kreisbahm negativer radialer
Richtung beschleunigt, so dass die Beschleunigung demrider ins Zentrum der Kreisbahn
streben ksst®

SWir setzen den Winkel zur Zeit to = 0 gleich 0.
6Das lateinische Wort petere bedeutet streben.
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Die Beschleunigung der Kreisbewegung befgt a(t) = r! 2(t).

Die Umlaufzeit T ist die Zeit, nach welcher der Winkelbereich = 2 wberstrichen
wurde. Die Drehzahl bzw. Frequenz ist durch = 1=T de niert. Bei der gleichfoermigen
Kreisbewegung besteht also folgender Zusammenhang:

. 2 1 !
Umlaufzeit: T = + und Frequenz: = T = 2—: (2.160)

Die Winkelgeschwindigkeit! =2  wird auch Kreisfrequenz genannt. In Polarkoordinaten
ist die Bahnkurve gegeben durch

=r=const.; (t)=!({t to)+ o: (2.161)
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Die Newtonschen Axiome

Bisher haben wir dieKinematik, also die Bewegung materieller Punkte, analysiert. Wir
haben uns dabei aber nicht die Frage gestellt, was die Ursacke die Bewegung ist. Hiermit
beschaftigt sich die Dynamik. Sie untersucht dieUrsachen #ir die Bewegung eines &rpers

MassepunktJeder Kerper besteht aus Materie und hat damit eine Masse und eine geome-
trische Ausdehnung, ein Volumen. Eine einfache Beschreibung isbgtich, wenn die geome-
trische Ausdehnung des Krpers klein ist im Vergleich zu den Dimensionen, Abmessungen
und Abstanden, in denen sich der Erper bewegt. In hechster Idealisierung ist die Masse
des Kerpers in einem materiellen Punkt vereinigt. Dieser hat keineaumliche Ausdehnung
mehr. Die Modellvorstellung des materiellen Punktes oddflassepunkteschat einfachste
Verhaltnisse, da ein Massepunkt nicht rotieren kann und sich nicht venfimen kann.

Kraft: Sowohl ein Kerper als auch ein Massepunkt sind Einwirkungen von au en ausge-
setzt. Physikalisch spricht man von der Wechselwirkung zweier Sgshe. DieKraft ist die
physikalische Gw e, die die Einwirkung beschreibt, die den Bewegungszustand eirtésrpers
andert. Dabei werden korper unterschiedlicher Massen durch die gleiche Kraft unterschie
lich beschleunigt.

Im folgenden werden wir basierend auf deNewtonschen Axiomertdie Bewegung materi-
eller Kerper unter dem Ein u von Kr aften untersuchen. Newton erfa te die Wechselwirkun-
gen zwischen beschleunigendem und beschleunigtem System énadgt auf Erfahrung und
durch kehne Extrapolation und formulierte die drei Axiome zur Mechanik. Sie de nieren
die Begri e Kraft und Masse geben ihre Verkmpfung an und legen ein Ma sytem fest. Die
Newtonschen Axiome, die Newton im Jahr 1687 in seinem Buch \Philodupe Naturalis
Principa Mathematica" vere entlichte, bilden die Grundsatze der Newtonschen Mechanik.
Sie lonnen allerdings nicht deduktiv abgeleitet werden, sondern sind d&sgebnis von im
Alltag gesammelten Erfahrungen. Hierbei ist wichtig, dass alle von ilbn ableitbaren Aus-
sagen und weiteren Gesetze tibereinstimmung mit den Erfahrungen desetglichen Lebens
bleiben. Die Einkihrung von Axiomen wird gerechtfertigt durch die Begitigung von experi-
mentell mberprefbaren Vorhersagen in der Realdt.

Wahrend die Newtonschen Axiome dimakroskopische Welt der klassischen Physkakt
beschreiben, versagen sie jedoch in der mikroskopischen Welt déomAe (Quantenphysik)
und bei Geschwindigkeiten, die nicht mehr klein sind im Vergleich zur Litheschwindigkeit
c (Relativit atstheorie). Sie gelten nur unter gewissen Voraussetzungen. $iesind:

- In der Newtonschen Mechanik ist die Zeit absolut. O ensichtlich ist dr Begri der
Ruhe oder der Bewegung nicht absolut, da sie von der Wahl des Kdoratensystems

35
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abhangig sind, so dass ein &per in relativ zueinander bewegten Bezugssystemen in
Ruhe oder in Bewegung sein kann. Ein einfaches Beispiel ist der Retsein einem
Zug. Absolut jedoch in allen Koordinatensystem ist in der Newtonseim Mechanik
die Zeit. Sie ist in allen Koordinatensystemen gleich. Eine wichtige Kormgeenz der
Absolutheit der Zeit ist, dass sich Signale mit unendlich gro er Gesclimdigkeit im
Raum ubertragen lassen.

- In der Newtonschen Mechanik ist auch der Raum absolut. Der aliste Raum bezeich-
net den vom Beobachter und den darin enthaltenen Objekten undadn stattd nden-
den physikalischen Vorgngen unabl&ngigen physikalischen Raum.

- Der absolute Raum zeichnet sich dadurch aus, dass die Masse ekespers konstant
ist und insbesondere nicht von der Geschwindigkeit aBhgig ist. Die Massem eines
abgeschlossenen Systems ist ferner nicht von den Prozessen isetieSystem ablangig.
Es gilt Massenerhaltung (ausgenommen die Raketengleichung).

Diese Voraussetzungen gelten jedoch nicht in der Relatimistheorie. Diese postuliert die
Endlichkeit der Signalgeschwindigkeit. Die grtm egliche Geschwindigkeit ist die Lichtge-
schwindigkeit. Abweichungen zwischen den Vorhersagen der Reléattstheorie und der
Newtonschen Mechanik treten bei Geschwindigkeiten nahe der Ligaschwindigkeit zuta-
ge. So sind z.B. die Experimente der Hochenergiephysik (Elementlthenphysik) ohne
die Bericksichtigung relativistischer E ekte nicht erklarbar. Die Welt des Kleinsten erfor-
dert auch die Anwendung der Quantenmechanik, die sich von der N@nschen Mechanik
unterscheidet, welche annimmt, dass sowohl Ort und Impuls unelich genau bestimmbar
sind. Die Verkreipfung von Relativitatstheorie und Quantenmechanik zur Beschreibung der
Vorgange in der Elementarteilchenphysik z.B.efhrt zur Quantenfeldtheorie.

3.1 Kraft und Masse

Kraft: Die auf einen Kerper wirkende Kraft kann sowohl die Richtung als auch die 8&tke
seines Bewegungszustandesdern. Sie ist somit eine vektorielle Gre. Wir betrachten einige
Beispiele:

(i) Gravitationskraft: Die Gravitationskraft beschreibt die Kraft, die ein Kerper der Masse
m, auf einen Kerper der Massam; auibt. Sie ist gegeben durch

mimy +» *1

Fio = G- — - -
. o Fj?jr Fj

(3.1)
wobei+, (1) die Position vonm, (m,) beschreibt undG die Gravitationskontante ist,

m3
=6:67408 10 ** — 2
666080kgsz (3.2)

Die auf beide Massen wirkenden Hafte sind betragsma ig gleich gro , haben aber ein
unterschiedliches Vorzeichen, also

Fio= Fo: (3.3)
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(i)

(iii )

(iv)

(V)

Die Krafte haben immer die Richtung zum jeweils anderenéfper. Das Gravitations-
gesetz beschreibt somit immer eine anziehende Kraft. Die Gravitatiskraft ist sehr
schwach und wird erst bei gro en Massen relevant.

Coulombkraft: Sie beschreibt die Kraft zwischen zwei geladenerkern mit den La-
dungenq, und ¢ und ist gegeben durch

1 GO o
E, = _ _ - 3.4
VT4 Gjn w®lif (34)

wobei ¢ die Permittivit at im Vakuum ist,

A
o = 8:8541878176210 12 %n ; (3.5)

Das unterschiedliche Vorzeichen im Vergleich zur Gravitationskrakommt daher, dass
sich zwei Kerper mit gleichen Ladungen absto en. Die Ladung kann im Gegengatur
Masse auch negativ sein. Bei érpern mit unterschiedlichem Vorzeichen ihrer Ladung
kommt es zur Anziehung der korper. Die Coulombkraft kann somit anziehend und
absto end sein.

Lorentzkraft: Dies ist die Kraft, die auf eine bewegte Ladung in einem elektrischendin
magnetischen Feld ausgdt wird. Sie ist durch

F=qE+v B) (3.6)

gegeben, wobdij die Ladung undv die Geschwindigkeit des Teilchens sind das elek-
trische Feld undB die magnetische Induktion bezeichnet. Die Kraft wirkt in Richtung
von E und senkrecht zuv und B.

Federkraft: Die Federkraft wirkt zwischen zwei Korpern, die durch eine Feder verbunden
sind. Genma dem Hookeschen Gesetz ist sie proportional zur Auslenkung. Mitem
Proportionalit atsfaktor, der Federkonstantek, ist sie also

Fio= k(f2 1) (3.7)

Reibungskraft:Die Reibungskraft wirkt zwischen sich berhrenden Kerpern und ent-
gegen der Bewegung derétper. Sie verringert die Geschwindigkeit eineseé€pers und
lautet

F= f(vv; (3.8)

wobei f eine Funktion der Geschwindigkeitv des Kerpers ist. Bei der Stoke'schen
Reibung istf (v) eine Konstante, bei der Newton'schen Reibung igt(v) proportional
zur Geschwindigkeit.



38 Die Newtonschen Axiome

Diese Kmfte und ihre Ursachen werden im Detail in den jeweiligen Bereichenrdehysik
besprochen, in denen sie eine Rolle spielen. Hier interessiert uns diage; wie sie die Be-
wegung eines lérpers beein ussen, wenn sie auf ihn wirken. Es wird unterschiedewischen
inneren und au eren Kraften. Innere Krafte werden von den Teilchen eines Systems ge-
genseitig aufeinander aus@bt. Au ere Kr afte haben den Ursprung au erhalb des Systems.
Ein System wird alsabgeschlossebezeichnet, wenn kein@u eren Krafte vorliegen.

Au ere Kr afte rufen einKraftfeld hervor. Es wird dabei jedem Raumpunkt eine Kraft
F (+) zugeordnet. So ruft eine elektrischen Ladung beispielsweise eirk&lsches Feld hervor
oder ein schwerer lérper eine Gravitationsfeld:

Masse: Tragheit ist der Widerstand eines lrpers gegen eine Bewegureggderung. Das
Ma fur die Tragheit eines Korpers ist die tmge Masse. Die physikalische ®&re Masse hat
au er der Eigenschaft Tmgheit auch die Eigenschaft Schwere. Sowohl die auf einenrger
wirkenden als auch die von ihm verursachten Gravitationskfte sind proportional zu sei-
ner Masse. Diese doppelte Rolle der Masse (neben seinegén Masse) ist der Inhalt des
Aquivalenzprinzips Es dreickt aus, dass die schwere und diegge Masse eines épers zwei
aguivalente Gm® en sind. Experimentell lasst sich kein Unterschied nachweisen. Im Gegen-
satz zur Kraft ist die Masse eine Eigenschaft desefpers und eine skalare Gre. Sie ist
unabhangig vom Ort, an dem sich ein Krper be ndet, und in der klassischen Mechanik
auch unabhlangig vom Bewegungszustand desekpers.

3.2 Lex Prima - Das Tr agheitsgesetz

In der Formulierung von Newton lautet das erste Axiom:

Jeder K erper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichf ermig geradlinigen
Bewegung, wenn er nicht durch  au ere Kr afte gezwungen wird, seinen Zustand
zu andern.

Geradlinig heit, dass seine Bewegung auf einer Gerade statt ndeGleichfermig hei t,
dass die Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit statt ndet. Dee Aussage macht aber
nur dann Sinn, wenn es ein eindeutiges Bezugssystem gibt, in dem demBgung des Mas-
sepunktes beschrieben wird. Dies ist ein ruhendes System in dem We&wton postulierten
absoluten Raum. Zwar kann experimentell nicheberpreft werden, ob ein Bezugssystem im
absoluten Raum ruht oder nicht. Entscheidend ist aber, dass da$tulat sagt, dass ein
solches Bezugssystem existiert. Dieses Bezugssystem Wattialsystem genannt. Eine gute
Naherung #ir ein Inertialsystem ist beispielsweise ein Bezugssystem mit seinemolaina-
tenursprung in der Sonne und Achsen, die nach bestimmten Fixsten ausgerichtet sind.
Man nennt Bezugssysteme, die sich gleiemiig geradlinig zu einem Inertialsystem bewe-
gen, ebenfalls Inertialsysteme. Da die Erde relativ zum Fixsternhimehrotiert, stellt sie kein
Inertialsystem dar. Ist die Erdrotation im Vergleich zum Zeitablauf e@es Experiments ver-
nachlassigbar langsam, dann ist ein mit der Erde verbundenes Bezug$sysin sehr guter
Neherung ein Inertialsystem. Somit ist ein Laborkoordinatensysterfisr die meisten Proble-
me ausreichend. In Anbedracht dieset’lberlegungen lautet die moderne Formulierung des

INeben VektorfeldernV, die einem Vektor eine Vektorgm e zuordnen, V : +2 R31 RS2, gibt es Skalar-
felder S. Diese ordnen einer Vektorge e einen Skalar zu,S : +2 R® ! R. Ein Beispiel ist die Temperatur-
verteilung in einem Raum.



Die Newtonschen Axiome 39

ersten Newtonschen Axioms:

Es gibt Koordinatensysteme, in denen ein kr  aftefreier Massepunkt im Zustand
der Ruhe oder der geradlinig gleichf  ermigen Bewegung verharrt. Solche Systeme
hei en Inertialsysteme.

3.3 Lex Secunda - Aktionsprinzip

Aus dem ersten Gesetzénnen wir schlussfolgern, dass ein bewegter Massepunkt der Ein-
wirkung anderer Massepunkte ausgesetzt ist, dass diese alsoianfeine Kraft ausiben. Im
Rahmen der Mechanik interessiert uns die Wirkung einer Kraft, abaricht inre Ursache? In

der Formulierung Newtons lautet das zweite Newtonsche Axiom:

Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kra ft propor-
tional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden L inie, in der die Kraft
wirkt.

Newtons mathematische Formulierung umfasste bereits den Impuls
p=mv: (3.9
Modern formuliert lautet also Newtons zweites Gesetz:

Die Anderung der Bewegungsgr © e (Impuls) ist proportional zur Kraft und zeigt
in deren Richtung.

Wir haben also

_ . _dp_d _dv dm
F=p= pr a(mv) =My + Y (3.10)
Ist die Masse konstant, so ergibt sich das Newtonsche Grundgese
F = ma= m¥t): (3.11)

Ist die Masse nicht konstant, so muss Glg. (3.10) angewandt werdeEin Beispiel ist die
Berechnung der Flugbahn einer Rakete, deren Masse sich verriige/ahrend der Treibsto
verbrannt wird. Das Gesetz Glg. (3.11) gilt nicht in der relativistische Mechanik, da hier
die Masse nicht mehr konstant und eine Funktion der Geschwindigkeagt, d.h.

m= g0 . (3.12)

V2
1 =

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit undm, die Ruhemasse des Massepunktesdipers ist.

Wie bereits oben enahnt bezeichnet die tage Masse den Widerstand des Massepunktes
gegen dieAnderung seines Bewegungszustandes. lhr Wert kann dynamisicheiner Ver-
gleichsmessung mit einem Massepunkt bekannter Masse bestimmtdes. Es wird die Be-
schleunigung gemessen, wenn dieselbe Kraft auf die beiden Masskfmiwirkt. Das Mas-
senverlaltnis ergibt sich zu

= | ﬂ = J%_ZJ .
ml‘?‘l mz’%’z : m, J*lj . (313)

2Die Ursache der Kmfte wird in anderen Gebieten der Physik behandelt, etwa der Elektodynamik, der
Atom- und Elementarteilchenphysik, der Gravitationsphysik. Diese Themengebiete werden in den folgenden
Semestern behandelt.
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Die Masse kann auch aus der Bewegung eines Massepunktes im Sefield der Erde be-
stimmt werden. Es ist

F=mg; (3.14)

wobei g die Erdbeschleunigung bezeichnet. Man beobachtet im Experimerdass jeder
Kerper unabhangig von seiner sto ichen Zusammensetzung gleich schnedllif. Es gilt im
Schwerefeld der Erdeefr die Beschleunigungt, dasst = g

Schlie lich kann die Masse durch eine Waage bestimmt werden, mit derddilfe zwei
unterschiedliche Massepunkte in einen Gleichgewichtszustand gatit werden. Bei dieser
statischen Messung spielt die Egheit des Massepunktes keine Rolle, da er sich in Ruhe
be ndet. Es wird hier also die schwere Masse bestimmt.

Die Kombination von statischen und dynamischen Messungen ergilatass zwei verschie-
dene Kerper, die am selben Punkt im Raum das gleiche Gewicht besitzen, autie gleiche
trage Masse haben. Es gilt, dass schwere uneéde Masse identisch sind. Diese keineswegs
triviale Feststellung wurde in allen bisherigen Experimenten immer wied®estatigt.

3.4 Lex Tertia - das Wechselwirkungsprinzip, actio =
reactio

Schauen wir uns die Wirkung einer Kraft an, so zeigt die Erfahrung,ads von einem Masse-
punkt, der eine Kraft erfahrt, zeitgleich auch immer eine Kraftwirkung ausgeht. Die Kraft-
wirkung ist also immer wechselseitig. Diese Erkenntnis wird im dritten Ngonschen Axiom
formuliert:

Kr afte treten immer paarweise auf. bt ein K eorper 1 auf einen anderen K erper
2 eine Kraft aus (actio), so wirkt eine gleich gro e, aber ent gegen gesetzt gerich-
tete Kraft von K erper 2 auf K erper 1 (reactio).

Wenn wir mit Fy, die Kraft von Kerper 2 auf Kerper 1 bezeichnen und mit der KraffF,,;
die von Kerper 1 auf Kerper 2, so gilt also

F12 = le . (315)

Dieses Axiom, das auch unter den Namen Wechselwirkungsprinzip, ggewirkungsprinzip
oder Reaktionsprinzip bekannt ist, ist inbesondereef die Diskussion von Systemen aus
mehreren Massepunkten wichtig.

3.5 Superpositionsprinzip
In Newtons Werk wird angenommen, dass das Prinzip der ungegen Uberlagerung, auch
Unabhangigkeitsprinzip oder Superpositionsprinzip genannt, gilt. DiesesiRzip besagt:

Wirken mehrere Kr afte auf einen Massepunkt, so kann ihre Wirkung durch
vektorielle Superposition beschrieben werden.

Die Krafte andern sich hierbei nicht durch die Anwesenheit anderer Kfte. Es gilt also,
dass die resultierende KrafE gegeben ist durch

F= F: (3.16)
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Dieses Prinzip ist auch als das vierte Newtonsche Gesetz bekannt.

3.6 Mathematischer Einschub - Di erentialgleichungen

Die Anwendung des 2. Newtonschen Axiomsitirt auf Bewegungsgleichungen. Hierbei han-
delt es sich um sogenannte Di erentialgleichungen, abgeilzt DGL, zweiter Ordnung. Be-
trachten wir das folgende Beispiel: Uns interessiert die BewegungesrKerpers der Massen,
auf den eine Federkraft mit Federkonstantd& wirkt und der reibungsfrei auf einer Oberache
gleiten soll.Die Federkraft auf den Wrper ist proportional zu seiner Auslenkung, die zum
Zeitpunkt t = 0 gleich null sei. Also

F=kx(t): (3.17)
Das zweite Newtonsche Axiom besagt, dass

F = mx(t): (3.18)
Damit erhalten wir die Di erentialgleichung zweiter Ordnung

mx(t) =  kx(t) : (3.19)

Ihre Lesungx(t) beschreibt die Bewegung des étpers.

Unter einer Di erentialgleichung versteht man eine mathematische IBichung #ir eine ge-
suchte Funktion, die von einer oder mehreren Variablen akhgen kann, in der auch die
Ableitungen der Funktion vorkommen. Sie sind ein wichtiges mathemathes Werkzeug,
da viele Naturgesetze mit Hilfe von Di erentialgleichungen formuliert wrden konnen. Es
gibt verschiedene Arten von Di erentialgleichungen. Untergewehnlichen Di erential-
gleichungen versteht man solche, bei denen die gesuchte Funktion nur von eindariablen
abhangt.® Sie hat die allgemeine Form

fOGy(x);yIx): = y™M(x) =0 : (3.20)

Diese Darstellung heit implizit. Ist sie nach der mchsten vorkommenden Ableitung auf-
gebst, so heit sie explizit. Sie sieht dann folgenderma en aus

yM(x) = £ (X y(x); yAx); 5y D(x)) (3.21)

Die Ordnung der hochsten in einer DGL auftretenden Ableitung hei t dieOrdnung der DGL
Eine explizite DGL zweiter Ordnung ist z.B.

y'(x)= By(x)+10 (3.22)
oder auch
x(t) = 8x(t) 7x(t)+ t?: (3.23)

3Hangt die Funktion von mehreren Variablen ab und treten in der Gleichung partielle Ableitungen nach
mehr als einer Variablen auf, so heit sie di erentielle DGL. Wir werden diese hier nicht weiter behandeln.
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In der theoretischen Mechanik tretermblicherweise DGLs zweiter Ordnung auf.

Einelineare Di erentialgleichung ist eine DGL, in der keine Produkte von Ableitungen
auftreten und auch keine Potenzen der Funktion. Man kann sie geiben als
X1 _
yUx)+  ax)yP)+ b(x)=0: (3.24)
i=1
Bei einer linearen DGL mit konstanten Koe zienten sind die Konstanen keine Funktion
der Variablen, also hiera;(x) = const: Eine lineare DGL heit homogen wenn au erdem
b(x) = 0. Ein Beispiel fur eine homogene lineare DGL mit konstanten Koe zientenist
der freie harmonische Oszillator, den wir gder in der VL noch behandeln werden. Der
Leosungsansatfer diese Art der DGL ist der Exponentialansatz

y(x) = e* : (3.25)
Einsetzen dieses Ansatzes in die DGL
X1 _
yUx)+  ay?(x)=0 (3.26)
i=1
liefert
"ta, 1 "t+:m+a eX =0: (3.27)

Man erhalt nur dann nicht-triviale L esungen, wenn der Term in der Klammer null wird. Die
Aufgabe reduziert sich also auf die Suche nach den Nullstellen des Poims (charakteristi-
sches Polynongenannt) n-ten Grades?

"ta, 1 "1+t ay: (3.28)

Man erhalt n Lesungen ; (i = 1;:::;n). Die allgemeine ®sung der DGL ergibt sich dann zu
X0

y(x) = ce '™ (3.29)

i=1

Die unbekannten Koe zienten ¢, werden aus den Anfgangsbedingungen der Di erentialglei-
chung bestimmt. Man bemtigt also zur Lesung einer DGLn-ter Ordnung n Anfangswerte.

Aufgaben zu Di erentialgleichungen werden auf dem Wbungsblatt gegeben.

3.7 Inertialsysteme und Galilei-Transformation

Durch die Newtonschen Axiome wird die Bewegung vonefpern nur als Bewegung relativ zu
einem Bezugssystem de niert. Wird das Bezugssystem starr veln®ben, so bleibt die Art der
Bewegung gleichwertig. Dies kann bei bewegten Bezugssystemedeas sein. So edhrt ein

Massepunkt, der sich in einem Bezugssystem geradlinig und gleeshiig bewegt, in einem
rotierenden System eine Beschleunigung. Die Newtonschen Axionmedsin einem solchen
Bezugssystem nicht mehr anwendbar. Die Newtonschen Axiome smg dann sinnvoll, wenn
sie sich auf eine Klasse von Bezugssystemen bezieht, die man algiaisysteme bezeichnet.
Wir fassen zusammen:

4Diese Nullstellen sind mau g komplex-wertig.
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1. Nicht alle Koordinatensysteme sind Inertialsysteme. So sind etwatierende Systeme
keine Inertialsysteme.

2. Es gibt mindestens ein Inertialsystem, z.B. bezogen auf die Fixste. Daraus folgt,
dass es Koordinatensysteme gibt, in denen die Newtonschen Axiogedten.

Um zu klaren, wie gro die Gesamtheit aller Inertialsysteme ist, muss unteusht werden,
welche Koordinatentransformation ein Inertialsystem in ein andees Inertialsystem °
eberfehrt. Die Forderung muss sein, dass bei der Transformation keiaft auf den Mas-
sepunkt ausgebt werden darf. Mit den Ortsvektoren+ und +”in und ¢ muss also gelten

mt=0 ; mt =0: (3.30)

Damit scheidet die Rotation als negliche Transformation aus. Denn die damit einhergehende
Richungenderung der Geschwindigkeit wrde automatisch eine Beschleunigung notwendig
machen. Mpgliche Transformationen, um ein Inertialsystem in ein anderes aberfehren,
sind durch die Translation, die geradlinig-gleicldrmige Bewegung und/oder die Verdrehung
um einen festen Winkel in Raum oder Zeit gegeben. Mathematisch leedet dies

#1) = () + AF (1) ; (3.31)

wobei +y(t) die Ortstransformation neben der festen Drehung vollanhdig beschreibt. Somit
haben wir

Ht) = b))+ AY() ; HB(1)=0 ;  Fo()= wt+a; (3.32)

wobei+y und a konstant sind. Diese Forderung wird als Relativaitsprinzip der klassischen
Mechanik bzw. alsGalileisches Relativiatsprinzip bezeichnet:

Bezugssysteme, die relativ zu einem Inertialsystem eine un beschleunigte Trans-
lationsbewegung ausf ehren, sind ebenfalls Inertialsysteme und f  wr die Beschrei-
bung mechanischer Vorg ange vollkommen gleichwertig.

Die Transformation der Inertialsysteme wird als Galilei-Transformabn bezeichnet. Die
Galilei-Transformation besteht aus den folgenden Einzeltransfoationen, die miteinander
kombiniert werden lennen:

Die Verschiebung/Translation der Zeit. Dabei geht in in t%in °wuber. Also

t! t°=t+b; b= const: (3.33)
Wir benetigen zur Beschreibung dieser Translation einen Parametén) (
Die Translation im Raum beschrieben durch

£! %=+ a; -a= konst. Vektor : (3.34)

Zur Beschreibung bemtigen wir 3 Parameter, die 3 Koordinaten des Vektors.

Die Drehung mit einer orthognalen DrehmatrixA, beschrieben durch
£l £9= A L¢: (3.35)

Zur Beschreibung bentigen wir 3 Parameter (die Matrix ist orthogonal!).
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Die Transformation auf ein Bezugssystem mit gleichfmig konstanter Relativgeschwin-
digkeit v. Sie wird beschrieben durch

£l %= ¢ wt: (3.36)

Zur Beschreibung bentigen wir 3 Parameter, die 3 Koordinaten des Vektors.

Die Galileitransformation wird also durch insgesamt 10 Parameter, an fur die Zeit und
9 fur die Raumdimensionen, beschrieben. Man nennt Galilei-Tranformanen, fir welche
detA = +1 (eigentlich) und t nach +t + b (orthochron)® transformiert wird eigentlich ortho-
chron.

Es gibt unendlich viele Inertialsysteme, die sich z.B. mit konstanter Gehwindigkeit zuein-
ander bewegen. Die Grundgleichungen der Mechanik sind unter deal®i-Transformation
invariant. Aber Achtung, die Galilei-Transformation gilt nicht mehr im Rahmen der Relati-
vitatstheorie. Sie wird dort durch die Lorentz-Transformation erget.

Sund nicht nach t+ b



Kapitel 4

Beschleunigte Bezugssysteme
Scheinkr afte

Wir haben gelernt, dass die Newtonschen Axiomarfinertialsysteme gelten. Die Frage stellt
sich, ob die Newtonschen Axiome so modi ziert werdenekinen, dass sie auchef nicht-
Inertialsysteme, also z.B.dir beschleunigte Bezugssysteme gelten. Wir werden im Folgenden
diese Frage beantworten und nden, dass dieseglich ist, indem sogenannte Scheinéfte
eingedhrt werden. Mit deren Einfehrung gilt dann wieder, dassF = mra ist. Scheinkmfte
sind Krafte, die vom Bezugssystem al@mgen, in dem man einen physikalischen Vorgang
beobachtet oder beschreibt. Sie verschwinden, wenn man in ein riresystem ebergeht.
Beispiele sind dieCorioliskraft und die Zentrifugalkraft in rotierenden Systemen.

Um die Frage zu beantworten, untersuchen wir im Folgenden die Begung in einem
Bezugssystem © das sich nicht mehr geradlinig und gleicleimig relativ zu einem anderen
Bezugssystem bewegen soll. Dieses andere Bezugssystem saill mertialsystem sein, so
dass also

F=mt (4.1)

gilt. Hingegen kann ° beispielsweise rotieren.

In den zwei verschiedenen Bezugssystemen wird die Bewegungiassepunktes un-
terschiedlich beschrieben. Der Ort des Massepunktes in sei gégm durch «(t), der Ort
des Massepunktes in ° sei durch+Yt) gegeben. Ferner sei der Vektor, der Vektor vom
Ursprung des Koordinatensystems zum Koordinatensystem © siehe Abb. 4.1. Es gilt

#t) = #o(t) + #941) ; (4.2)
mit
1) = xYt)eXt) + yA)Xt) + zAt)eXt) : (4.3)

Es ist zu bemerken, dass die Einheitsvektoren im gestrichenen Kdimatensystem von der
Zeit abhangen. Damit ist es neglich, die Rotation zu beecksichtigen. Die Geschwindigkeit
des Massepunktes von einem Beobachter im ungestrichenen Systeis berechnet sich dann
zu

dr

g = HO = mr xElr O 2% Xy g+ 2% (4.4)

45
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Abbildung 4.1: Die beiden Bezugssysteme und °

Der Massepunkt hat im gestrichenen Koordinatensystem, in dem Bidie Achsenrichtung ér
den Beobachter nichtandert und die Einheitsvektoren damit fest sind, die Geschwindigkeit
d%° 000 4 000 4 5 0g0
= —=Xx=®€+ + 27! 4.
gt  2&TYETZE (4.5)
Die gestrichene Ableitung soll hier beschreiben, dass sich die Ableiguauf eine gestriche-
ne Gre e bezieht, auf die Anderung einer gestrichenen Gre gemessen vom gestrichenen
System aus. Es handelt sich hier also um die Geschwindigkeit gemessengestrichenen
Koordinatensystem. Man bezeichnet

‘VO

d
Yo = d—fto = %o (4.6)

als Translationsgeschwindigkeit. Man nennt

v = pr 3 4.7)
die Absolutgeschwindigkeit. Man bezeichnet
d%0
0_ _
. (4.8)

als die Relativgeschwindigkeit im beschleunigten Bezugssystem.

Wir wollen nun die zeitliche Anderung der Basisvektoren beschreiben. Dies kann durch
die Rotation des Systems um eine Achse durch seinen Ursprung geben. Wir betrachten
hierfur Fig. 4.2. Daraus lesen wir ab

jdg = jgsind ; Jdd—? = jgsin —=jg! sin : (4.9)
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Abbildung 4.2: Rotation.

Dabei bezeichnett den Betrag der Winkelgeschwindigkeit! = d =dt. Die Drehung kann
allgemein mit Hilfe des Vektors+ der momentanen Winkelgeschwindigkeit, der in Richtung
der Drehachse zeigt, beschrieben werden durch

=4+ .
SRR Y (4.10)

Diese Gleichung gilt &ir alle Vektoren, und insbesondere auchuf die Einheitsvektoren, also
z.B.

de’
2 =4 0 -
i € ! (4.11)
Somit haben wir #ir die letzten drei Terme der Absolutgeschwindigkeit

x%+y%+ z2%=+ % (4.12)
Fur die Absolutgeschwindigkeit ergibt sich also

dr d %0

— = = - + 0.

di t) = £+ gt + 4+ Y (4.13)

Bei verschwindender Relativgeschwindigkeit%%=dt erhalten wir die sogenannte Bhrungs-
geschwindigkeit,

W ()= g+ + £ (4.14)

Da wir + +9 = % haben, ist die zeitliche Ableitung des gestrichenen Vektors gem
Glg. (4.13) gegeben durch

dr? dQI"O+
dt ~ dt
Diese Herleitung &ir den Ortsvektor ist allgemein giltig, so dass man darausefr beliebige
Vektoren eine Vorschrift ableiten kann, wie man in einem Inertialsysi einen beliebigen
Vektor ableitet, der in einem rotierenden Bezugssystem dargelttevird. Diese lautet
d_¢o
dt  dt

+ 50 (4.15)

+ 4+ (4.16)
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Der erste Term auf der rechten Seite der Gleichung beschreibt di@ikponenten des Vektors
im gestrichenen Koordinatensystem, der zweite Term beschreibihe Rotation. Also haben
wir fur einen beliebigen Vektork = kX(t)€ + kXt)€’ + kXt)€’ im Koordinatensystem °

dann

dk  d%
= +

= + .

. i K: (4.17)
Und insbesondereefr den Fall der Winkelgeschwindigkeit+, also wennk = +, erhalten wir

d+  d%

= 4.1

dt dt ’ (4.18)
da

+ +=0: (4.19)

Wir nden also, dass die zeitlicheAnderung der Winkelgeschwindigkeit in beiden Koordina-
tensystemen gleich ist.

Im folgenden soll die Bewegungsgleichung berechnet werden. Irartralsystem haben wir
laut dem 2. Newtonschen Gesetz

mE=F: (4.20)
Wir benetigen also (siehe Glg. (4.13))
d o
t=t+ — 04 4 o 4.21
T Tt ar " (4.21)
Wir werten zunachst den letzten Term aus. Also
d , d d d, 0
— = _— = _— +
el Gl iU
dv° d
— 4+ —(+ ; :
el £9 (4.22)
Den ersten Term der rechten Seitednnen wir gena Glg. (4.16) umschreiben zu
dv® d%0O
— = —++ ¥ 4.2
dt ~ dt v (4.23)
Der zweite Term der rechten Seitesisst sich schreiben als
d d+ d+°
—(+ = — 0+ 4+ 4.24
a T a T at (4.24)
Der letzte Term ist gema Glgen. (4.15) und (4.8)
0
+ z—: =+ ¥+ 4+ *+ £9: (4.25)

Somit nden wir also insgesamt @ir die Beschleunigungoe=dt

dt dt dt ' . ' ' ( '

A GO DR+ i (4.29)
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Hierbei haben wir mit die Beschleunigung, mit den Ort(svektor) und mit die

Geschwindigkeit im gestrichenen d.h. bewegten Koordinatensyste&u esen der Glg. (4.26)
nach ° und, nach Multiplikation der Gesamtgleichung mitm, Verwendung vonmt = F

liefert die Bewegungsgleichung im Nicht-Inertialsystem:

ma’= Fl_@fh m[+ {£+ f%hlnz_"ﬁﬂfz_ﬁo: (4.27)

Firans Fzent Fecor Faz

Wir nden also, dass das Newtonsche Gesetz im beschleunigten Bgssystem ©nicht mehr
gilt. Denn neben der von au en eingemgten Kraft F wirken vier weitere Kafte auf den
Massepunkt in beschleunigten Bezugssystemen. Dieseaafe hei en Scheinkefte oder auch
Tragheitskmfte. Die im Nicht-Inertialsystem zustzlich auftretenden Krafte sind notwendig,
um die gleichbrmige Bewegung eines Eftefreien Massepunktes im Inertialsystem zu garan-
tieren. Die Gleichung (4.27) kann als Verallgemeinerung des Grundgtes der Mechanik
verstanden werden und in beliebigen Bezugssystemen angewandtden.

Wahrend die eingepaigte Kraft F physikalische Realigt ist und die an einem Massepunkt
angreifende Kraft beschreibt, die durch die Wechselwirkung mit aeden physikalischen Ob-
jekten hervorgerufen wird, und die unabingig von der Wahl des Bezugssystems istaihgen
Scheinkmfte von der Bewegung des Bezugssystems ab. Semrken gemessen werden, und
ihre Bercksichtigung ist wichtig, da sie im beschleunigten System wie die eahtkr afte im
Inertialsystem wirken.

4.1 Die Scheinkr afte

4.1.1 Die Translationskraft
Die Translationskraft

d**
Firans = mTZO : (4.28)

Sie verursacht eine beschleunigte geradlinige Bewegung.

4.1.2 Die Zentrifugalkraft

Die Zentrifugalkraft
Frem= m+ (+ 9 (4.29)

Die Zentrifugalkraft, auch Fliehkraft (lat. centrum=Mitte, fuger e=iehen) genannt, zeigt
radial nach au en, im Gegensatz zur Zentripetalkraft, die zum Zérum nach innen zeigt.
Wir speren diese Tmgheitskraft z.B., wenn wir im Kettenkarussell in die Sitze nach au en
gedmngt werden. Bei der Zentrifugalkraft handelt es sich um den Widstand, den der Kerper
nach dem Tmgheitsprinzip derAnderung seiner Bewegungsrichtung entgegensetzt, wenn er
einer gekemmten Bahn folgt. Die Zentripetalkraft hingegen, die der Zenrifugikraft stets
entgegengesetzt gleich gro ist, verursacht diefenderung der Bewegungsrichtung.



50 Beschleunigte Bezugssysteme Schaiitekr

4.1.3 Die Corioliskraft

Die Corioliskraft
Feor = 2m+ v0: (4.30)

Die Corioliskraft ist nur dann ungleich null, wenn eine Bewegung im bedelnigten Bezugs-
system statt ndet und diese nicht parallel zu+ ist. Sie ist maximal, wenn die Winkelge-
schwindigkeit und die Bahngeschwindigkeit senkrecht aufeinandeteken. Wir betrachten
zwei Speziaklle in Fig. 4.3 (a) und (b). (Der Vektor + zeigt aus der Bildebene hinaus nach
oben.)

Abbildung 4.3: Die Corioliskraft.

Figur 4.3 (a) zeigt die radiale Bewegung auf einem Karussell, bei derbsidie Person P
mit v°in Richtung Zentrum bewegt. Die Corioliskraft wirkt in diesem Fall tangntial zur
Bewegungsrichtung. P mus&¢,, entgegenwirken.

Figur 4.3 (b) zeigt die tangentiale Bewegung von P auf einem Karussdih diesem Fall
zeigt Fcor Nach au en.

4.1.4 Die Azimutalkraft

Die Azimutalkraft
Fu= me 0 (4.31)

Die Azimutalkraft tritt auf, falls die Anderung der Winkelgeschwindigkeit nicht null ist, falls
also die Winkelgeschwindigkeit nicht konstant ist.
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Erhaltungss atze

Mit den Newtonschen Axiomen sind wir nun in der Lage, verschiedeneddleme der Mecha-
nik zu lesen. Eine negliche Aufgabe kann z.B. darin bestehen, mit Hilfe des 2. Newtonsch
Axioms, die Bahnkurve eines Massepunktes zu berechnen, beiafmmnerau erer Kraft F.

Die Kraft ist i.A. eine Funktion des Ortes, der Geschwindigkeit und deiZeit. Es gilt also,

folgende DGL zu bsen,

m¥t) = F(¥ £t) : (5.1)

Da es sich um 3 DGLs @r jede Raumkomponente eine) zweiter Ordnung handelt, betigen
wir 3 2 = 6 Anfangsbedingungen. Im allgmeinen werden als AnfangswerterdOrt und die
Geschwindigkeit zu einem bestimmten Zeitpunkty verwendet, also

0 = ¥(to) und = W(tp) : (5.2)

Mit diesen Anfangswerten und der Angabe der Kraft ist die mecharise Bewegung vollgndig
bestimmt. Wenn sie einmal bekannt ist, knnen damit alle dynamischen G en des Massse-
punktes zu jedem beliebigen Zeitpunkt in der Zukunft vorausgesagerden. Die Loesung der
Bewegungsgleichungen kann sich jedoch als recht kompliziert erngeisDas physikalische
Problem und dessen &sung kann jedoch wesentlich vereinfacht werden, wenn man (falls
meglich) Erhaltungssatze verwendet. Man sagt, dass eine physikalische €3 G erhalten
ist, falls sie nicht von der Zeit abmngt, also

dG

i 0: (5.3)
Man nennt G das Integral der Bewegung Bevor die Erhaltungsstze diskutiert werden,
kommt aber zurachst wieder ein kleiner mathematischer Einschub.

5.1 Mathematischer Einschub: Vektoralgebra

51.1 Gradient

Wir betrachten eineskalareFunktion , die von allen drei Raumkomponenten al#ngt, also
= (x;¥;z). Der Gradient der skalaren Funktion ist gegeben durch
0 1
gx
grad (x;y;z)= @ 2 A = F(x:y;2) : (5.4)

g y
@z

51
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Der Gradient ist ein Vektor. Er zeigt in Richtung der maximalenAnderung der skalaren
Gre e, und sein Betrag gibt die dazu getrige Serke derAnderung an. Wir kennen uns z.B.
die Hohenkarte einer Landschaft als Funktion voin(x;y) vorstellen. Diese Funktion gibt #ir
jeden Punkt (x;y) die Hohe an diesem Ort an. Der Gradient an der Stellex[y) ist dann
ein Vektor in der xy-Ebene, der in Richtung des steilsten Anstiegs vohn an dieser Stelle
zeigt. Seine lange ist ein Ma fur die Steilheit bzw. Steigung. Der Gradient kann auch mit
Hilfe des Nabla-Operatorsr (manchmal auchi™ geschrieben) angegeben werden. Bei dem
Nabla-Operator handelt es sich um einen vektoriellen Di erentialopator, der auf skalare
oder vektorielle Funktionen angewandt wird. Er ist gegeben durch

0 o1
X
ro= @%;yA : (5.5)
@z

Die Anwendung des Nabla-Operators auf eine skalare & fehrt auf einen Vektor. Wir
haben also

ro(xy;z)=grad (x;y;2): (5.6)

Die in nitesimale Anderungd der skalaren Funktion in einer bestimmten Richtung, gegeben
durch den in nitesimal kleinen Vektor mit einer bestimmten Richtung,d+, berechnet sich zu

d = (#+dp ®m=r dr=grad d*: (5.7)

5.1.2 Divergenz

Wendet man den Nabla-Operator mit einem Skalarprodukt auf eine Weorfunktion

fx(X;y;2) !
t(xy;2) = @f (xy;2); A (5.8)
f.(xy;2)

an, so erlalt man die Divergenzder Vektorfunktion:

r f(xy;z)=dvf(x;y;z) = %+ %er %z: a(x;y; ) : (5.9)

Man erhalt als Resultat eine skalare Funktion. Die Divergenz eines Vektorfeld ist ein Ska-
larfeld, das an jedem Punkt angibt, wie sehr die Vektoren in einer kleen Umgebung des
Punktes auseinanderstreben. Wenn man das Vektorfeld als &tnungsfeld einer Go e in-
terpretiert, so beschreibt die Divergenz den Fluss der durdi(x;y;z) beschriebenen Go e
durch eine bestimmte Fache. Ist die Divergenz an einem bestimmten Raumpunkt positiv, so
be ndet sich dort eine Quelle. Ist sie an einem bestimmten Raumpunktegativ, so be ndet
sich dort eine Senke. Verschwindet die Divergenz, so ist das Veltgdd an diesem Raumpunkt
quellfrei.
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5.1.3 Rotation

Die Anwendung des Nabla-Operators auf eine VektorfunktioR (x;y;z) mit einem Kreuz-
produkt liefert die Rotation der Vektorfunktion:
0 1 O

1
%X Fe(X:Y: 2)
r F(x;y;z) = rotF(x;y;z) = @ @,A @ Fy(XY;2) A
0 L @@Z F.(X;y;2)
- Ben or k. (5.10)
& o
@x @y

wobei im letzten Schritt der®bersichtlichkeit halber (x; y; z) weggelassen wurde. Die Rotati-
on einer Vektorfunktion ist wieder eine Vektorfunktion. Der Betrg entspricht der maximalen
Rotation an diesem Punkt, und die Richtung steht senkrecht auf deEbene der Rotation.

Die Rotation ist ein Ma fur die Verwirbelung. Die Rotation ndet z.B. Verwendung im Satz
von StokesDieser besagt:

Satz von StokesSeiF (+) ein stetig di erenzierbares Vektorfeld auf einem Gebiet . Sei
eine Fl ache mit RandR() (siehe Abb. 5.1), so gilt
Z Z I
dA (r F(¥)= dr F(¥): (5.11)
R()

Abbildung 5.1: Die Ober ache und ihr Rand R().

Damit wird also ein Flachenintegral in ein Linienintegraluberfehrt, was eine wesentliche
Vereinfachung des Rechenaufwandes darstellt. Bemerkungen): A zeigt in Richtung des
Normalenvektorst der Flache. (i) * ist eine Parametrisierung des Randes der &the. {ii )
Es gibt noch weitere Integralatze wie etwa den Satz von Gau , die wir aber zwrchst nicht
bemsotigen. Sie werden dieseefze im weiteren Verlauf des Studiums kennenlernen.

5.1.4 Jacobi-Determinante

Auf dem Ubungsblatt werden Sie in der Aufgabe zum Satz von Stokes deobi-Determinante
(auch Funktionaldeterminantegenannt) beretigen. Diese tritt auf, wenn Sie in einem mehrdi-
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mensionalen Integral eine Variablentransformation machen.eF eine di erenzierbare Funk-
tion f : R" I R" ist die Funktionaldeterminante de niert als

iy =1;:5n

_ of :
det(Df (x)) = det @}((x,) : (5.12)

Z.B. soll eine Funktion, die von den kartesischen Koordinaten akhgt, F = F (), uber
ein Volumen integriert werden. Oft erweist es sich als gnstiger, eber Kugelkoordinaten
zu integrieren. Hierkir benetigen wir eine Koordinatenstransformation. Diese sei durch
gegeben. Damit haben wirdV = dxdy dz)
Z Z
F(¥)dV = F((r ;")) jdetD (r; ;" )jdrdd": (5.13)
)

Es ist zu beachten, dass der Betrag der Determinanten verwemndeerden muss.

Wir betrachten als Beispiel dentJlbergang von den kartesischen zu den den Polarkoordi-
naten (im Fall eines Fhchenintegrals beispielsweise). Die Umrechnungsformeln (die also de
obigen Koordinatentransformation entsprechen) lauten

X = rcos
rsin': (5.14)

Die Funktionaldeterminante lautet also

det@x;,y) =det 0 Fsin =rcog' +rsin’' =r: (5.15)
ar;') sin® r cos
Damit ergibt sich fur das FlachenelemendA = dxdy
axy) . . :
dA = det—=—= drd" = rdrd": (5.16)
ar.')

5.2 Impulserhaltung
Die Impulserhaltung folgt aus dem zweiten Newtonschen Axiom,

d .

a'p(t): F(r,&t) mit ft) = m(t)=t) : (5.17)
Wenn keine Kraft wirkt, also F = 0, dann folgt die Impulserhaltung

d

a'p(t) =0 ! gt)= const: (5.18)

Hierbei handelt es sich um ein erstes Integral der Bewegungsglaiot). Es bedeutet, wie uns
bereits bekannt ist, dass ein laftefreier Massepunkt sich mit konstanter Geschwindigkeit
geradlinig bewegt oder aber komplett in Ruhe ist.
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5.3 Energieerhaltung

Zunachst soll dieArbeit de niert werden. Eine an einem Massepunkt angreifende Kraft, die
den Massepunkt von PunktP; nach P, bewegt, verrichtet eine Arbeit. Die in nitesimale
Arbeit einer in nitesimalen Verschiebung betragt

dW = F d¢= jFjjdfjcos = Fgds: (5.19)

Bei ds = jdfj handelt es sich um das Linienelement, und ist der Winkel zwischen dem Weg
und der Kraft, Fs ist die Kraftkomponente entlang der Richtung des Weges. Die gestm
Arbeit fqu die Verschiebung des Massepunktes véh nach P, betragt

W= F dt: (5.20)
C

Dabei ist C der Weg, entlang dessen der Massepunkt verschoben wird. Die Aitbist im
Allgemeinen eine Funktion der Kraft, der PunkteP; und P, und des gewhlten Weges.

Die Leistungist de niert als die Arbeit, die pro Zeiteinheit verrichtet wird,
daw

P= W =F +«: (521)
Im Folgenden wird die Energieerhaltung hergeleitet:
m¥r = F | & (5.22)
d m
mt e = o SEE=F & (5.23)

Bei dem Term in der Klammer handelt es sich um di&inetische Energiebzw. die Bewe-
gungsenergie, die wir mifT bezeichnen:
m m. ., m,.
= — = — = —Vv°. 24
S B ES S = SV (5.24)
Die Gleichung (5.23) sagt also aus, dass die zeitlicAaderung der kinetischen Energie des

Massepunktes gleich der Leistung der einwirkenden Kraft am Magsmkt ist, wobei es sich
bei der Kraft um die Gesamtkraft handelt. Also

dT

— =P 5.25

at (5.25)
Bei verschwindender Leistung muss die kinetische Energie somit ktant sein. Also

P=0 ! T = const: (5.26)

Wir haben hiermit ein weiteres erstes Bewegungsintegral, welches Hidaltung der kineti-
schen Energie ausdickt. Integration der di erentiellen Gleichung liefert
YA 2 YA 2 YA 2
dT = Pdt= F dr ) T, T.=W: (5.27)
1 1 1
Damit entspricht also dieAnderung der kinetischen Energie des Massepunktes zwischenizwe
Punkten auf der Bahnkurve gerade genau der geleisteten ArbeierdKraft am Massepunkt.

Das Kraftfeld kann unterschiedliche Eigenschaften haben. Man tanscheidet allgemein
zwischenkonservativenund nicht-konservativen Kraftfeldern. Nicht-konservative Krdtfelder
werden auchdissipative Kraftfelder genannt. Im folgenden werden die Eigenschaften der
Kraftfelder diskutiert.
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5.4 Konservative Kraftfelder

Allgemein gilt, dass wenn man eine Funktiot’/ nden kann, so dass

dv(r) _
dt

gilt, dann nennt man F einekonservativeKraft. Die Funktion V wird als dasPotential oder

die potentielle Energiebezeichnet. Im allgemeinen besteht ein Kraftfeld allerdings aus einem
konservativen und einem dissipativen Anteil,

F(r) & (5.28)

F = Feons. + Fiss. (5.29)
Damit haben wir
dT dV (¥
at = F == 7(15: ) + Fuiss. & ) (5.30)
d
a[T +V(H)] = Fuss ®! (5.31)

Bei der letzten Gleichung handelt es sich um eiriénergiebilanz Auf der linken Seite nden
wir die gesamte mechanische Energie, die sich aus kinetischer undeptieller Energie zu-
sammensetzt. Die Energiebilanz besagt, dass die zeitlichederung der mechanischen Ener-
gie der Leistung der dissipativen Kafte entspricht. Verschwindendie dissipativen Krafte,
Faiss. = 0, so ist die EnergieE eine Erhaltungsgme e. Also

E=T+ V(r) = const: (5.32)
bzw.
2
mT + V(¥) = E = const: (5.33)

Dabei bezeichnetE die Gesamtenergiedes Massepunktes. Sie besteht aus potentieller und
kinetischer Energie.

Im folgenden wird diskutiert, unter welchen Voraussetzungen einrKftfeld konservativ
ist. Ausgangspunkt ist die Forderung
dV(¥)
dt

(i) Wenn die (konservative) Kraft senkrecht auf der Geschwindigkesteht, dann muss das
Potential konstant sein:

= F(r) = (5.34)

F? & ) V = const: ) ((jj—-[ =0: (5.35)

Es wird hier keine Arbeit verrichtet. Die kinetische Energie muss dantur ein konservatives
System zeitlich konstant sein. Ein Beispieleir ein solches Kraftfeld ist die Lorentzkraft, die
ein geladenes Teilchen in einem Magnetfeld ehirt,

F=q* B) also £ F=qge (¢ B)=0: (5.36)
(ii ) Mit
dv(#) _ L eV . eV

It @x— @))U- —z =gradV + (5.37)
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ergibt sich fur Glg. (5.34)
(gradv + F) £=0: (5.38)

Die Glg. (5.34) kann also e#llt werden, wenn das Skalarprodukt insgesamt verschwindet
oder wenn

F= gradv (5.39)

gilt. Das ist der eigentlich interessante Fallséir uns. Ein Kraftfeld ist also konservativ, wenn
es sich als der negative Gradient einer skalaren Funktionsdrucken ksst.Das verlangt also,
dass das Kraftfeld unabkngig von der Zeit und der Geschwindigkeit ist. Es gilt

@V @V @V
—; kK= -5 F,= —
@x @y @z
Eine Kraft wird konservativ genannt, wenn man sie durch den Gradn eines skalaren Po-

tentials darstellen kann. Das Potential ist hierbei nur bis auf eine Kastante bestimmt. Die
Wahl des Vorzeichens ist Konvention.

F = (5.40)

Nun besagt ein Elementarsatz der Vektoralgebra, dass die Rotatieines Gradientenfeldes
verschwindet:

rotgrad ( ¥) =0 : (5.41)
Das gilt naterlich auch fur das Potential. Damit haben wir fir ein konservatives Kraftfeld
rotF(¥) = rotgradV(¥) =0 : (5.42)

Ein konservatives Kraftfeld muss also wirbelfrei sein. Umgekehrilgdies aber nicht. Nicht
jedes wirbelfreie Kraftfeld ist konservativ. So &nnen auch dissipative Kraftfelder wirbelfrei
sein.

(iii ) Schauen wir die integrale Formulierung an und betrachten dazu alssées die geleistete
Arbeit langs eines geschlossenen Weges. HieHaben wir fur eine konservative Kraft
I I I

W= F dr= graaV (¥)d+ = dV(¥) = Vende + Vanfang =0 : (5.43)

Wir nden also, dass konservative Kafte auf geschlossenen Wegen keine Arbeit leisten. Die
Arbeit hangt dabei nicht vom Weg ab.

(iv) Dies kann mathematisch abstrakter unter Anwendung des Stokehen Satzes formuliert
werden. Wir wissen, dasseir eine konservative Kraft rofF(¥) = 0 gilt. Damit haben wir
(Stokescher Satz!)

Z I

rotF(f) dA = F dtr=0; (5.44)

da sich die Forderung nach einer lokal verschwindenden Rotationcuauf die globale Eigen-
schaft mbertragt. Die Argumentation gilt aber nur in dieser Richtung: Wenn die Rotaon
eines Vektorfeldes verschwindet, so verschwindet das gescldnsesKurvenintegraleber das
Vektorfeld (in diesem Fall beschreibt dies eine verschwindende gdleis Arbeit, W = 0).
Umgekehrt gilt die Schlussfolgerung allerdings nicht. Fall®/ = 0 gilt, so folgt daraus nicht
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automatisch, dass rof (+) = 0.

Bei der Berechnung des Potentials muss also zuerst einmal aus @dyerprafung der
Forderung rotF () = O sicher gestellt werden, dasaberhaupt ein Potential existiert. Falls
dem so ist, kann anschlie end das Potentiadiber

Z, Z,
V(#H V(r)= dv= F(+9d#° (5.45)
*o *o
berechnet werden. In der Rechnung tauchf (+;) an einem Referenzpunk¥, auf, der geeignet
festgelegt werden muss. Wie oben bereits gesagt, ist das Potdnsialbst nur bis auf eine
Konstante bestimmt. Man kann also einen beliebigen Wert addieren edsubtrahieren, ohne
die resultierende Kraft zu veandern. Nur diese Kraft ist es, die zu einer Bewegung des
Massepunktesdhrt, so dass das Referenzpotential geeignet gavit werden kann. Ferner ist
das obige Integral wegunabdingig. Man kann sich also auch einen geeigneten Integrationsweg
suchen, um die Rechnung mglichst einfach zu halten. Das Potential entspricht dabei der
Arbeit, die gegen die Kraft verrichtet werden muss, um den Massapkt von +, nach ¥ zu
bringen.

Aufgrund der Unbestimmtheit des Potentials kann dieses in dem beligbgewahlten Re-

ferenzpunkt zu null gesetzt werden. Also
Z *
V(f)=0 ) V@#-= F(+9 de°: (5.46)

*o
Heau g wird der Referenzpunkt im Unendlichen gewhlt, wo das Potential als auf null abge-
klungen angenommen wird.

Unter Aquipotential achenversteht man Flachen, #ir die gilt

V = const: ) dV = 0 auf der Aquipotential ache. (5.47)
Auf dieser Flache gibt es also keinA&nderung des Potentials. Es gilt aber auch

dv =gradVv df=0 ) dr? gradv ) d? dF : (5.48)

Dabei ist d¥ ein Linienelement in der Fache. Wir nden also, dass die Kraft senkrecht auf
den Aquipotential achen steht. Das heit, dass an einem Massepunkt, der sich auf e&in
Aquipotential ache bewegt, keine Arbeit verrichtet wird.

Den starksten Anstieg des Potentials hingegen nden wir bei Bewegung inidRtung des
Gradienten des Potentials, da

drk F ) dVv = jgradVvjjdf : (5.49)

Die Kraft steht also immer senkrecht auf demAquipotential achen und zeigt in Richtung
des ge ten Potentialgefalles.

5.5 Drehimpulserhaltung

Ausgangspunkt ist wiederum das 2. Newtonsche Axiom. Wir multiplizien von links vekto-
riell mit +,

mt Fojr

¥ F: (5.50)

m+ ¥
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Auf der linken Seite haben wir

%(1‘ H = & £+ =+ ¥t (5.51)

Damit erhalten wir fur Glg. (5.50)

dc
—=M: .52
dt (5.52)

Hier haben wir denDrehimpuls eingebihrt, der de niert ist durch

C=mr £=+ 9P (5.53)
Wir haben ferner dasDrehmomenteingetihrt, das de niert ist durch

M=+ F: (5.54)

Die Glg. (5.52) #r die Drehimpulserhaltung besagt also, dass die zeitlichenderung des
Drehimpulses gleich dem einwirkenden Gesamtdrehmoment ist. Istd&esamtdrehmoment
0, so ist der Drehimpuls erhalten. Insbesondere gilt, dass fafseine Zentralkraft ist, also in

Richtung des Ortsvektors wirkt, F  * (alsoM = 0), dann C erhalten ist.

In dieser Gleichung kann der Drehimpuls in Analogie zum Impuls und dasr€hmoment
in Analogie zur Kraft gesehen werden. Den BegriDrehmoment kann man sich leicht klar
machen. Man denke beispielsweise an eine Kraft, die auf einen Massdép wirkt, der relativ
zum Koordinatenursprung starr (z.B. durch eine Stange) xiert i§ siehe Abb. 5.2. Greift
die Kraft in radialer Richtung an dem Massepunkt an, so wird der Purtknicht in Rotation
versetzt, und das Drehmoment verschwindet. Greift die Kraft s&krecht zur Richtung der
Verbindungsstange an, so wird der Massepunkt in Rotation verstt das Drehmoment ist

M =R Fg (5.55)

Die Ebene, in der er rotiert, steht senkrecht zur Richtung des Ktzproduktes aus Ort und
Kraft. Die hierdurch geanderte dynamische Go e ist der Drehimpuls. Der Drehimpuls ist
maximal, wenn der Ortsvektor senkrecht auf dem Impuls steht.

Abbildung 5.2: Eine Kraft greift an einem starr mit dem Ursprung veriindenen Massepunkt
an.



60

Erhaltungsatze




Kapitel 6

Der harmonische Oszillator

Der harmonische Oszillator ist das Paradebeispiel, das in der klassectMechanik ausdihrlich
diskutiert wird. Er tritt auf im Zusammenhang mit einer reicktreibenden Kraft, die propor-
tional zur Auslenkung ist. Man kann sich beispielsweise einen Massekuvorstellen, der
durch eine Feder fest mit einem Fixpunkt verbunden ist. Wird der Masepunkt unter An-
wendung einer Kraft aus seiner Ruhelage bewegt, so sorgt diecRstellkraft der Feder daeir,
dass der Massepunkt bestrebt ist, in seine Ruhelage uaok zu kehren. Vernachdssigt man
Dissipation, also z.B. Luftreibung, so ist die sich dann ergebende Bayung eine harmonische
Oszillation um seine Ruhelage. Die Beschreibung dieser Bewegung isegider Grundpro-
bleme der theoretischen Mechanik. Das liegt daran, dass der hamszhe Oszillator in der
Natur, oft nach Idealisierung, in vielen Formen auftritt. So werderauch in vielen anderen
Teilgebieten der Physik dynamische Gren durch identische Gleichungen beschrieben. Et-
wa der Strom in einem elektrischen Schwingkreis, der aus Kondermatnd Spule besteht.
In der Quantenmechanik spielt der quantenmechanische Oszillatoarmh eine wichtige Rol-
le. Ferner ist der harmonische Oszillator exak®isbar. Die #ir den harmonischen Oszillator
wichtige Eigenschaft ist also die einer linearen eRkstellkraft bei einer hinreichend kleinen
Auslenkung. Das zu der konservativen Kraft gadrige Potential ist dann also quadratisch in
der Auslenkung. Beispieleeir den harmonischen Oszillator sind (siehe Fig. 6.1):

(i) Die eingangs enmhnte schwingende Feder. Die &kstellkraft (wir betrachten den ein-
dimensionalen Fall, Fig. 6.1(a)) ist

F= kx; (6.1)
wobeik die Federkonstante bezeichnet. Das zugetige Potential ist

V = %kxz ; (6.2)

Mit Hilfe des 2. Newtonschen Axioms ergibt sich eine DGL 2. Ordnung,

mx= kx ) x+!35x=0; mit!§=a. (6.3)
(i) Das Federpendel, siehe Fig. 6.1(b). Die sRkstellkraft ist
F= mgsin' (6.4)
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Abbildung 6.1: Beispiele éir den harmonischen Oszillator: (a) Schwingende Feder, (b) Feder
pendel, (c) Schwingung von Moledlen, (d) Bewegung in einem PotentiaV (x).

s= I (6.5)

und dem 2. Newtonschen Axiom

ms=F (6.6)
ergibt sich
ml's = mgsin’ mg'; (6.7)

wobei im letzten Schritt die Kleinwinkelraherung sin verwendet wurde. Damit

haben wir die DGL 2. Ordnung

1 A . H 2 _
e+ 15" =0; mit !g=

—lQ

(6.8)

(ii ) Ein weiteres Beispiel ist die Schwingung von Moleiken, siehe Abb. 6.1(c).
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(iv) Die Bewegung eines Massepunktes im Potenti®l(x), siehe Abb. 6.1(d). Wir betrach-

ten kleine Auslenkungen um die Ruhelage, (Mininum des Potentials) und entwickeln
das Potential V (x) um den Ruhepunktx,. Damit haben wir

V)= Vixo) Y xe(x xo>+|§i°zzﬁ>(x X7+ O((x x0)°)  (69)

= konst. =0 O

Die erste Ableitung ist 0 beix = Xxq, da wir uns hier in einem Minimum des Potentials
be nden. Damit haben wir fur die Kraft

()F = c:j—\): = Vo) (X0 X): (6.10)

Wir haben also #ir hinreichend kleine Auslenkungen eine Kraft, die linear in der Aus-
lenkung ist, und somit einen harmonischen Oszillator.

Da im Folgenden komplexe Zahlen benutzt werden, um dieekung des harmonischen
Oszillators zu bestimmen, gibt es zuschst einen Einschub zu den komplexen Zahlen.

6.1 Mathematischer Einschub: Komplexe Zahlen

Die imaginare Einheit i ist de niert als

p_l ;o i%= 1 (6.11)

Somit ist also die losung der Gleichung

X2

+1=0 (6.12)

gegeben durch

X102 = I (6.13)

Eine komplexe Zahk 2 C besitzt einenRealteil und einenimaginarteil:

z
a
b

= a+ib ,mit ab2R (6.14)
= Re(z) (auch = R(z)) Realtell (6.15)
= Im(z) (auch = 1(z)) Imaginarteil (6.16)

Der zu z (oder auch zu einer Gleichungkomplex konjugierteAusdruck, z , ergibt sich durch
die Ersetzungi ! i,

V4

=a ib: (6.17)

Wir kennen die komplex konjugierte Zahl graphisch in der Ebene aufgaspt durch Real-
und Imaginarteil darstellen, siehe Fig. 6.2. Daraus lesen wir ab

z=a+ib=r(cos +isin'): (6.18)
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Abbildung 6.2: Die komplexe Zahlz.

Die komplexe Zahl kann also mit Hilfe de8etragsr und der Phase/des Phasenwinkels/des
Arguments' dargestellt werden,

Betrag: r?=jzj®= a’+ 1Y (6.19)
Phase: ' =arg(z) = arctan g (6.20)

Es gelten folgende Rechenregelarfzwei komplexe Zahlerz; = a; + ib; und z, = a, + ib,:

(i) Addition: z1t2, = agt+tatibh+ )
(i) Multiplikation: z; z, = aa, bbb+ i(ai+ aby) (6.21)
RS Z1 —  Z21Z, _ ajaxtbibp+i 1o+ azby
(iii ) Division: z = 2= =L a%'frb; 32bn)
Wir betrachten die Funktion
f(y)=cosy+isiny; mity2R: (6.22)
Fur die Ableitung erhalten wir
% = siny+icosy = if (y): (6.23)
Das Gleiche nden wir #ir die Exponentialfunktion &Y,
9y = jev - (6.24)
dy : .

Daher kennen wir schreiben

f(y)= € =cosy+isiny: (6.25)

Man nennt dies dieEuler'sche Formel Daraus ergibt sich, dass jede komplexe Zahl geschrie-
ben werden kann als

z=re" : (6.26)
Die allgemeine Potenz einer komplexen Zahl ist

z =réd (6.27)
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Far = n 2 N erhalten wir
(cos' +isin')" =cos(n' )+ isin(n'): (6.28)

Dies ist derSatz von Moivre Wir geben abschlie end noch den Logarithmus einer komplexen
Zahl an

w=Inz=Injzj+i(argz+2k )=Inr+i(" +2k ); k22Z: (6.29)

Man beachte, dass der Logarithmus nicht eindeutig ist.

6.2 Freier harmonischer Oszillator

Wir betrachten den freien harmonischen Oszillator, der also nicht dch eine externe Kraft
getrieben wird, und wo sich der Massepunkt nur aufgrund dereRRkstellkraft bewegt, die
linear in der Auslenkung ist. Wir betrachten den eindimensionalen Fall mAuslenkung in
die x-Richtung. Das 2. Newtonsche Axiomefhrt dann auf
mx = kx (6.30)
_ k
Xx+13x = 0; mit!i=—: (6.31)

Man nennt! o Resonanz-oder EigenfrequenzFer diese DGL 2. Ordnung nden wir mit dem
Lesungsansatz

x = et (6.32)
dann
2+12=0 ; 12= il (6.33)
Die allgemeine losung des freien harmonischen Oszillators lautet damit
X(t) = ap€' ot + ae "ot (6.34)

wobei die Koe zienten a; und a, aus den Anfangsbedingungen folgen.

6.3 Harmonischer Oszillator mit Reibung

Wir berecksichtigen nun zuatzlich noch Reibung in Form von Stokescher Reibung. Die Rei-
bungskraft wirkt der Bewegungsrichtung entgegen und ist propiional zur Geschwindigkeit
(Stokesche Reibung), so dass die Kraft insgesamt gegeben istathur

F= kxe oxe: (6.35)
Somit haben wir die Bewegungsgleichung
x+ x+12=0: mit12= . =950. (6.36)
AN H 0 y . 0 m y m . .

Mit dem Ansatz

x(t) = et (6.37)
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erhalten wir
2+ +12=0 (6.38)
und nden
r
2
12 = é E | (2) . (639)

Die allgemeine losung ist gegeben durch
x(t) = aje ' + ae 2 (6.40)

wobei a; und a, aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen sind. Wir untersuchere d
Lesung genauer und machen eine Fallunterscheidung bglich des Arguments der Wurzel.

6.3.1 Schwache D ampfung - Schwingfall

Die Dampfung ist klein gegember der Frequenz o, also

lo> 5 (6.41)

Die Wurzel ist damit negativ, und wir erhalten eine komplexe &sung,
r

12 = > i omit = | 2 - (6.42)
Wir weahlen die Anfangsbedingungen
x(0)=0 und x(0)=v: (6.43)
Einsetzen der ersten Bedingung in die allgemein@$ung Glg. (6.40) liefert
O=a+a: (6.44)
Die Ableitung der allgemeinen bsung ist
X(1)= a; e+ a, e?!=e 2l (g 1€ "+a 2 Y): (6.45)

Einsetzen der zweiten Anfangsbedingung in diese Gleichung liefert

V=a 1+ a »: (6.46)
Dies liefert
\% iv
a= a= = (6.47)
2 1 2

Somit erhalten wir (siehe Abb. 6.3 dir eine graphische Darstellung)

vV iy it )
—e 2(€ e ;
e )

Ve stsin( t): (6.48)

x(t)
x(t)
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Man nennt

=2 (6.49)

die Relaxationszeit Nach dieser Zeit ist die Amplitude aufé abgefallen. Man de niert als
Dampfungsverhltnis das Verhaltnis zweier aufeinander folgender maximaler Auslenkungen
auf gleicher Seite

_oox) 1
= X+ T) = ez ; (6.50)

mit der Periodendauer
T= 2— : (6.51)

— re2=wp*3

—— re2=wpe2

Abbildung 6.3: Der harmonische Oszillator mit schwacher @mpfung - Schwingfall.

6.3.2 Starke D ampfung - Kriechfall

Die Dampfung ist gro gegemiber der Frequenz o, also
—>14: 6.52
5> o (6.52)

In diesem Fall ist das Argument in der Wurzel positiv, und wir erhaltendie zwei reellen
Lesungen

125 3 O mit ©°= — 12 (6.53)

Beide Losungen sind negativ, und wir haben aufgrund der starken Reibuege exponentiell
abfallende Llosung. Mit den beiden Anfangsbedingungen Glg. (6.43) haben wir

\

= a= 50 (6.54)
und somit die Lesung
X = —este® e : (6.55)

2 0
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Verwendung von
sinhx = %(e?‘ e %) (6.56)
liefert (siehe Abb. 6.4 &ir eine graphische Darstellung)

X(t) = ~e 7'sinh( %) (6.57)

— re«2=1.5n,
—— re2=2wy

—— re2=5wy

L e
20 40 60 80 100

Abbildung 6.4: Der harmonische Oszillator mit starker BBmpfung - Kriechfall. Zwei Farben
der Legende stimmen nicht. Richtig ist: gelb; = 1:5! ¢, blau: 5 = 5! .

6.3.3 Mittlere D ampfung - Aperiodischer Grenzfall
Fer den Fall

5= 1o (6.58)

ist die Wurzel null, so dass wir zwei identische ésungen haben,

2= 5 (6.59)

Fur diese doppelte Nullstelle ist neber® z' auchte z' eine Lesung, wie man leicht durch
Einsetzen veri zieren kann. Damit lautet die allgemeine asung

x(t) = e 2'(a; + at) : (6.60)
Mit den beiden Anfangsbedingungen Glg. (6.43) haben wir

=0 und a,=v; (6.61)
so dass die bsung lautet

x(t) = vte 2': (6.62)

Auch bei dieser Bewegung handelt es sich nicht um eine Schwingunge Bewegung ist ape-
riodisch. Im Vergleich zum allgemeinen Kriechfall kommt der Oszillatorier am schnellsten
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zur Ruhe. Dies kann man beim Bau spezieller G&te ausnutzen. Wir lonnen die losung
auch aus der vorigen bsung im Kriechfall, Glg. (6.57), ableiten, da

9 2
i 2
~sinh( 4 1§t)
lim - =
ig !(2) 2 | 2
7 T

(6.63)

6.4 Erzwungene Schwingungen

Wir betrachten nun den Fall, dass wir zuatzlich eineau ere zeitabhangige Kraft F (t) haben.
Diese soll inx-Richtung wirken. Wir haben dann die allgemeine Kraft

F(x;t) = kxe, oxg + F(t)s: (6.64)
Anwendung des 2. Newtonschen Axioms liefert (vgl. mit Glg. (6.36))

X+ x+!12x=f(t); mitf(t)=?: (6.65)

6.5 Harmonische Anregung

Wir untersuchen zurachst den Fall, in dem diesw ere Kraft eine zeitharmonische Kratft ist,
die wir schreiben als

F(t)= Fcos(t+ ): (6.66)

Sie ist charakterisiert durch ihre Amplitude F, die Kreisfrequenz und eine Phasenver-
schiebung . Die beiden letzteren bestimmen das Verhalten des Systems. Instw@dere ist
die Di erenz zwischen der Eigenfrequenko und der Anregungsfrequenz wichtig, wie wir
sehen werden. Dieses Modell des getriebenen harmonischen Osaratvird immer wieder,
auch au erhalb der Mechanik, vorkommen. Ein Beispiel ist die Polarisan in dielektrischen
Medien.

Um die Lesung der DGL Glg. (6.64) zu nden, formen wir sie zuschst um in
2y — . = F .
x+ x+!ix=fcos(t+ ); wobelf—a. (6.67)

Die allgemeine losung der DGL ist die Summe der allgemeinermsung der homogenen DGL
(F(t) =0) Xnom(t) und einer partikularen Lesungxs(t), also

X(t) = Xnom(t) + Xs(t) : (6.68)

Der Grenzfall fur sehr gro e Zeiten ksst sich leichtuberlegen. Rirt ' 1 wissen wir bereits,
dass

Xpom(t!11 )=0: (6.69)

0,
=1im 1 x, % fer Grenzfalle des

LWwir verwenden hier die Regel von de I'Hospital, wonach lin,
Typs0/0,1=1,01,11 ,001° 1%,
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Fur sehr gro e Zeiten ist die losung also durch die partikuhre Losung gegeben,
X!l )= xqt): (6.70)

Wir wollen uns uberlegen, wie die Bewegung des Massepunktes im staéican Fall aussieht:
Nach dem Einschwingvorgang (von dem wir hier absehen), der arigig von der Dampfung
schnell oder langsam vor sich geht, wird der Massepunkt mit einer nuedischen Kraft an-
getrieben. Der von der periodischen Kraft angetriebene Masseti wird ebenfalls eine pe-
riodische Bewegung aushren. Wie genau diese aussiehtghgt von den freien Parametern
des Systems ab. Der Massepunkt wird allerdings nicht immer exakt rd&nregung folgen
kennen, sondern hat mglicherweise eine leicht vanderte Phasenlage. Ausgehend von die-
ser Uberlegung wahlen wir als Ansatz

Xs(t)= Acos( t+ ): (6.71)

Im folgenden werden die AmplitudeA und die relative Phase bestimmt, wobei letztlich
nur die Phasendi erenz zwischen Kraft und Auslenkung interessarst. Es zeigt sich, dass
das Problem einfacher gekt werden kann, wenn die komplexe Notation verwendet wird, also

Xs(t)= ad '; mit a= Ae' : (6.72)

Wichtig ist aber zu beachten, dass physikalisch beobachtbare &&n immer reell sind. Es

wird also komplex gerechnet aber am Ende nur der Realteil betraeitf um auf die physika-

lisch beobachtbaren Go en zu schlie en. Far die Kraft muss der gleiche komplexe Ansatz
gewahlt werden, also

fcos(t+ ) ! fel'; mit f=fe : (6.73)

Mit diesem Ansatz ksst sich die Zeitableitung leicht bilden und in die DGL einsetzen. Man
erhalt

2+ + 12 a=f (6.74)
Daraus ergibt sich die komplexe Amplitude

~

a = Ty v 12 : (6.75)
- fe'
| —_ .
Ae' = T 12 (6.76)
Dies liefert
A = p f (6.77)
S ()2 |
tan( ) tan = 2 5 (6.78)
Daraus lesen wir ab, dass die Amplitud@ und die Phasendi erenz von der Wahl der

treibenden Frequenz relativ zur Eigenfrequenz  des Oszillators ablangen.
Bemerkungen
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Die Amplitude der Schwingung ist maximal in Resonanzhe. Wenn sich! 3 und 2

gerade genau kompensieren, ist dex Nennesihrerungsweise am kleinsten. Er ist exakt
am kleinsten bei der Frequenz , = |2 2=,

Die Linienbreite der Resonanz ist proportional zur Bmpfung.

Der harmonische Oszillator schwingt in Phase mit der Anregungif Frequenzen sehr
viel kleiner als die Resonanzfrequenz. Er kann der Anregung folg&md die Frequenzen
sehr viel g® er als die Resonanzfrequenz, so schwingt der harmonische Ostmliau er
Phase mit der Anregung, die Phasendi erenz beaigt

Figur 6.5 zeigt die Amplitude (links) und die Phasendi erenz (rechts) & Funktion der An-
triebsfrequenz normiert auf ! o feur verschiedene Bmpfungsparameter. Die Bilder besitigen
die obigen Bemerkungen. Ferner lesen wir ab, dass bei der Resafi@guenz!  die Pha-
senverschiebung genau= 2 betragt. Das ist ein generisches Verhalten aller harmonischen
Oszillatoren. Bei der eigentlichen Resonanzfrequenz betragt die maximale Oszillations-
amplitude

(6.79)

Eine weitere charakteristische Gg e ist die Linienbreite. Sie ist de niert als die Di erenz
der beiden Frequenzen, bei der die Amplitude gerade auf diealfe des Maximalwertes

abgeklungen ist.

Abbildung 6.5: Die Amplitude (links) und die Phasendierenz (rechts) & Funktion der
Antriebsfrequenz normiert auf ! o fur verschiedene Bmpfungsparameter.



72 Der harmonische Oszillator

6.6 Beliebige Anregung

Im folgenden soll der harmonische Oszillatorf eine externe Kraft mit beliebiger zeitlicher
Abhangigkeit behandelt werden undefr die Lesung dieses Problems zwei édlichkeiten
besprochen werden.

6.6.1 L esung durch Fourierzerlegung
Wir zerlegen die Kraft in eineFourierreihe gema

X
F(t) = faeh t: (6.80)

n=1

Auf diese Weise kann die Reaktion/Antwort des Systems auf eine Ktamit beliebiger
Zeitabhangigkeit beschrieben werden als die Antwort auf eine Summe vonelfien, die je-
weils zeitharmonisch sind. Der harmonische Oszillator bei einer exten zeitharmonischen
Kraft wurde im vorigen Abschnitt berechnet. Da das Superpositi@prinzip gilt, kann die
Reaktion des Systems auf jede der zeitharmonischenelftie einfach addiert werden, um so
die Lesung #r den harmonischen Oszillator in Antwort auf eine beliebige zeithakingige
Kraft zu erhalten. Der &bergang vom Zeit- in den Frequenzbereich, also hier von der Kraft
als Funktion der Zeit zur Kraft als Funktion der Frequenz, in Glg. (6.8) wird Fouriertrans-
formation genannt.

6.6.2 Mathematischer Einschub: Fouriertransformation

Mit Hilfe der Fouriertransformation kann eine beliebige Funktion in ein fektrum harmoni-
scher Schwingungen zerlegt werden. Man geht dabei von der Feureihenentwicklung einer
periodischen Funktionf (t) mit der Periode T aus. Diesedsst sich schreiben als

b

1 2 . 2
f(t)= §A0+ A, cos m?t + B, Sin m?t : (6.81)

m=1

Die Fourierkoe zienten A, und B,, werden aus der Projektion der Funktionf (t) auf die
entsprechende harmonische Schwingung berechnet, also

Am

dtf (t) cos mz?t (6.82)

2
Bm dtf (t) sin m?t : (6.83)

T 0
Figur 6.6 zeigt die Fourierreihenentwicklung eines Rechteckimpulsdglan erkennt daran,
dass man eine Rechteckschwingung durch unendliche viele Harmdmiodarstellen kann.
Sie enthalt jeweils die ungeraden harmonischen Oberschwingungen, wobe dmplitude
mit steigender Frequenz abnimmt.

2Eine Harmonische ist eine harmonische Schwingung, deren Frequergin ganzzahliges Vielfaches ei-
ner Grundfrequenz ist. Harmonische oberhalb der Grundfrequen werden Oberschwinungen (in der Musik
Obertone) genannt.
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Abbildung 6.6: Die Fourierreihe des Rechteckimpulses.

Die Fourierreihenentwicklung kann auch mit Hilfe der Exponentialfunkon beschrieben

werden:
1 X! o
f(t) = p= frnemT! (6.84)
T _.
1 ?T o
fm = p? dtf (t)e ™ T (6.85)
0

Durch den Grenabergang zu einer unendlich ausgedehnten Periodg,! 1 , kann die-
ser Formalismus auf beliebige nichtperiodische Funktionen erweiteserden. In diesem Fall
sind die harmonischen Schwingungen, mit denen die Funktion beschmea wird, nicht mehr
diskret sondern gehen in ein kontinuierliches Spektrumber, demFourierspektrum Formal

geschieht dies durch

m2— rol (6.86)
T Z
X T d! 6.87
[
o @ (6.87)
m ro__
fm ! 2—f‘(! ) : (6.88)
T
Daraus folgt
V4 1
f(t) = di (1 )e" (6.89)
lz
11t .
') = 5 dtf (t)e " : (6.90)

1
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Dabei ist f{! ) die Fouriertransformierte vonf (t). Zu beachten ist, dass die Wahl des Vor-
faktors der Fouriertransformierten bis zu einen S(alvissen Gracefrist. Man ndet auch eine

symmetrische Aufteilung in zwei Vorfaktoren £ 2 . Wichtig ist lediglich, dass man nach
Hin- und Recktransformation (also Realraum! Fourierraum! Realraum) wieder bei der

ursprenglichen Funktion ankommt, d.h.f~= f . Es gelten ferner die folgenden Rechenregeln
(links steht die Funktion, rechts ihre Fouriertransformierte):

f{r) $ it () (6.91)
f (M (t) dn;tft) $ (i) (6.92)
f(t to) $ e™eof(l) (6.93)
(t to) $ Zie o (6.94)

Diese Fouriertransformationspaare erlauben es, DGLs in algebicis Gleichungermuberzufihren,
wenn sie nicht im Realraum sondern im Fourierraum gest werden. Das vereinfacht die
Lesung des Problems ungemein.

Beispiel: Berechung der Fouriertransformierterf{! ) des Einheitsimpulses, der durch

1 far a t a

r= 0 furjtj>a (6.95)
gegeben ist. Wir erhalten
YA 1 yA a
flw) = f(e "dt= e ™dt
1 a
t=a
- ‘ie it - i[e ia ei!a ]
I! i!
t= a
Zsin(la) furz60 .
= ! = 1 :
5a for 7 =0 2a sinc(a) ; (6.96)
mit der sinc-Funktion
: _ 1isin(z) ferzé0
sinc(z) i fr z=0 (6.97)

Die graphischen Darstellungen des Einheitsimpulségt) und seiner Fouriertransformierten,
der sinc-Funktion f! ), sind in Fig. 6.7 gegeben.

6.6.3 Mathematischer Einschub: Die -Distribution

Die -Distribution ist de niert durch
Z

f(x)= l f(x% (x x9dx°: (6.98)
1
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Abbildung 6.7: Der Einheitsimpulsf (t) und seine Fouriertransformierte, die sinc-Funktion

).

Sie ist somit ein Funktional, das eine Funktion auf eine Zahl abbildet. A8uder De nition
lassen sich folgende Zusammesihge ableiten:

Z

f( x) = ' f(x% (x+ x9dx° (6.99)
Zl

f(0) = ' f(x% ( x%dx° (6.100)
Zl

f( x) = l f(x% ( x x%dx°: (6.101)

1

Die -Distribution hat folgende Eigenschaften:

0 x6Xx°

(x x9 = 1 = xO (6.102)

Z 1
(x x%dx° = 1 (6.103)

1
x) = ( x: (6.104)

Es gibt auch -Distributionen in heheren Dimensionen,
z, x Xy Ve D= fE H= 9 (6.105)
dx%ydz’ (x x99 (y y9 (z 2% = davP (¢ %=1 (6.106)
1 Z L 1

f(£9) (+ +9dVv° f(o: (6.107)

1
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Man kann die -Distribution auch folgenderma en darstellen, was in manchen eflen eine
Vereinfachung ist,
1 3Z 1 _ 1 3Z 1 _
(+ 9= = Pk ek * = — dvj ek 9 (6.108)
2 1 2 1
Man kann die -Distribution auch in anderen Koordinatensystemen beschreibeZ.B. im
3-Dimensionalen durch Kugelkoordianten oder durch Zylinderkooirthten. Es gilt in Kugel-
koordinaten, dass

_ ().
(¥) = irz (6.109)
Denn
Z, Z,72,7Z
dv () = drddr 2sin (¥
1 0 7 0 0
1
= 4 drr? (¥
Z°,
= 4 drr24(r)2
z,0° '
= dr (r)=1: (6.110)
0
Fur Zylinderkoordinaten gilt die Relation
(f) = (2) (2) . (6.111)
Speziell gilt im 2-Dimensionalen, alscef Polarkoordinaten,
@ (g = g; (6.112)

Abschlie end werden noch einige wichtige Rechenregelar f -Distributionen angegeben:
Ableitung einer -Distribution, £ (x),

Z, @ Z, @
= 0 - il e 0
1 f(x9 as (x  x%dx f(x9 (x x93} ) @Rf x%  (x  x9dx
. @ ..
= @)1: (x) : (6.113)
-Distribution einer Funktion g(x)
X 1
[9(x)] = | @@Tm (X xi): (6.114)

Dabei sind diex; die Nullstellen der Funktion, g(x;) = 0. Damit ndet man z.B. 3

(ax) = —=: (6.115)

3Die Relation erweist sich oft als rutzlich. Merken!



Der harmonische Oszillator 77

Abbildung 6.8: Die Dichte der zentrierten Normalverteilung éir verschiedene Werte von .
Bemerkung: In der Legende muss durch < ersetzt werden.

Hau g ist es auch rutzlich, die -Distribution als Grenzebergang aus stetigen Funktionen
darzustellen. So hat z.B. die Funktion

2

f(x; )= pe (6.116)

die Eigenschaft, dass

YA 1
f(x; )dx=1 (6.117)
1
und
Ii'mof X )= (X): (6.118)
Diese Funktion ist fur = P 2 ist die sogenannte Gau 'sche Glockenkurve. Die auch Normal-

verteilungs-Dichtefunktion genannte Funktionf (x; ) ist in Fig. 6.8 fer verschiedene Werte
von dargestellt. Je kleiner wird, desto schmaler und bher wird die Funktion um x = 0.
Das Integral unter der Kurve bleibt mber die gesamtex-Achse aber immer gleich 1.

6.6.4 Fortsetzung: L esung bei beliebiger Anregung

Mit der Zerlegung der Kraft in eine Fourierreihe erhalten wir also folgele Bewegungsglei-
chung

x+ x+12x= f.e b (6.119)
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Analog wird die partikulare Lesung der inhomogenen DGL durch eine Reihe dargestellt,

R .
Xs(t) = B,e" ': (6.120)

n=1
Die Amplituden B,, lassen sich dann mit
(n) 2+i (n)+ 12 B,=", (6.121)

berechnen. Wir haben also eine beliebige zeitallgige Funktion in harmonische Oszillatio-
nen zerlegt. Da wir ein lineares System haben, in dem Superposition gkann die Antwort
dieses Systems auf jede dieser zeitharmonischen Oszillationen tteret werden. Die Ge-
samtantwort des Systems ist dann die Summe dieser jeweiligeasungen.

Eine alternative Zerlegung zu der in harmonische Oszillationen ist duradie Betrach-
tung einer Sequenz von impulsfmigen Anregungen gegeben. Jeder Impuls entspricht einem
Kraftsto , der in einem unendlich kleinen Zeitintervall eine Kraft auaibt. Diese entspricht
integral betrachtet der Kraft zu einer bestimmten Zeitt. Die Antwort des Systems auf diesen
Kraftsto kann berechnet werden. Die Gesamtantwort des Sysms auf eine zeitlich beliebig
abhangige Kraft erhalt man dann wieder aus der Summe der Antworten auf alle individu-
ellen Kraftsto e. Man nennt die Antwort des Systems auf diese impulsfmige, -fermige
Anregung die Greenscheoder auchGreen Funktion. Auch die Greenfunktion wird hau g in
der Physik verwendet und im Laufe des Studiums in verchiedenen Ansmenhangen wieder
auftauchen. Die Green Funktion beschreibt die Antwort eines phikalischen Systems auf
eine Anregung® Man nennt sie daher auch Antwortfunktion.

Im folgenden wird die Green Funktion des geanpften harmonischen Oszillators als Ant-
wort auf einen Kraftsto bestimmt, der zunachst mit Hilfe einer Funktion beschrieben wird,
welche die -Distribution approximiert. Der einfachste Fall ist eine Kastenfunkion (t),

_ 1 ferjtj< 5
(t) = 0 sonst (6.122)
Fur ! 0 geht diese Funktion gegen eineDistribution,
(t) = Ii[n0 (1) : (6.123)

Fur eine Kraft mit Einheitsamplitude und einem Sto zum Zeitpunktt = t°lautet damit die
Bewegungsgleichung

x+ x+1%x= (t t9: (6.124)
Fur die Lesung der Gleichung nehmen wir folgende Anfangsbedingungen an,

x(Iyi!mO(t0 y) x(t°)=0 und x(t°)=0; (6.125)

4Ein einfaches Bild fur den physikalischen Gehalt der Green Funktion ist durch den Wurf énes Steines
in einen See gegeben. Durch den Steinwurf werden im See pundiig in Raum und Zeit Wasserwellen
angeregt. Das als Funktion von Raum und Zeit entstehende Musterist gerade die Green Funktion der
Gleichung, die die Ausbreitung der Wasserwellen beschreibt.
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wobeit® die Zeit unmittelbar vor dem Sto markiert. Der Massepunkt soll dam in Ruhe
sein und sich am Gleichgewichtspunkt be nden. Er wird dann durch delmpuls beit = t°
angesto en. Die losung der Gleichung ist die gesuchte Green Funktion

G(t;t9 = x(t) : (6.126)

Sie ist eine Funktion der Zeit und mngt parametrisch vom Zeitpunkt des Sto es ab. Die
Green Funktion muss #@r alle Zeiten vor dem eigentlichen Sto verschwinden, also

Gt;tY=0 furt<t?: (6.127)

Dies ist eine Folge der Kausalét. Denn der Massepunkt kann sich nicht bewegen, bevor er
angesto en wird. Die Ursache kommt vor der Wirkung. Ferner gilt Tanslationsinvarianz, hier
fur die Zeit. Die Green Funktion hangt nicht von der absoluten Zeit ab, sondern nur von der
Zeitdi erenz zwischent und t° Wahrend Kausali®t fur alle Green Funktionen gilt, muss die
Translationsinvarianz nicht immer gelten. Da die Green Funktion einehysikalische Gw e,
die Auslenkung, beschreibt, welche reellwertig ist, muss auch die @neFunktion selbst eine
reellwertige Funktion sein. Es gilt allgemein

D:G(t t9= (t t9; (6.128)

wobei D; einen beliebigen linearen Di erentialoperator in der Zeit bezeichnet.rEst der
derjenigen DGL, die gedst werden soll. Also hier:

o? d

R — | 2 = .

et gt Gt t9= (t t9: (6.129)
Fur t >t 9gilt jedoch

o? d

_ _ | 2 = .

et gt Gt t%=0: (6.130)

Die allgemeine losung dieser Gleichung wurde bereits bestimmt. Es handelt sich um die
Lesung des freien gednpften harmonischen Oszillators im Schwingfall, die lautet

Gt tY=-e :t g cos (t t9)+ asin( (t Y] ; (6.131)
mit ! = P 2 2=4. Zur Bestimmung der Anfangsbedingungen; und a, wird die Bewe-
gungsgleichungeber ein in nitesimales Zeitintervall um den Zeitpunktt = t%integriert,

Z 04 o2 d Z 04
l dt —+ —+12 Gt tY=li dt (t t 6.132
I'nE) 10 dt? dt 0 ( (b Ir!nO 10 ( () ( )
d t=t%
, lim —=G(t t =1 6.133
m et O (6.133)
: |I|rTE)G.( )=1: (6.134)

Beim bergang von Glg. (6.133) nach Glg. (6.134) haben wir ausgenutdgss lim, ¢ G( ) =
0 (also vor dem Sto ) ist. Beim®bergang von Glg. (6.132) nach Glg. (6.133) haben wir aus-
genutzt, dass aus der Stetigkeit und Beschanktheit von G(t) fur t ! t%folgt

stetig 0

Term proportional : Ii!rrg)[G(t t%]ii? =Ii!mo(G() G( ) (6.135)

Vor de:m Sto

; imG()=lim G( ) 0 (6.136)
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und (MWS der IR = Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Z o,
Term proportional ! 3 : lim G(t t9dt

t0

MWS:der IR besc:hankt

im [2 G(0)] 0:
(6.137)

Wir haben somit folgende Gleichungen, um die Koe zientera; und a, aus den Anfangsbe-
dingungen zu bestimmten:

iMG()=0 und limG()=1: (6.138)

Damit nden wir

1
=0 und a,= T (6.139)
Somit lautet die gesamte Green Funktion
le 2t Oginl (t t9Y] furt>t°
— !
Gt tY= 5 fr t < £ 0 (6.140)

Die Auslenkung des Massepunktes aufgrund einer beliebigen zeitlidbhangigen Kraft ist
dann gegeben durch
yA 1
x(t) = G(t  tYf (t9at®: (6.141)
1

Diesesx(t) lost

X+ x+12x=1(); (6.142)
denn
= d? d
X+ X+ !3x= dt® —+ —+12 Gt t9f (Y= "f(1): (6.143)
1 dtz  dt
I {z }
(t 19

Es sei noch angemerkt: Die Antwort, gegeben durch die Green Htion, ist nicht instantan
sondern zeitlich verpgert, retardiert.



Kapitel 7

Zweitellchensysteme (mit
Zentralkraft)

Im Folgenden wollen wir uns mit Zweiteilchensystemen mit Zentralkrafbeschaftigen. Unter
einer Zentralkraft versteht man eine Kraft, die in jedem Punkt desRaumes nach einem
festen Zentrum hin oder von diesem weg gerichtet ist. Viele Zentralifte sind konservative
Gradientenfelder zu einem kugelsymmetrischen ZentralpotenttaBeispiele &ir konservative
Zentralkrafte sind die Gravitationskraft?® oder die Coulombkraft.

Konkret ist unser Ziel, das Zweibrperproblem zu bsen. In der Physik versteht man
darunter die Berechnung der Bewegung zweierekper, die ohne zustzliche au ere Ein msse
nur miteinander wechselwirken. Typische Beispiele sind zwei astranische Objekte wie
Doppelsterne oder Planet und Sonne oder Planet und Mond usw., dierdh das gegenseitige
Schwerefeld aneinander gebunden sind und sich umeinander bewegeler aber auch zwei
geladene Teilchen, die sich im gegenseitigen elektrostatischen Feldielnen oder absto en.
Die Kraft ist in diesen Beispielen umgekehrt proportional zum Quadtades Abstandes der
beiden Kerper. Im ersteren Fall handelt es sich um die Gravitationskraft, inetzteren um die
Coulombkraft. In der Astronomie wird das Zweilorperproblem auch als da¥eplerproblem
bezeichnet. Es war Johannes Kepler, der mit den drei nach ihm beméen Gesetzen als
erster die genaue Form der Bewegungirf gebundene Zwei&rpersysteme angeben konnte.
Die Herleitung der Keplerschen Gesetze ist eine Standardaufgahles &lassischen Mechanik,
welche zuerst von Isaac Newton gett wurde.

Diese Bewegungen zeigen sich auch dann, wennezmkiche au ere Krafte wirken, diese
sich aber #r jeden der beiden korper gerade aufheben.

7.1 Schwerpunkt- und Relativkoordinaten

Wir betrachten also zwei Kerper der Massenm; und m, an den Orten +; und +,, siehe
Fig. 7.1. Wir nehmen an, dass die Gesamtmasse des jeweiligearpérs punkt®rmig in
einem Massepunkt vereinigt ist. rper 2 ubt auf Kerper 1 die Kraft F,; aus. Die Kraft

LEin Zentralpotential ist ein Potential, das nur vom Abstand r zum Kraftzentrum abhangt
2Es hangt vom Bezugssystem ab, ob das stimmt. So ist die Gravitation z.Bnur im Schwerpunktsystem
eine Zentralkraft.

81
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wirkt in Richtung der Verbindungslinie
f=f (7.1)

der beiden Kerper. Da actio=reactio gilt, bt Kerper 1 auf Kerper 2 die gleiche Kraft aber
mit umgekehrten Vorzeichen aus. Also

-F
Foi= F — 7.2
n= P o (72)
Wir haben die folgenden Bewegungsgleichungesr die beiden Massepunkte,
mt = Fn (7.3)
mz’%’z = PlZ . (74)

Das System hat insgesamt 6 Freiheitsgrade (z.B. die drei Raumkdoraten der beiden Mas-
sepunkte). Die Erhaltungsge en des Systems sind der Gesamtimpuls

P=p+p; (7.5)
der Gesamtdrehimpuls

C=Ci+0C, (7.6)
und die Gesamtenergid&. Denn

d d d

ap: aﬁ_+ aﬁz: For+ Fio=0: (77)
Und

EE-£L~+EL~—+ Faut++t, Fio=(fx1 *) Fu1=0; (7.8)

dt _dt 1 dt 2— "N 21 2 12 — 1 2 21 — ) .

da F,;  +5f. Die Energieerhaltung lennen wir herleiten, indem wir die beiden Bewe-
gungsgleichungen (7.3) und (7.4) jeweils m#; bzw. £ multiplizieren und aufaddieren. Mit
Fo. Fiund Fy, F; ergibt dies
X2 X2
m(y &)= F #: (7.9)

i=1 i=1

Abbildung 7.1: Das Zweilerperproblem.
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Auf der linken Seite steht die zeitliche Ableitung der gesamten kinetisen EnergieT,

1 X
T= 5 m;+ (7.10)

i=1
Zur Behandlung der rechten Seite gehen wir bei unserem Problemmnservativen Kmften
aus. Fur diese gilt
rotF; =0 : (7.11)
Damit |asst sich ein konservatives Potential de nieren, so dass
Fi= iV(®: (7.12)

Somit ergibt sich #r die rechte Seite

X dv
(FiV) &= a: (7.13)

i=1
Insgesamt erhalten wir @ir die Gesamtenergice = T + V damit

%E = %(T +V(#) =0 (7.14)

und also Energieerhaltung.

Zur weiteren Behandlung des Problemaihren wir die Relativ- und Schwerpunktkoordina-
ten+und R ein. Durch dentbergang vonfy, +, zu den Relativ- und Schwerpunktkoordinaten
+ und R kann das Zweilerperproblem auf einaquivalentes Einlerperproblem zumickgegihrt
werden. Die Relativkoordinater ist de niert durch (siehe auch oben)

t=f . (7.15)

Die De nition der Schwerpunktkoordinate R ist

+
R= Mifi¥ Mof . (7.16)
mi+ mo

Damit haben wir

m
o= R+ (7.17)
m
£, = R Vlf; (7.18)
wobei
M=m;+ m, (7.19)

die Gesamtmasseales Systems bezeichnet. Die beiden gekoppelten Bewegungsglegtiu
(7.3) und (7.4) kennen dadurch in zwei entkoppelte Bewegungsgleichungesr fr und R
eberfeahrt werden. Aus Glg. (7.16) leiten wir ab

MR=m#&+mMe=FP (7.20)

3Es hangt nur von der Relativkoordinate + ab.
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und also
MR=P=0: (7.21)

Der Massenschwerpunktefhrt also eine geradlinig gleicldrmige Bewegung aus. Die zweite
Bewegungsgleichungeir die Relativkoordinate nden wir folgenderma en:
Fo1  Fio _ 1 1

4 Fy: 7.22
e e mitm A (7.22)

Wir fehren diereduzierte Masse ein®

1 1 ! mims,
= — 4+ = = 7.23
mq mo M ( )

und erhalten damit
t=Fy F((¥®: (7.24)

Diese Gleichung besagt, dass sich die Relativkoordinatg) so verhalt, als ob sich ein kerper
der Masse im Zentralfeld F = F,; bewegt. Wir haben damit eine ektives Ein-Teilchen-
Problem.

Wir zerlegen nun den Gesamtdrehimpul§ in einen Relativ- und in einen Schwerpunkt-
anteil C, und Cg:

C = El + EZ =% mi + Mots
m m m m
= R+ sz m; R+ sz_ + R Vlf m, R Vlf_
mim3 + m,m?
= (m+my)R R+ 2 : Zle &
|— )
= [+ L, ; (7.25)
mit
Cs= MR R (7.26)
und
C,= + =+ (7.27)

Der Relativ- und Schwerpunktdrehimpuls sind jeweils getrennt erlitan. Ebenso lennen wir
die Energie in einen Relativ- und einen Schwerpunktantelt, und Es zerlegen:

E=Es+E,; (7.28)
mit
1
Es= é|v| R? (7.29)
und
1
E, = 5 £+ V(D) : (7.30)

Die Relativ- und Schwerpunktenergie sind jeweils getrennt erhalten

4Die reduzierte Masse ist immer kleiner als die kleinere der beiden Massemd nahert sich ihr an, wenn
die gre ere Masse gegen unendlich strebt.
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7.2 Bahnkurven

Aus der Drehimpulserhaltung folgt, dass die Bewegung in einer Ebestatt ndet. Denn (wir
nennen ab jetztC, der Einfachheit halberL)

C+tr=m(+ ® +=0; (7.31)
wobei wir ab jetzt die reduzierte Masse mit m bezeichnen, also
m : (7.32)

Dies ist die Ebenengleichung (siehe Fig. 7.2irfdie Normalform einer Ebenengleichung)
durch den Nullpunkt. O.B.d.A. nehmen wir an, dass die Bewegung in det-y Ebene
verlauft. Die Einfehrung der Polarkoordinaten

X=rcos und y=rsin' (7.33)
liefert mit
X=rcos r'_sin" und y=rsin' +r'_cos (7.34)

fur den Drehimpuls (nur die L,-Komponente ist ungleich null &ir die Bewegung in derx-
y Ebene)

L, =(L), = m(xy. xy)= mr?_: (7.35)
Und fur die Energie haben wir
E.E = ome¢+y)+ V(D)

1 1
= “mr?+ émrz'_z+ V(r)

2
1 2 L§

= Zmri+ —Z_+ V(r): 7.36
2 s 2mr?2 (") ( )

Abbildung 7.2: Die Normalform der Ebenengleichung.
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Abbildung 7.3: Das e ektive Potential.

Bei dem ersten Term auf der rechten Seite handelt es sich um die kisehe Energie #ér eine
Bewegung in radialer Richtung, der zweite Term ist die Rotationsengie und der dritte die
potentielle Energie. Die beiden letzteren Terme sind lediglich eine Fundth der Radialko-
ordinate r, so dass sie zu einen e ektiven Potentidle (r) zusammengefasst werdenekinen
(wir nennen der Einfachheit halberL, ab jetzt L), also

2

2mr 2
Wir haben also somit die Bewegungsgleichung unter Ausnutzung derhaltungssatze auf
eine DGL 1. Ordnung reduziert éir eine Bewegung im eindimensionalen Raumamlich der
Radialkoordinater als Funktion der Zeit, d.h.r = r(t). Die DGL lautet

Ue (r) =

+V(r): (7.37)

1
Emr_2+ Ue (r)= E: (7.38)

Daraus folgt
r

= ZE (7.39)

Eine physikalische Bewegung ist nur in den Gebieteneglich, in denen das e ektive Potential
Ue < E . Nurdann ist das Ergebnis reellwertig. Wir betrachten im Folgendeniel Bewegung
eines Planeten der MasSem um die Sonne mit MasséM . Der typische Verlauf vonU, fur
die potentielle Energie des Planeten im Gravitationspotential der Sae,

V(r) = m'\r"G : (7.40)

ist in Fig. 7.3 dargestellt. Es lennen hier zwei typische Blle unterschieden werden:

(1) Fur Energien E4, die kleiner sind als das e ektive Potential im Unendlichet ist die
Bewegung immer nur innerhalb eines bestimmten Raumbereichs

Fmin <T <T max (7.41)

SFur die Bewegung des Planeten um die Sonne mitM m ist die reduzierte Masse des
Zweikerperproblems ungeéhr gleich der Planetenmassen.

5Diese sind hier negative Energien, da der Maximalwert vonUs (im Unendlichen) hier zu 0 gesetzt
wurde.
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erlaubt. Der Massepunkt #hrt eine periodische Bewegung zwischen diesen beiden
Raumpunkten durch. Fer

U = E ; r=0: (7.42)

D.h. hier besitzt der Massepunkt die minimal ragliche Energie und dihrt eine Kreis-
bewegung aus. Br ein Potential, das proportional zu Er oderr? ist, ist die Bahnkurve
eine Ellipse, siehe unten.

(2) Fur EnergienE,, die gm er sind als das Potential im Unendlichen, ndet die Bewegung
im Raumgebiet

F'>T miniE, (7.43)

statt. Ein Massepunkt, der aus dem Unendlichen kommt, kehrt bai = ryne, Sei-
ne Bewegung um und bewegt sich zeck ins Unendliche. fir E = U, (1 ) ist die
Bahnkurve eine Parabel,dr E > U, (1 ) ist sie eine Hyperbel (siehe unten).

Aus E = const: ergibt sich fur Eq. (7.38)

dt= g2 . (7.44)

2(E U,)

Daraus kannt(r) und damit dann r(t) berechnet werden. Da dies kompliziert ist, wird statt
dessen eine neue Variable

s= = (7.45)

eingeklhrt. Daraus soll s als Funktion von' bestimmt werden:

ds d 1 dt ri_ rmr?
dodrod - . oL (7.48)
Und damit also
L ds
r= S (7.47)
Mit
1
V(g) = V()= mMGs (7.48)
erhalten wir fer Glg. (7.36)
" #
L2 ds *
R - + + = : .
om d S V(s)= E (7.49)
Nochmaliges Di erenzieren nach liefert
2 2
Lo pdsds 50 Vds (7.50)

2m “d' d' 2 d dsd
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Daraus folgt
Fs gz MV _geM.
d 2 L2 ds L2’
Hierbei handelt es sich um eine inhomogene DGL 2. Ordnung. Die allgengelLesung der
zugelorigen homogenen DGL lautet

(7.51)

sh(" )= asin" + a,cos': (7.52)
Die spezielle osung ist gegeben durch
M

ss(') = GmZF ; (7.53)
Somit lautet die allgemeine lbsung der inhomogenen DGL 2. Ordnung
. M
s(")=sp(" )+ ss(" )= a1 sin' + a,cos + szﬁ : (7.54)

Die Koe zienten a; und a, der homogenen bsung werden aus den Anfangsbedingungen
bestimmt. Es wird gefordert, dass der sonnemghste Punkt (also, dar minimal, folglich s
maximal) bei' =0 liegt. Das hei t, dass

d
d,s =0 (7.55)
' =0
2
3,32 0 (7.56)
' =0
sein messen. Aus Glg. (7.55) folgt
d o
d_'s =(aycos asin')j._,=a=0: (7.57)
=
Aus Glg. (7.56) folgt
d’s B . e _ _
g2 =( asin aCos' )j. o= &<0; a>0: (7.58)
' =0
Somit erhalten wir far die Bahnkurve
1 M
5= - % cos + szp : (7.59)
Mit den De nitionen der Konstanten
L2
k = W und ap = E 0 (760)
ergibt dies
1 1
o= E(1+ cos ) : (7.61)

Dies ist die Gleichung eineKegelschnittsin Polarkoordinaten. Der Parameter > 0 (da
a, > 0) bestimmt die genaue Form dieser Bahnkurve. Wir haben

O0< < 1: Ellpse
=1: Parabel (7.62)
> 1: Hyperbel

Feur =0 ergibt sich die Bewegung auf einer Kreisbahn.
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7.3 Mathematischer Einschub: Ellipse und Hyperbel

Die Gleichungen der Ellipse, Fig. 7.4, und der Hyperbel, Fig. 7.5, mitsantirer Exzentri-
zitaten sind gegeben durch:

Ellipse Hyperbel
Exzentrizitat: =<1 =:>1 (7.63)
. 2 2 — 2 2 p—
Bahnkurve: TrE=l L =1

Die Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte,efr die die Summe der Absinde von zwei
Brennpunkten (F1, F,) konstant (gleich 2a) ist. Zur Polarkoordinaten-Darstellung gelangen
wir, indem wir zunachst den Ursprung in einen der Brennpunkt&, = (e;0) schieben. Damit
haben wir x = % + e;y= %)

(x+e)? ¥

+ —=1": 7.64

2 7 (7.64)
Nun gehen wir zu den Polarkoordinatember,

R=rcos und ¢=rsin'; (7.65)

Abbildung 7.4: Die Ellipse.

Abbildung 7.5: Die Hyperbel.
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und erhalten
(r cos' + e)? N (rsin')? _
a2 B
Dies ergibt eine quadratische Gleichungif r mit den beiden L®sungen

1: (7.66)

’( a ecos )

= : 7.67
(a ecos )(a+ ecos ) ( )
Fur positivesr wahlen wir das positive Vorzeichen und erhalten
03 =a
= — = T (7.68)
a+ ecos 1+ Zcos
Wir setzen
b? e . .
p= P und = 3 (die Exzentrizitat (s.0.)) (7.69)
und gelangen zur Polardarstellung
p
r= ——: 7.70
1+ cos ( )
Aus dem Vergleich mit Glg. (7.61) lesen wir ab, dass
L2
= k= ——— 7.71

Wir wollen nun die Bahnkurve weiter diskutieren. Der Satz von Pythagras liefert
P =a €: (7.72)

Aus Fig. 7.5 lesen wir @r den \sonnenrachsten” und \sonnenfernsten" Punkt ab:

=~

ro = r(' =0)=a e= 1+ (7.73)
k
rr = r(' = )=at+te= l—: (7.74)
Damit haben wir
a ez <@ (7.75)
a+e
und also
03 L2
3 k = M (7.76)

Der DrehimpulsL bein ut also beide Halbachsen. Den Ein uss der Energie gewinnen wir
indem wir Glg. (7.49) fr den sonnenmchsten Punkt auswerten. Dort gilt (siehe die An-
fangsbedingungen):

ds
dl

O=ry=r( =0) Glg.:(7:47)

L
-~ (7.77)
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Damit erhalten wir fur die Gesamtenergie Glg. (7.49)

2

E= L. c™.gm X 1
2mr g ro 5 ro

a2 €& 2ala e

= GmM
m 2a(a €)?
GmM GmM
) E a ) a= —E (7.78)

Die Energie bestimmt also die gro e Halbachsa der Ellipse. Die Energie ist negativE < 0,
da es sich um eine gebundene Bewegung handelir ldie kleine Halbachse nden wir damit

Aus der Konstanz des Drehimpulsek folgt eine wichtige Aussage. Wir betrachten die
Flache dF, die der Ortsvektor in der Bahnebene in der Zeitlt wberstreicht. Dies ist die
Halfte des von+(t) und #(t + dt) aufgespannten Parallelogramms (siehe Fig. 7.6):

dF = Ji(HD Ht+d)j= 5 #) () + HOd)

= %dt #t) #t) (7.80)
Somit nden wir
dF _ jCj .
5= o (7.81)

Daraus folgt derFlachensatz
Bei Drehimpulserhaltung mberstreicht der Radiusvektor (Fahrstrahl) des Massepunktes
gleichen Zeiten gleiche chen.

Wir betrachten die Gesamt ache der Ellipse und nden mit der UmlaufzeitT und Ver-
wendung des Fhchensatzes
dF L

F=ab=T =T " (7.82)

Abbildung 7.6: Skizze zur Herleitung des chensatzes.
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Damit haben wir
T2 2P4m? _ 4m? %k 4 2
= = = = const: 7.83
as L2a L2 GM ( )
Wir kennen unsere Erkenntnisse somit in den 3 Kepler'schen Gesetzesaznmenfassen.

7.4 Die Kepler Gesetze
1. Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunk¢ &onne steht.

2. Der Fahrstrahl von der Sonne zum Planetemberstreicht in gleichen Zeiten gleiche
Flachen.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich wigedKuben der
gro en Halbachsen der Ellipsen.



Anhang A

Appendix

A.1 Bewegungsgleichungen - Konservative Kr afte

Im Folgenden soll anhand verschiedener Beispiele die Anwendung &ehaltungssatze zur
Beschreibung der Dynamik eines Massepunktes diskutiert werdéfir beschranken uns hier
auf konservative Kmfte, also solche Kafte, fer die

F(r5&t) = F(f) = Feons. ! (A.1)

A.1.1 Lineare Bewegung

Die Kraft wirkt bei der linearen Bewegung nur in eine Richtung, in ungem Beispiel hier in
x-Richtung, also

F(¥)= FX)& : (A.2)
Die Rotation der Kraft verschwindet. Das Potential ergibt sich aus
Z X
V(x) = F(x9dx°; (A.3)

Xo

wobei wir die das \Referenz"-Potential
V(Xo) =0 (A.4)

gesetzt haben. Die Ortskoordinate ist parallel zur Kraft € k F). Da es nur eine Beschleu-
nigung in Richtung der Kraft gibt, ist auch die Geschwindigkeit parallekur Ortskoordinate
(¥ k #). Somit haben wir verschwindenden Drehimpulsi{= # = 0) und verschwindendes
Drehmoment M = + F =0). Ein verschwindender Drehimpuls beschreibt o ensichtlich ge-
rade genau eine lineare Bewegung. Es ist also eigentlich nur die Enezdialtung interessant.
Fur diese gilt

gx_? +V(X) = E: (A.5)

Hierbei handelt es sich um eine DGL 1. Ordnung, die zur Bestimmung rdBahnkurve x =
x(t) gelost werden muss. Wir erhalten zuachst
dx ?

4 = mE VI (A.6)
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Da links etwas steht, das immer positiv ist, mus& > V (x) gelten. Falls diese Bedingung
in gewissen Gebieten nicht ewllt ist, so ist in diesen Gebieten die Bewegung nicht eglich.
Als Beispiel betrachten wir das Potential und die Energie, die in Abb. A dargestellt sind.

Abbildung A.1: Potential V(x) und EnergieE.

Daraus sehen wir, dass in den Gebieten
X1 X Xo und Xz X (A.7)

die Bewegung erlaubt ist. Die Punktexi.,.3 werden alsUmkehrpunktebezeichnet, da die Ge-
schwindigkeit des Massepunktes an diesen Punkten ihr Vorzeichemdert, die Richtung der
Bewegung sich also umkehrt. Zwischen den Punkten und x, ndet hierbei eine periodische
Bewegung statt. Kommt der Massepunkt aus dem Unendlichex & 1 ), so werrde er am
Punkt x5 re ektiert. Die Potentialbarriere zwischen x, und x3 verhindert ein Eintreten in

das Gebietx  Xa.

Die Ruhepunktesind die Punkte, an denen keine Kraft auf den Massepunkt wirkt, d.h

dv

F=0 ; ax 0: (A.8)
Ein Massepunkt, der sich dort be ndet und eine verschwindende Gehwindigkeit hat, bleibt
fur immer an diesem Punkt. Gebrt die verschwindende Ableitung zu einem Maximum, so
handelt es sich um einenstabile Ruhelageln diesem Fall reicht eine winzige Strung, eine
winzige Auslenkung aus der Ruhelage, die zu einer Kraftrt, die den Massepunkt aus
der Ruhelage beschleunigt. Im Fall eines Minimums des Potentials higg® handelt es sich
um einestabile RuhelageEine kleine Auslenkung aus der Ruhelage ruft eineeiekstellkraft
hervor, die den Massepunkt zwrck in die Ruhelage beschleunigt. Die Ruhelage ist stabil.
Massepunkte streben also immer dem Potentialminimum entgegen. Sersuchen, die po-
tentielle Energie zu minimieren.

Aus Glg. (A.6) erhalten wir
d r 2
X
X = at H[E V(x)] : (A.9)
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Es gibt zwei Losungen. Welche davon die richtige ist, ergibt sich aus physikalisch8herlegungen.
Nach Separation der Variablen erhalten wir

dt= ¢ dx— ; (A.10)
=[E - V(X)]
Integration liefert
Z X dXo
t=t(x) = §—— +const. : (A.11)

v  Z[E V(X9

Hier sind die Energie und die Integrationskonstante (‘const.’) die be@wh Konstanten, die
zur allgemeinen losung der Bewegungsgleichung (eine DGL 2. Ordnung) gt und in
der Aufgabenstellung vorgegeben werden. Die Umkehrfunktion= x(t) der Glg. (A.11) ist
dann die gesuchte Bahnkurve.

A.2 Nichtkonservative Kr  afte

Als Beispiel #r eine nichtkonservative bzw. dissipative Kraft soll im Folgenden einKraft
betrachtet werden, die neben der Abdingigkeit vom Ort auch eine explizite Zeitabhngigkeit
aufweist, also

F = F(xt): (A.12)

Dies ist nur ein Beispiel @ir eine dissipative Kraft. Far solch eine Kraft kann die Rotation
verschwinden,

rotF(«t)=0 ; (A.13)
und es kann auch ein explizites zeital®tmgiges Potential existieren,
F(rt)= gradv(st): (A.14)

Dennoch gilt keine Energieerhaltung. Das Kraftfeld ist nicht konsgativ. Wir schauen uns
im Folgenden die zeitliche Ablangigkeit der Energie an:

dT X @wdx; Qv, @v.

— = F(x = : = == = A.15
. F(rt) & gradV (;t) = . @x dt at’ @t ( )
wobei im letzten Schritt eine Null dazu addiert wurde. Da
@wx; @V dav
b A.l
@x dt @t dt (A.16)
erhalten wir
d @V
“ V)= = - A.17
all*Vv) @t (A.17)

Die zeitliche Anderung der Gesamtenergie ist also durch die partielle Zeitableiturdgs Po-
tentials gegeben. Damit wird dem Massepunkt Energie zugéit bzw. entzogen.

Dissipative sind Krafte durch F(¥;t), F (¥ € oder rotF(¥) 6 0 charakterisiert. Und es
gilt fur eine allgemeine Kraft mit konservativem und dissipativem Anteil,

F= r:‘cons.(f') + I':—diss('F;'Ert) ;
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dass

F‘COI’]S.(‘F')
E(T +V)
dt

gradVv () ; (A.18)
Fdiss ! (Alg)

Bei der Dissipation wird mechanische Energie in andere Energieformg&.B. Warme) um-
gewandelt.



