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Kapitel 1

Einleitung

Disclaimer: Dieser Vorlesungsaufschrieb erhebt keinen Anspruch auf Fehlerfreiheit.

Allgemeine Informationen zur Vorlesung, zum Ubungsbetrieb und zu den Klausuren finden
Sie auf der homepage der Vorlesung:

https://www.itp.kit.edu/courses/ws2017/theoa/

Dort finden Sie auch die Ubungsblitter zum Herunterladen.

1.1 Literatur

Physik

e W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 162, Klassische Mechanik, Springer Ver-
lag.

Relativ grofles Gewicht auf das Einiiben von Formalismen, weniger auf die aus-
fithrliche Diskussion des physikalischen Gehaltes; Herleitungen oft im Detail vor-
gefithrt; Darstellung ist fast immer klar; viele gute Ubungsaufgaben mit Losungen
und Kontrollfragen; 1. Band enthélt eine recht ausfiihrliche Wiederholung der
relevanten mathematischen Methoden; moderne Themen wie Integrabilitit und
Chaos nicht enthalten; relativistische Mechanik findet sich in Band 4.

e H. Goldstein, C.P. Poole Jr., J.L. Saftko, Klassische Mechanik, Wiley-VCH.

Im Vergleich zu Nolting mehr Gewicht auf Diskussion, weniger auf mathemati-
sche Zwischenschritte; neue Auflage enthédlt Chaos und numerische (computer-
gestiitzte) Ubungsaufgaben; Buch ist geeignet fiir Studierende, die sich den Stoff
selbst erarbeiten.

e [.D. Landau, E.M. Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik, I, Mechanik, Verlag
Harri Deutsch.

Zwischenschritte selten angegeben und Diskussionen kiirzer als bei Goldstein;
modernere Themen fehlen; meist schwierige Ubungsaufgaben ohne Losungen; re-
lativistische Mechanik findet sich in Band 2.

o F. Kuypers, Klassische Mechanik, Wiley-VCH.
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2 Einleitung

Hoher Anteil von Beispielen und Ubungsaufgaben mit ausfiihrlichen Losungen;
wenig Raum fiir eigentliche Darstellung der Theoretischen Mechanik; enthélt re-
lativistische Mechanik und chaotische Dynamik.

T. Fliebach, Mechanik, Spektrum Verlag.

J. Honerkamp und H. Romer, Grundlagen der klassischen Theoretischen Physik, Sprin-
ger.

F. Scheck, Mechanik, Springer.

R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics Vol. 1.

Mathematik

e [.N. Bronstein, K.A. Semendjajew, G. Musiol, H. Miihlig, Taschenbuch der Mathema-
tik, Verlag Harri Deutsch.

e R. Shankar, Basic Training in Mathematics (A Fitness Program for Science Students),
Plenum Press, New York.

1.2 Was ist theoretische Physik?

Die Physik (lateinisch physica 'Naturlehre’) ist eine Naturwissenschaft. IThr Ziel ist die Ermitt-
lung der Gesetze, denen die unbelebte Natur folgt, und deren mathematische Beschreibung.
In den letzten Jahrhunderten wurde hierfiir die folgende Strategie entwickelt und verfolgt:

e Es werden - im Gegensatz zur reinen Naturbeobachtung - gezielte Experimente durch-
gefiihrt.

e Die Messergebnisse werden durch das Aufstellen méglichst allgemeiner mathematischer
Zusammenhénge zwischen den Messgrofien interpretiert.

Beides ist notig fiir eine umfassende und aussagekriftige Beschreibung der Natur. Der Aus-
gangspunkt fiir die theoretisch-mathematische Formulierung der Naturgesetze ist immer das
Experiment. Dieses entscheidet auch endgiiltig iiber die Richtigkeit einer Theorie. Mit der
fortschreitenden Spezialisierung der Physik im 20. Jahrhundert wurde eine Arbeitsteilung
in Experimentalphysik und theoretische Physik sinnvoll. Im Laufe der Zeit hat sich in der
theoretischen Physik ein grofies Mafl an Universalitdt herausgebildet, so dass verschiedene
Gebiete der Physik durch dhnliche Prinzipien und Begriffsbildungen charakterisiert werden.
So finden z.B. in der Theorie der Turbulenz von Stromungen klassischer Fliissigkeiten und
Gase dhnliche mathematische Methoden Anwendung wie in der Elementarteilchenphysik.

In der theoretischen Physik spielen seit den 1960er Jahren Symmetriebetrachtungen eine
wichtige Rolle. So hat man festgestellt, dass z.B. die zwischen Elementarteilchen erlaubten
Wechselwirkungen durch zugrunde liegende Symmetrien bestimmt sind. Mit diesen Symme-
trien sind Erhaltungsgréfien verbunden, die in unserem Beispiel hier die Elementarteilchen
und deren Wechselwirkungen charakterisieren. Das Zuriickfithren auf Symmetrien ermoglicht
eine einfache und vereinheitlichte theoretische Beschreibung. Ahnliche Prinzipien finden in
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der Festkorperphysik Anwendung und werden, insbesondere nach der Entdeckung neuer Ma-
terialien, immer weiter entwickelt.

Die theoretische Physik ist heute auf vielen Gebieten mit vollig neuen Fragestellungen
und Entwicklungen konfrontiert, die einen Strom neuer Ideen und Denkweisen hervorrufen.
Dies liegt daran, dass die Physik neuen Problemstellungen gegeniiber offen und flexibel. ist.

Die erste Vorlesung iiber theoretische Physik fithrt anhand der Newtonschen Mechanik
der Massenpunkte in die Denkweise der theoretischen Physik ein. Gleichzeitig werden die
mathematischen Grundlagen fiir die ersten Semester vermittelt. Es soll sowohl die Begriffs-
und Strukturbildung in der theoretischen Physik verdeutlicht werden als auch die Fahigkeit
vermittelt werden, physikalische Vorgénge der Mechanik zu berechnen. Die Mechanik ist
uns aus der alltdglichen Erfahrung bekannt und damit hervorragend geeignet, Sie mit den
allgemeinen Zielen der theoretischen Physik vertraut zu machen. Eine gute Theorie muss
in der Lage sein, beobachtete Phidnomene zu beschreiben und erkldren sowie auch nicht
beobachtete Phdnomene vorherzusagen. Hierfiir werden auf der Grundlage von Erfahrungen
und Beobachtungen allgemeine Grundséitze, Axiome, aufgestellt. Mithilfe der Axiome und
mathematischer Methoden werden Gesetze aufgestellt, die Vorhersagen fiir beobachtbare
GroBen machen, die im Experiment iiberpriift werden. Die Theorie motiviert aber auch,
Experimente zu entwickeln, die bisher nicht beobachtbare Phéanomene untersuchen, die von
der Theorie vorhergesagt werden. Bekannte Beispiele der jiingeren Zeit sind die Entdeckung
des Higgsbosons oder die Beobachtung von Gravitationswellen.

1.3 Mechanik

Die (klassische) Mechanik beschéftigt sich mit der Untersuchung der GesetzméBigkeiten,
denen die Statik und die Bewegung materieller Korper unterliegt. Letztere erfolgt unter dem
EinfluB von Kréften, die in der Mechanik als bekannt vorausgesetzt werden. Es handelt sich
also um die Lehre der Bewegung von Koérpern und der dabei auf sie wirkenden Kréfte.

Es gibt mehrere Moglichkeiten, die Mechanik in verschiedene Themenbereiche einzuteilen.

Abbildung 1.1: Galileo Galilei, 1564-1642; Quelle: Justus Sustermans - http://-
www.nmm.ac.uk/mag/pages/mnuExplore/ViewLargelmage.cfm?ID=BHC2700.
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Eine Moglichkeit ist die Unterteilung in die Themengebiete Statik, Kinematik und Dynamik.
Die Statik beschéftigt sich mit der Zusammensetzung und dem Gleichgewicht von Kréften,
die auf einen ruhenden Korper wirken. Die Kinematik (vom altgriechischen kinema, d.h.
Bewegung) behandelt die Beschreibung der Bewegung von Punkten und Kérpern im Raum.
Hierfiir werden die Groflen Zeit, Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung eingefiihrt. Die
Ursachen der Bewegung, die Krifte, werden hierbei aufier Acht gelassen. Die Dynamik (vom
griechischen dynamis, d.h. Kraft) hingegen befasst sich mit der Wirkung von Kréften, al-
so der Beschreibung der Bewegung von Korpern unter dem Einfluss von Kréiften. Es wird
hier also die Ursache der Bewegung betrachtet und mathematisch mit beriicksichtigt. Die
dynamischen Bewegungsgleichungen sind Differentialgleichungen. Weiter kann die Mecha-
nik unterteilt werden in spezielle Teilgebiete: die Mechanik starrer Kérper, in der es um
Massenpunkte und nicht deformierbare Korper geht, die Kontinuumsmechanik, die sich mit
kontinuierlich ausgedehnten, deformierbaren Korpern befasst, und die Statistische Mecha-
nik, die Teilgebiet der Thermodynamik ist. Eine andere Unterteilung orientiert sich an den
mathematischen Methoden zur Beschreibung der Dynamik des Systems. Man unterscheidet
zwischen der Newtonschen Mechanik, die Teil dieser Vorlesung ist, der Lagrangeschen Me-
chanik, der Hamiltonschen Mechanik und der Hamilton-Jacobi Mechanik. Die letzteren sind
Bestandteil der Vorlesung der klassischen theoretischen Physik B. Sie orientieren sich an den
grundlegenden Strukturen eines Systems und dessen Symmetrien, um Bewegungsgleichun-
gen aufzustellen und bilden die idealen Werkzeuge zur Aufstellung neuer Theorien wie etwa
in der Elementarteilchenphysik.

Die Mechanik nimmt unter den Teilgebieten der Physik eine besondere Stellung ein. Sie
ist das dlteste Teilgebiet der Physik und bildet die Grundlage fiir die gesamte theoreti-
sche Physik. Die planméflige Erforschung der Naturgesetze begann im 16. und 17. Jahrhun-
dert in der Mechanik. Beispielsweise wurde mit den Fallversuchen von Galilei (G. Galilei,
1564-1642, Abb. 1.1) erstmals das gezielte Experimentieren als Hilfsmittel wissenschaftlicher
Erkenntnis in der Physik eingefiihrt. Galileis Untersuchungen zur Dynamik wurden von Huy-
gens (C. Huygens, 1629-1695, Abb. 1.2) fortgefithrt und von Newton (I. Newton, 1643-1727,
Abb. 1.3) zu einem gewissen Abschlufl gebracht. Auf den Newtonschen Axiomen fuit das
ganze Gebaude der klassischen Mechanik.

Das mechanistische Weltbild des 19. Jahrhunderts beruht auf der Idee, dass die gesamte
Wirklichkeit durch strikte Naturgesetze bestimmt wird. Physikalische Vorgéinge sind dann
verstanden, wenn sie mechanisch erklart werden konnen. Man geht davon aus, daf§ alle
Zustdnde zu allen Zeitpunkten errechenbar sind, wenn man die Naturgesetze und Zusténde
zu einem bestimmten Zeitpunkt exakt kennt. Wir wissen heute, daf dies auf viele Phinomene
nicht anwendbar ist. So haben moderne physikalische Theorien zwar ihren Ursprung in
der klassischen Mechanik. Diese hat aber nur einen beschrankten Giiltigkeitsbereich. Die
Phénomene der Quantenwelt sehr kleiner Teilchen etwa miissen durch die Quantenmechanik
beschrieben werden (siehe Vorlesungen Quantenmechanik I+II). Und bei Teilchengeschwin-
digkeiten nahe der Lichtgeschwindigkeit muf} die klassische Mechanik durch die relativistische
Mechanik (siehe Vorlesungen Mechanik A, Elektrodynamik und Quantenmechanik IT) ersetzt
werden.

Im ersten Teil der Vorlesung (Mechanik A) werden Sie mit wichtigen Grundbegriffen und
mathematischen Methoden vertraut gemacht, die auch fiir die anderen Teilbereiche der Phy-
sik wichtig sein werden. Wir werden die Kinematik und die Dynamik von Massepunkten und
Systeme von Massepunkten behandeln. Es werden die Newtonschen Axiome eingefiihrt. Wir
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Abbildung 1.2: Christiaan Huygens, 1629-1695; Quelle: Caspar Netscher - http://-
ressources2.techno.free.fr /informatique/sites/inventions /inventions.html.

werden uns mit Energie, Impuls und Drehimpuls beschéftigen sowie deren Erhaltungssétzen.
Es werden Schwingungen und insbesondere der Harmonische Oszillator behandelt sowie das
Zweikorperproblem unter dem EinfluBl einer Zentralkraft. Wir betrachten hierbei das Kep-
lerproblem. Schliellich wird die Streuung von Teilchen anhand der Rutherford-Streuung
untersucht, bevor die Vorlesung mit Vielteilchensystemen abschlief3t.

Der zweite Teil der Vorlesung (Mechanik B im SS 2018) fiihrt den Lagrangeformalismus
ein. Es werden Variationsprinzipien behandelt und der Zusammenhang zwischen Symmetrien
und Erhaltungssétzen diskutiert.

Abbildung 1.3: Sir Isaac Newton, 1643-1727; Quelle: Godfrey Kneller - National Portrait
Gallery: NPG 2881 While.
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Kapitel 2

Kinematik

Die Kinematik beschreibt die Bewegung von Korpern. Die geschieht durch die Angabe von
Ortskoordinaten und deren Zeitabhéngigkeit. Fiir die vollstdndige Beschreibung des Bewe-
gungszustandes eines Systems sind unter Umsténden viele Angaben erforderlich, da einzelne
Teile ganz verschiedene Bewegungen ausfithren konnen. Jedes System jedoch ist aus einzel-
nen Punkten zusammengesetzt. Daher betrachten wir hier die Beschreibung der Bewegung
eines einzelnen Massepunktes. Zunéchst aber sollen einige mathematische Grundlagen be-
reitgestellt werden.

2.1 Mathematischer Einschub

2.1.1 Vektoren

Vektoren sind allgemein im Raum R™ (n € N) definiert. Sie sind damit definiert als die
Menge der n-Tupel (z1, z, ..., x,) mit x; € R. Der Vektor @ im drei-dimensionalen Raum ist
dann gegeben durch

ay Ay
acR® mit a | =1| a, | . (2.1)
a3 a

Die Punkte des physikalischen Raumes kénnen durch Vektoren @ € R? beschrieben werden.
Hierfiir ist allerdings ein Koordinatensystem mit Ursprung notwendig. Das Koordinatensy-
stem bildet mit seinen Achsen das Referenzsystem, beziiglich dessen der Vektor definiert
wird. Wir betrachten ein kartesisches Koordinatensystem gebildet aus drei orthogonalen
Achsen in z-, y- und z-Richtung, die sich in einem gemeinsamen Punkt, dem Koordina-
tenursprung schneiden, siehe Abb. 2.1. Die Richungen der drei Achsen werden durch Ein-
heitsvektoren definiert, d.h. Vektoren der Lange 1. Die Einheitsvektoren des kartesischen
Koordinatensystems in den drei Richtungen z, y und z sind definiert als

1 0 0
a=(0], ¢=(1], e=|0]. (2.2)
0 0 1

Die Einheitsvektoren bilden eine orthonormale Basis, beziiglich derer sich jeder Vektor durch
die Angabe seiner Koordinaten beziiglich €., €, und €, charakterisieren lésst. Also

a = z€y + ay€y + a.€, . (2.3)
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Koo'dma}e(m;fiurﬁ 0 X
Abbildung 2.1: Das kartesische Koordinatensystem.

Ortsvektor: Die zu Beginn der Vorlesung am haufigsten verwendeten Vektoren sind Orts-
vektoren, i.a. mit 7 bezeichnet. Mit diesen beschreiben wir Punkte im Euklidischen Raum.
Mit der Angabe des Koordinatenursprungs wird ein Bezugssystem festgelegt. Der Ortsvektor
eines Punktes P ist dann der Vektor, der den Koordinatenursprung mit dem entsprechenden
Punkt im physikalischen Raum verbindet, also

Ortsvektor: 0P = 7. (2.4)

Die Definition des Koordinatensystems bzw. des Koordinatenursprungs ist willkiirlich und
nicht eindeutig. So kann jeder beliebige Punkt als Koordinatenursprung mittels einer geeig-
neten Translation, Rotation oder eines Boosts aus dem urspriinglichen Koordinatenursprung
definiert werden. Der Boost ist eine Transformation zwischen zwei Koordinatensystemen, die
sich relativ zueinander mit einer konstanten Geschwindigkeit bewegen. Mit der Anderung
des Koordinatenursprungs dndert sich natiirlich auch der Ortsvektor, siehe Abb. 2.2.

i d
Koocetinodtnsysitrn (v
Utspcuny O W R lks@ﬂmr 0’

O\"\

\

O
ertifnboe dudh L Teouslako

Abbildung 2.2: Der Ortsvektor 7 von P im Koordinatensystem mit Ursprung O und der
Orstvektor # von P im Koordnatensystem mit Ursprung O’. Der Ursprung O’ geht aus O
durch eine Translation hervor.
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Das Skalarprodukt zweier Vektoren a, b € R? ist definiert durch

3
a-bi= azby + ayb, + asb, = Z a;b; | (2.5)

i=1

wobei im letzten Schritt z = 1, y = 2 und z = 3 gesetzt wurde. Das Summenzeichen )
bedeutet, dass iiber die Indizes ¢ von 1 bis 3 summiert wird, also

3
Z (ll'bl' = a161 —+ CLQbQ —+ a3b3 . (26)
i=1

Fiir die oben eingefiihrten Einheitsvektoren gilt offensichtlich

1 fir i=j

€ € =0 = { 0 fiir i (0;; = Kronecker-Delta) . (2.7)

Die Léange bzw. Betrag, auch Norm genannt, eines Vektors ist gegeben durch
|| =Va-a=vVad’>=a. (2.8)
Der Winkel 0 zwischen den Vektoren @ und 5, sieche Abb. 2.3, bestimmt sich aus

@-b=al|b| cos® = abcos . (2.9)

L

Abbildung 2.3: Der Winkel 6 zwischen den Vektoren @ und b.

Bemerkungen:

e Das Skalarprodukt (auch Punktprodukt genannt) @ - b ist ein Skalar, d.h. unabhéngig
vom Koordinatensystem. Die Formel gilt fiir jedes beliebige kartesische Koordinaten-
system.

e Esgilt @-b=0 falls § = 7/2 oder a = 0 oder b = 0.

e Gleichung (2.9) zeigt, dass das Skalarprodukt ein Maf} fiir die Grofie der Projektion
eines Vektors b auf einen anderen Vektor a ist.
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Finschub: Physikalische Grofien kénnen durch Skalare, Vektoren oder Tensoren beschrie-
ben werden. Tensorielle physikalische Groflen sind fiir uns zunéchst nicht relevant. Eine
skalare physikalische Grole wird lediglich durch die Angabe eines Zahlenwertes (Mafizahl)
und einer Einheit (Mafleinheit) charakterisiert. Physikalische Grolen, die beobachtbar sind,
werden mit einer reellen Zahl angegeben. Beispiele sind die Masse oder das Volumen eines
Korpers, Temperatur, Druck oder auch Wellenlénge. Eine vektorielle physikalische Grofle
verlangt sowohl die Angabe des Betrages als auch der Richtung. Beispiele sind die Geschwin-
digkeit, Beschleunigung, Kraft oder Impuls.

Das Kreuzprodukt zweier Vektoren ist definiert durch

. ayb, —a.b,
Cc=dxb=| a.b, —a,b, ) (2.10)
agby — ayb,
Es gilt
(@xb)Lad und Lb. (2.11)

Der Vektor ¢ steht senkrecht auf der durch @ und b definierten Flache, und zwar so, dass a,
b und ¢ ein Rechtssystem bilden, siehe Abb. 2.4.

T+ Duceh & urdl T cifiniec Fothse

Abbildung 2.4: Der Vektor ¢ steht senkrecht auf der durch @ und b definierten Fliche. 6 ist
der Winkel zwischen @ und b.

Fiir die Einheitsvektoren des kartesischen Koordinatensystems finden wir

1 0 0—-0 0
e xey=10|x|1]={0-0]=[0]=¢€ (2.12)
0 0 1-0 1
Und analog
€, X €y =€y, €EyXEe =2~e. (2.13)
Die Léange des Vektors ¢ ist gegeben durch
c=|d =|a||b|sinf = absin b, (2.14)

wobei 6 der Winkel zwischen den beiden Vektoren @ und b ist.
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2.1.2 Differentialrechnung
Differentiation

Wir betrachten eine reelle Funktion im eindimensionalen Raum als Funktion des Ortes xz.
Diese bildet die Ortskoordinate x auf einen Funktionswert f(x) ab,

f:xzeR— f(x)eR. (2.15)

Der Differentialquotient bzw. die Ableitung der Funktion f(x) beschreibt die differentielle
Anderung der Funktion in einem infinitesimal kleinen Interval Az, also
df (x) [z + Ax) — f(x)

. . — / O .
Ableitung von f nach x : 0 f(z) - AI;IEO A

(2.16)

Geometrisch bedeudet diese Grofle die Steigung der Funktion f(z) am Ort x, siehe Abb. 2.5.
Die dazugehorende Gerade ist die lineare Ndherung der Funktion in der ndheren Umgebung
von .

Y s 200t A0 U J
—
{lysbx)
<) G
“X) b, x)
{0 Lt 1

(ﬂu Ax) —{(y))
[1S%

e &%ﬂ%ﬁlim

b0

Abbildung 2.5: Die Ableitung der Funktion f(x) nach x, geometrisch veranschaulicht.

Im folgenden sind einige Ableitungsbeispiele gegeben (k € R):

flz) = aF = f(x) = kat™? (2.17)
flz) = %ﬁ — fl(z) == (2.18)
@) = o @)= (2.19)
f(z) = cosz — f'(x) = —sinz (2.20)
f(x) = sinz — f'(z) =cosz (2.21)
flx) = €= fl(z)=¢" (2.22)
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Die Ableitung einer Funktion f nach der Zeit ¢t wird im allgemeinen mit einem Punkt
bezeichnet, also

flt) = %(tt) = lim f<t+AAti_f<t) : (2.23)

A0

Es gelten folgende Regeln:
d

Summenregel: %[f(x) +g(x)] = f'(z) + ¢ (v) (2.24)
Produktregel: %[f(ﬂf) g(x)] = f'(x)g(z) + f(x)g'(x) (2.25)
Quotientenregel: %gg; = f’(x)g(xézzx{(x)g’(x) (2.26)

Wichtig ist noch die Kettenregel, die anwendbar ist fiir die Ableitung einer Funktion, die
eine Funktion der Funktion der Variablen ist, nach der abgeleitet werden soll:
d df (g) dg(x)

%[f(g(x))] P

Kettenregel: (2.27)

Integration

Die Integration ist die Umkehroperation der Differentiation. Bei der Integration wird zu einer
gegebenen Funktion f(z) die (Stamm-)Funktion F'(z) gesucht, so dass

dF(z) _
- = f(a). (2.28)

Sie berechnet sich geméf3

F(z) = /x f(x')da". (2.29)

Beispiele fiir Stammfunktionen sind

f(z) =sinx — F(x)=—cosx (2.30)
f(x)=¢€" — F(z)= 26“6 . (2.31)

Es wird zwischen der bestimmten Integration mit und der unbestimmten Integration ohne
feste Integrationsgrenzen unterschieden. Letzteres entspricht der Suche nach der Stamm-
funktion F'(x), ersteres hingegen

b
/ f(z)dx = F(z)|°> = F(b) — F(a) . (2.32)
Im folgenden werden wichtige hilfreiche Rechenregeln fiir die Integration gegeben:

Partielle Integration: Sie lasst sich mit Hilfe der Produktregel der Differentiation leicht nach-
weisen. Es gilt:

b b
/ f@)d @dr = f@)g@)’ / f(@)g(e)d
b
— F(b)g(b) — f(a)gla) - / F(@)g(z)dz (2.33)
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Wir betrachten das folgende Beispiel,

b b
v e dr = _x e |P— 1 e dx
. ~— <=~ L~~~
(@) g'(x) flx) g(x) f'(@) g(x)
= be’ —ae” —e*|Pb =eb(b—1) —e(a—1). (2.34)

Substitutionsregel: Es gilt

/ " fg)dg = / " fe@)d (@) (2.35)

Wir betrachten als Beispiel die Berechnung des Integrals

27
/ 2z cos r2dz . (2.36)
N

Es wird die Variable ¢ = 22 ersetzt. Es ist dg = ¢/(v)dr = 2xdx. Die Ersetzung der
Integrationsgrenzen ergibt g, = 2% = 7 und g, = 23 = 47. Somit haben wir

2/ 4
/ 22 cos vidr = / cos gdg = sin g|2" =sin4nr —sint =0—-0=0. (2.37)
i T

Ein anderes Beispiel:

/a *_ads (2.38)

2 4+1

Wir setzen g = 2% + 1. Damit ist dg = ¢/(z)dz = 2z dz. Die Integrationsgrenzen werden
g1 =1+a%>und g, = 1 + b?, so dass wir bekommen'

1% 1 g 1 1. 1+
g 1452
| —_— . 2.39
/1+a2 29 2 ng|1+a2 2 n1+02 ( )

2.2 Bahnkurve, Geschwindigkeit und Beschleunigung

Wir betrachten in der Kinematik die Bewegung von Massepunkten mit einer zu vernach-
ldssigenden raumlichen Ausdehnung. Ein Beispiel hierfiir ist die Bewegung der Erde um die
Sonne, bei der die Erde als Massepunkt ohne Ausdehnung betrachtet wird, in welchem die
gesamte Masse der Erde konzentriert ist. Da wir die Erde als Massepunkt betrachten, wird
jegliche innere Dynamik wie z.B. die Rotation der Erde um sich selbst vernachléssigt.

Bahnkurve: Die Position des Massepunktes wird vollstdndig durch den Ortsvektor

x
r=| vy | =xe + ye, + ze, (2.40)
z

beschrieben. Bewegt sich der Massepunkt in Raum und Zeit, so bildet die zeitliche Abfolge
seiner Aufenthaltspunkte eine Bahnkurve. Diese wird auch als Trajektorie bezeichnet, siehe
Abben. 2.6, 2.7, 2.8. Sie ist definiert durch

'Die Stammfunktion von 1/z ist Inz. Ferner werden wir verwenden, dass Inc — Ind = In(c/d) ist.
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Abbildung 2.8: Trajektorie: Tennisball.

rt)=| y(t) | =z(t)e, +y(t)e, + z(t)e. . (2.41)

Die hier eingefiihrte Zeit ¢ ist ein Parameter, der den Bewegungsablauf charakterisiert. Be-
achten Sie, dass in Glg. (2.41) nur die Komponenten z,y, z der Trajektorie zeitabhingig,
also zeitlich verénderlich, sind, die Einheitsvekorten aber zeitunabdngig sind.
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Geschwindigkeit: Die Geschwindigkeit @(t) eines Massepunktes ist definiert als die diffe-
rentielle zeitliche Anderung des Ortes des Massepunktes,

. dr(t) - . (4 At) — (1)

ot = =g =) = fimy At '

(2.42)

Der Geschwindigkeitsvektor 0(t) ist tangential zur Bahnkurve, siehe Abb. 2.9. In kartesischen

R Blaa i) “Pl) = A7
rlt)

O TPl >
=4 AF

Abbildung 2.9: Der Ortsvekor zum Zeitpunkt ¢ ist 7(t) und zum Zeitpunkt t + At ist er
7+ AT, so dass 7(t + At) — 7(t) = AT

Koordinaten ist die Geschwindigkeit durch die individuellen Geschwindigkeiten der einzelnen
Komponenten gegeben (da die Einheitsvekoren ja zeitlich konstant sind),

F(t) = @(t)&, + §(1)E, + (1)e. . (2.43)

Beschleunigung: Die Beschleunigung d(t) des Massepunktes ist definiert als die differenti-
elle zeitliche Anderung der Geschwindigkeit des Massepunktes. Sie ergibt sich somit aus der
zweiten Ableitung der Bahnkurve nach der Zeit,

_du(t) _dPr(t)

) . I (RN, B 1)
a(t) = =g~ =vlt) = =g =7(t) = lim, At '

(2.44)

Beispiel: Bewegung mit konstanter Beschleunigung
Wir betrachten die Bewegung eines Massepunktes mit konstanter Beschleunigung @(t) = @ =
const. Damit ergibt sich seine Geschwindigkeit zu

t
o(t) :/ a(tydt' =at+C'. (2.45)
0
Die Integrationskonstante C ist gegeben durch

7t =0) = /0 06(t’)dt’+5‘ = O(t) = at+v0) . (2.46)

—_——
=0

Und wir erhalten somit

t
1 = -
F(t) = / §(¢) dt' = Sat* + 5(0)t + ", wobei ¢' = F(0) . (2.47)
0
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Die Beschleunigung finde in negativer z-Richung statt, also

a= —aée, . (2.48)
Die Anfangsgeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei gegeben durch

U(0) = v€; + v.€, . (2.49)
Ferner sei der Ortsvektor zum Zeitpunkt ¢t = 0

7(0)=0. (2.50)

Damit ergibt sich der Ortsvektor zu

x(t) vyt
rt)=| yt) | = 0 : (2.51)
2(t) —tat® + vt

Gesucht ist die Bahnkurve z als Funktion der Position z, also z = z(z). Wir ersetzen hierfiir

T
t=— 2.52
=, 252
so dass
la , v,

Es handelt sich um eine Parabel.

2.3 Koordinatensysteme

Wir haben bisher kartesische Koordinatensysteme betrachtet, in welchen die Koordinatenli-
nien Geraden sind, die durch feste - zeitlich konstante - Basisvektoren definiert sind. Es ist
allerdings héaufig hilfreich, die Bewegung eines Massepunktes in einem anderen Koordinaten-
system zu beschreiben, in dem die mathematische Beschreibung der Bewegung angepasst.
Damit wird die Beschreibung des Problems und auch seine Losung einfacher. Beim Lésen von
Aufgaben sollten Sie sich daher zundchst Gedanken dariiber machen, welche Koordinaten
Sie geschickterweise verwenden.

2.3.1 Natiirliche Koordinaten

Natiirliche Koordinaten bilden ein lokales Koordinatensystem, das an die Bahnkurve des
Massepunktes angepasst ist. Man nennt dies auch ein begleitendes Dreibein, da sich die
Orientierung des Koordinatensystems als Funktion der Bahnkurve éndert und immer relativ
zu ihr orientiert ist.

Wir betrachten zunéchst die Geschwindigkeit. Sie ist tangential zur Bahnkurve gerichtet.
Der Tangenteneinheitsvektor 7(t) is damit durch die Richtung der Geschwindigkeit definiert.
Da die Geschwindigkeit in (Betrag und) Richtung von der Zeit abhéngt, hdngt auch der
Tangenteneinheitslvektor von der Zeit ab. Somit haben wir

T(t) = v(t) 7(t) . (2.54)
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Der Tangenteneinheitsvektor hat die Lénge 1, also
(2.55)

7O =1.
Wir fithren nun die Bogenldnge der Bahnkurve, s, ein. Es ist die vom Massenpunkt zwi-
schen den Zeiten ¢y und ¢ zuriickgelegte Strecke. Bei ihr handelt es sich um einen Skalar. Sie

berechnet sich geméfl
(2.56)

s:s(t):/t:ds(t’):/t:|df(t’)|.

s ist eine monoton wachsende Funktion und kann eindeutig nach ¢ aufgelost werden, also
(2.57)

t=1(s) .
Wir verwenden nun s zur Parametrisierung der Bahnkurve,
r(t) — 7(t(s)) = r(s) . (2.58)
Damit haben wir
dr(s) dri(t) dt 242),07) U U (254)
— SRRV MY 2 2.59
ds dt  ds o] v ’ (2:59)
Die Beschleunigung, ausgedriickt durch den Tangenteneinheitsvektor, ergibt sich zu
. du(t) dT(t)
(v(t)T(t) = ——=T7(t) + v(t)w : (2.60)

. du(t) 2.54) d
= — I t
i) =~ dt " dt
Im letzten Schritt wurde die Produktregel angewandt. Um dieses Ergebnis weiter zu analy-
sieren, betrachten wir |7(t)|> = 7(¢)7(t) = 1. Daraus ergibt sich fiir die zeitliche Ableitung

(die Ableitung einer Konstanten ist 0)
(2.61)

dl d dT(t)

—_— = = —|[7 ool = 2_)

P — 0= Dayry) = 270 T
wobei im letzten Schritt weider die Produktregel verwendet wurde. Gleichung (2.61) zeigt,
dass das Skalarprodukt der beiden Vektoren 7(¢) und d7(t)/dt verschwindet. Das bedeutet,

dass die beiden Vektoren senkrecht aufeinander stehen (sieche Glg. (2.9)),
(2.62)

Y

a7 (t)
r(t) L —=.
T(t) L —,
Merke: Die Ableitung eines Einheitsvektors nach einer Grofle, von der er abhéngt, steht

immer senkrecht zum Vektor selbst.
Wir definieren die Richtung der zeitlichen Ableitung des Tangenteneinheitsvektors als den

Hauptnormaleneinheitsvektor 7i(t), also
(2.63)

aH) |
pn | 7.
Der Hauptnormaleneinheitsvektor ist ebenfalls auf 1 normiert, also
(2.64)

A =1.
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T o d
- ol
Ti g

Abbildung 2.10: Das Winkelelement d¢(t).

Damit haben wir

A7)
= c()i(t) (2.65)

Wir wollen untersuchen, was die GréBe c(t) angibt. Aus der Abb. 2.10 lesen wir ab, dass
die Anderung des iiberstrichenen Winkelelements d¢(t) im Grenzfall eines vernachldssigbar
kleinen Zeitintervalls At gegeben ist durch

_|ditn)] _ Jd7(e))
R(t) ~ [7(0)]

tan(de(t)) = |d7(t)| (2.66)

wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass der Tangenteneinheitsvektor die Norm 1
hat. Nun ist aber der Tangens eines Winkels fiir kleine Winkel etwa gleich dem Winkel
selbst (Taylorentwicklung!), also

tan(do(t)) = do(t) fir do(t) < 1. (2.67)

Somit haben wir

_ ||

= |d7(t)| (2.68)

Bei R(t) handelt es sich um den Kriimmungsradius der Kurve. Er entspricht dem Radius
des Kreises, der in ndherer Umgebung des betrachteten Punktes die Bahnkurve annéhert.
Damit erhalten wir fiir die Lange ¢(t) (beachte, der Hauptnormaleneinheitsvektor hat die
Norm 1)

_ldF)| _ |dE)] _ |due)] o)
dt R(t)dt  R(t) R(t)

c(t) (2.69)

Damit erhalten wir fiir die Beschleunigung mit Hilfe des Tangenteneinheitsvektors und des
Hauptnormaleneinheitsvektors

_ du(t) v(t)?

alt) - T(t) + R

ﬁ(t) = 6|| +d . (2.70)
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Der erste Term beschreibt die tangentiale Beschleunigung, und der zweite beschreibt die
radiale Beschleunigung. Die Grofle R, die den Kriimmungsradius der Bahnkurve beschreibt,
ist fiir eine geradlinige Bewegung unendlich. Die durch 7(¢) und 7i(t) aufgespannte Ebene wird
als Schmiegungsebene der Bahnkurve bezeichnet. Der Beschleunigungsvektor liegt immer in
der Schmiegungsebene.

—

Als dritter Vektor wird der Binormaleneinheitsvektor b(t) eingefithrt. Er steht senkrecht
auf der Schmiegungsebene und ist definiert durch

b(t) = 7(t) x 7i(t) . (2.71)

—

Der Vektor ist ebenfalls auf 1 normier, also |b(t)|* = 1. Er beschreibt Bewegungen aus der
Ebene heraus. In der Mechanik wird er i.a. nicht weiter benotigt.

‘ 2

Koordinatensysteme als solche sind nicht fixiert. So wird ein Punkt im Raum, wenn er re-
lativ zu verschiedenen Bezugsspunkten bestimmt wird, durch unterschiedliche Koordinaten
beschrieben, vgl. Abb. 2.2. Dort gehen die Koordinatensysteme durch Translation auseinan-
der hervor. Und so erhélt man 7 im Bezugssystem mit Ursprung O’ aus 7 einfach durch den
Translationsvektor 5, der die beiden Urspriinge miteinander verbindet,

F=7—b. (2.72)

Koordinatensysteme konnen aber auch gegeneinander rotiert werden. Bezugssysteme von
Koordinatensystemen konnen sich auch als Funktion der Zeit é&ndern. Sie kénnen eine von
null verschiedene Relativgeschwindigkeit zueinander haben.? Oft ist es hilfreich, Koordinaten
von einem Koordinatensystem in ein anderes zu iiberfithren. Vom mathematischen Gesichts-
punkt aus werden hierfiir die entsprechenden Vektoren, die die Koordinaten enthalten, mit
passenden Matrizen multipliziert, die eindeutig die Punkte eines Koordinatensystems in ein
anderes tiberfithren. Im folgenden soll eine kleine Einfithrung in die Matrizen gegeben werden,
bevor wir wieder zu den Koordinatensystemen zuriickkehren.

2.3.2 DMatrizen

Definition: Eine n x m grofle Matrix A € R™™ ist gegeben durch

aip -0 Aim
Qp1 *+ Qpm
Die Eintrdge a;; der Matrix sind reell, a;; € R. Einzelne Elemente der Matrix werden durch

(A)U = Q45 , mit 1 = ]_, IR 2 ] =1..m 5 (274)

bezeichnet.

Spezielle Matrizen:

(1) Eine Matrix mit gleicher Zeilen- und Spaltenanzahl heifit quadratische Matrix.

(77) Eine Matrix mit nur einer Spalte, also m = 1, ist ein Spaltenvektor.

2Ein Beispiel ist ein Koordinatensystem, das in einem fahrenden Zug fixiert ist, in Bezug zum Koordina-
tensystem, des Abfahrtsbahnhofs.



20 Kinematik

(771) Eine Matrix mit nur einer Zeile, also n = 1, ist ein Zeilenvektor.
Rechenregeln:

(7) Bei der Multiplikation einer Matrix mit einer skalaren Grofie A € R wir jedes einzelne
Element der Matrix mit dieser skalaren Grofie multipliziert, also

(77) Bei der Addition zweiter Matrizen, die gleich grof sind, A, B € R™™ werden die
jeweiligen Matrixelemente addiert, also

(A+ B)ij = ai; + bij = (A)yj + Byj - (2.76)
Matrizen unterschiedlicher Grofle konnen nicht addiert werden.

(iii) Die Multiplikation zweiter Matrizen der Gréfie A € R™™ und B € R™** ergibt eine
Matrix C der Grésse C' = A - B € R™*. Um die Eintréige (A - B);; zu berechnen, wird
der i-te Zeilenvektor von A mit dem j-ten Spaltenvektor von B multipliziert. Man
berechnet also

(A . B)U = Z ailblj . (277)
=1

Man schreibt
@11 - Qim bii - bk
C=A-B=| + -~ || + - = |. (2.78)

Ap1 " Apm bml e bmk
Bemerkungen:

* Beim Matrixprodukt A - B € R™** lassen sich die Argumente nicht vertauschen,
aufer in dem speziellen Fall k& = n.

x Fiir das Produkt A- B € R™" gilt A- B # B - A.

x Fiir den Fall, dass A € R™™ ein Zeilenvektor und B € R™*! ist, ist das Matrix-
produkt A - B eine skalare Grole und B - A € R™*™ eine quadratische Matrix.

 Das Produkt einer Matrix A € R™™ mit einem Vektor b € R™ ergibt einen Vektor
der Lénge n, A-b € R". Die Elemente dieses Vektors berechnen sich geméf

(A-b)i=> alb; . (2.79)
=1

Beispiele:

A:(?é), B:(é_ol) (2.80)

AB:(?_OI>, BA:(_Ol(l]). (2.81)
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(iv) Determinante einer Matriz: Die Determinante einer Matrix der Grofle n x n ist rekursiv
definiert. Wir beschranken uns hier auf Matrizen der Grofie n = 2 und m = 3. Somit
haben wir

* n = 2: Die Determinante der Matrix

A= ( iz ) (2.82)

21 (22
berechnet sich geméfl
det A = |A‘ = A11Q22 — A12Q9271 . (283)

Es ist die Differenz des Produktes der Eintrage der Diagonalen und des Produktes
der Eintrége der Gegendiagonalen.

* n = 3: Die Determinante der Matrix
a1 a2 a3
A= g1 Q22 G923 (284)
a31 32 a33

berechnet sich geméfl
det A = a11(a22a33 - a23a32) - a12(a21a33 - a23a31) + a13(a21a32 - a22a31)(2-85)

Sie berechnet sich folgendermaflen: Wéhlen Sie eine beliebige Zeile oder Spalte
aus. Zum Beispiel die erste Zeile. Dann bildet sich die Determinante, indem sie
das Element a;; mit der Determinante der 2 x 2 Submatrix multiplizieren, die sich
durch Streichen der ersten Zeile und ersten Spalte der 3 x 3 Matrix ergibt. Be-
rechnen Sie die Multiplikation von a;s mit der Determinante der 2 x 2 Submatrix
multiplizieren, die sich durch Streichen der ersten Zeile und zweiten Spalte der
3 x 3 Matrix ergibt. Berechnen Sie die Multiplikation von a;3 mit der Determi-
nante der 2 X 2 Submatrix multiplizieren, die sich durch Streichen der ersten Zeile
und dritten Spalte der 3 x 3 Matrix ergibt. Diese drei so berechneten Terme fgen
die durch Addition oder Subtraktion zusammen. Hier muss der zweite berechne-
te Term subtrahiert, die beiden anderen addiert werden. Das Vorzeichen ergibt
sich folgendermaflen: Betrachten Sie das Element a,;, das Sie mit der Derminante
multiplizieren. Das Vorzeichen ergibt sich aus (—1)"/. Also haben wir fiir ay
dann (—1)"! = +1, fiir aj5 dann (=1)'"? = —1 und fiir a;3 dann (=1)'"3 = +1.
Genausogut htten Sie jede beliebige andere (als der ersten Zeile) Zeile oder Spalte
wéhlen kénnen. Sie nehmen dann hier jeweils die Eintrige und multiplizieren Sie
mit der jeweiligen Subdeterminante der 2 x 2 Matrix, die sich durch Streichen
der entsprechenden Zeile und Spalte aus der 3 x 3 Matrix ergibt. Die Vorzeichen
der zu summierenden Terme ermitteln Sie wie oben beschrieben. (Auf diese Weise
konnen Sie iibrigens die Determinante jeder beliebigen n x m Matrix berechnen,
indem Sie die Berechnung sukzessive auf die Berechnung der entsprechenden Sub-
determinanten zuriickfiihren.)
Beispiel:
01 2
det(A) = det| 3 4 5 | =-1(3-8=5:6)+2(3-7—4-6)
6 7 8
= —1-(=6)+2-(=3)=0. (2.86)
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Bemerkungen:
x det(A- B) = det(A) - det(B)
« Falls det(A) = 0 — mindestens eine Zeile (Spalte) ist Linearkombination der
anderen Zeilen (Spalten).

(v) Die Entrige der transponierten Matrix bestimmen sich gemé&f

(AT)y = (A)z (2.87)
Beispiel:
01 2 0 3 6
A= 345 |, AT=|147 (2.88)
6 7 8 2 5 8

Weitere spezielle Matrizen:

e A c R™™ist eine Diagonalmatriz, falls a;; = 0 fiir ¢ # j, also z. B. fiir n = 3,

a1y 0 0
A= 0 929 0 (289)
0 0 a3

e Eine Diagonalmatrix, fiir die Diagonalelemente 1 sind, heifit Einheitsmatriz, also z.B.

fiir n = 3,
100
I1=(010 (2.90)
0 01

Das Produkt einer Matrix mit einer Einheitsmatrix ist wieder eine Matrix. Es gilt
1-A=A-1=A. (2.91)
e Die Matrix B ist das Inverse der Matrix A € R™*" falls B+ A = 1. Man schreibt
B=A"1. (2.92)

Es haben allerdings nicht alle Matrizen eine Inverse, sondern nur solche, fiir die det A #
0. Matrizen mit verschwindender Determinante heiflen singuldir.



