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Aufgabe 19: Energie in einer geladenen Kugel

Bestimmen Sie die im Kugelvolumen enthaltenen Energie einer geladenen Kugel
mit Radius @ und Ladungsdichte py = po©(a — r) in zwei Schritten.

(a) Zeigen Sie zunéchst, dass das elektrische Feld in Kugelkoordinaten gegeben

ist durch:
&rf firr <a
— 360
E(r) = 3
Po a” .
— firr > a
360 r2

(b) Bestimmen Sie nun mit der Energiedichte

w(r) = JE(r)

den Beitrag zur elektrostatischen Gesamtenergie W aus dem inneren einer
Sphére mit Radius R am Ursprung .

Aufgabe 20: Konzentrische Kugeln mit Dielektrikum

Zwei konzentrische, leitende Kugeln mit inneren und dufleren Radien a und b haben
ihren Mittelpunkt im Ursprung. Die innere Kugel tragt die Ladung 4+ und die
dufere —@Q). Fiir z > 0 sei der Raum zwischen den Kugeln mit einem Dielektrikum
der Dielektrizitatskonstante f—o gefiillt.

(a) Bestimmen Sie das elektrische Feld im Raum zwischen den Kugeln.
(b) Wie lautet die Oberflichenladungsdichte auf der inneren Kugel?

(c) Wie lautet die Polarisationsladungsdichte, die auf der Oberfldche des Dielek-
trikums nahe r = a induziert wird?
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Aufgabe 21: Besselfunktionen

Die Laplace—-Gleichung in Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) lautet

a2<1>+ 102 1 82<I>+82<I>
dp*>  pOp  p?Op*  02°

(a) Nutzen Sie fur die Losung der Laplace-Gleichung den Separationsansatz

(p, . 2) = R(p)F(p)Z(z) .
Wie lautet die Radialgleichung, wenn die Differentialgleichungen fiir F und 7
d*Z 2 d*F

_ 2
PN R

lauten? Setzen Sie x = kp (Bessel’sche Differentialgleichung).

(b) Losen Sie die Bessel’sche Differentialgleichung mit dem Potenzreihenansatz
R(z) =z° Z a;z’
=0

Zeigen Sie, dass die Koeffizienten a; mit ungeradem Index verschwinden,
wahrend die geraden Koeffizienten die Rekursionsformel

Qs — agj—2
2] — T T . N
T4+ a)
erfilllen. Dabei sollte auch av = +v herauskommen.
(¢) Bestimmen Sie die ersten Koeffizienten explizit und zeigen, dass sie mit der
Wahl ag = 1/(2°T' (e + 1))
(—1)7 1
Ao; = - JE—
2 2550 + a + 1) 2¢

lauten. Die so bestimmten Radialfunktionen sind die Besselfunktionen erster
Art der Ordnung +v.
Hinweis: Verwenden Sie I'(x 4+ 1) = oI'(x)

(d) Wie verhalten sich die Besselfunktionen fiir + — 07 Welches asymptotische
Verhalten der Besselfunktionen bei x — oo konnen Sie direkt aus der
Differentialgleichung schlieflen?

https://www.itp.kit.edu/courses/ws2017/theoc Seite 2 von


https://www.itp.kit.edu/courses/ws2017/theoc

