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Aufgabe 1: Fouriertransformation

Berechnen Sie die Fouriertransformationen folgender Funktionen fiir a > 0:
(a) fa(t) = eV
(b) folt) =

Lésung der Aufgabe
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Umstellen der Gleichung fiihrt zu

a? 2a
14+ L) Fulw) =
( w2> () w2271

1 2a

V2 a? + w?

Fo(w) =

(b) (i) Fiir den ersten Losungsweg verwenden wir, dass f, die Fouriertransfor-
mierte von f, ist:
1 toe

]:b(w) = E o \/ﬁfa(t)e_iwtdt = \/%fa(_w) = me—a\w\
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(ii) Fiir den zweiten Losungsweg benutzen wir den Residuensatz fiir gebro-
chenrationale Funktionen f(z) mit lim, o zf(z) = 0 mit Exponential-

funktion
o Respe® f(2), fir b >0
. | mb;}ﬁ espe? f(2), fir
(2)edz = _
—o0 — 27 Z Resyel” f(2), fiir b < 0
beH~

wobei HT := {z € C : Im(z) > 0} die obere Halbebene und H™ := {z €
C : Im(z) > 0} die untere Halbebene ist. Bestimmung des Residuums
einer Polstelle n-ter Ordnung;:

1 ) an—l .
Res, [ = mhmz—)am [(z = a)" f(2)]
1 te 2a
Fp(w) = = /Oo Tt tde

ppz 1 [T/ 1 1\
Lo ity
\/27r/oo <a+it+a—it>e

Abhéngig w miissen nun verschiedene Polstellen beriicksichtigt werden
Res_iof = lim,,_i, [i(a — i2) f(2)]

I; i1+ a—1iz —iwz s —aw
= lim,_,_,i — e =ie
- a—+1z
Resiaf - liInz—>ia, [_1(a + IZ)f(Z)]
_ hmz_na o 1 (1 + a + 1Z> e—iwz — _ieaw

a—1z

Unter Beriicksichtigung des obigen Residuensatzes gilt nun:

F(w) V2me™®, fiir w > 0

w) =

’ V2me® ) fir w < 0
= V2me Wl
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Aufgabe 2: Die Diracsche /-Funktion

(a) Leiten Sie mit Hilfe des Fourier’schen Integraltheorems die folgende Darstel-
lung der d-Funktion her:

T or

1 [t~ /
d(x —a’) / eFE=T L.

—0o0
Wie lautet die entsprechende Darstellung im dreidimensionalem Raum?

(b) Skizzieren Sie eine Stammfunktion der §(z)-Funktion.

Lésung der Aufgabe

(a) Die Fouriertransformation und ihre Inverse lauten:

1 > ikx
f(x)—\/—z—ﬂ/_oof(k)e dk,
1 > —ikx

Kombiniert man beide Transformationen erhalt man

1 o . p
fa) = 5- / / F(2')e e da dk,
T J-oJ-o0

:/ dz' f(x) Py [/ dke_lkze‘kw} .

N /
-

d(x—=a')

(b) Die Funktion é(x) hat nimmt folgende Werte an.

5<m>:{oofﬁra:20

0 fiir sonst

Dies bedeutet, die Steigung der Stammfunktion ist 0 im Bereich x # 0.
Somit léasst sich eine Stammfunktion einfach bestimmen:

F(z) =

Ofirz<O
1firz >0

Diese Funktion entspricht der Heaviside-Funktion ©(x).
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Aufgabe 3: Rechenregeln der Diracsche )-Funktion

Zeigen Sie mit Hilfe der Definition der d-Funktion die Giiltigkeit folgender Rechen-

regeln:
(a) zdo(z) =
(b) [ (:U—t)d(y—t)dtzé(x—y),
(c) d(az) = |a|~'o(x),
(d) zd'(x) = —d(x).

Lésung der Aufgabe
f(zx) sei eine beliebige stetige Funktion.

(2)
| f@sd)ar =g =0
@)

=  zi(z)=0

(b)

| st [ aste 05— = [ asse—1) [ dust-

t)f(y)

/

f®)

_ /_OO dto(z — 1) £ (1)

2y / dyf(y)d(z — )
N /_oo dté(x — t)o(y —t) = d(x — y)

(c¢) Hier nutzen wir folgende Substitution mit einer Konstanten a

—ax sonst

, { azx fir a >0
:L‘:

um eine positive Integrationrichtung beizubehalten.

| aerwitan = o [ d:vf( o)
_ mf«» a1 def@ite)
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[ drf@)es @) 2 (papes@) - [ dadto) 5 (o)

=0 fiir a,b#0

_ / dws@) | F@)e +f)

=0, siche a)

Aufgabe 4: §-Funktion einer Funktion ¢(z)

g(x) sei eine differenzierbare Funktion mit einfachen Nullstellen z,, [¢(z) = 0, ¢’ (x) # 0].

Beweisen Sie die folgende Identitét:

1
D=2t o)

Lésung der Aufgabe

Die Integration wird in Intervalle I; aufgeteilt, so dass in jedem hochstens eine
Nullste x; mit g(x;) = 0 liegt und in jedem Intervall eine eindeutig umkehrbare
Funktion y = g(z) existiert mit z = ¢~ !(y) und dy = ¢'(x)dx.

/_Ood:cf Z/dxf

Das zugehorige substituierte Intervall von I; lautet I Falls ¢/(z) im Intervall
I! negativ ist, subsistiert man y — —y, um eine positive Intergrationsrichtung
beizubehalten. Daraus folgt

/_OO daf(x Z/ |g Flog™ ))d(y)
Z Ig / Z Ig o)
= d(g9(x)) = Z m5($ — Tp)
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Aufgabe 5: Niitzliche Relationen zur Vektoranalysis

Beweisen Sie die folgende Relationen zweier Vektorfelder @(z) und b(z) im R3.
(a) Gradient des Skalarproduktes:
V(@-b)=(b-V)a+ (@ Vb+bx (Vxad)+ax(Vxb).

(b) Divergenz eines Vektorproduktes:

-

V-(@xb)=b-(Vxa)—a- (Vxb).

(c) Rotation einer Rotation:

Vx(Vxad)=V(V-d)—Ad.

Lésung der Aufgabe

Wir nutzen im folgenden die Einstein’sche Summenkonvention, d.h. iiber doppelt
auftauchende Indizes wird vollstdndig summiert, sodass bspw. gilt:
3

i=1
Wir nutzen, dass sich die i-te Komponente des Vektorprodukts zweier beliebiger
Vektoren @ und b im R3 schreiben ldsst als

(a X E)i S (2)

wobei €, den total antisymmetrischen Levi-Civita-Tensor darstellt. Fiir diesen
nutzen wir, dass fiir beliebige Indizes gilt, dass

€ijr = (—1)Pera3 (3)
wobei p die Anzahl der paarweisen Index-Permutationen angibt, um die Indexrei-

henfolge von 77k auf 123 zu tauschen. Weiterhin nutzen wir, dass in der Summen-
konvention gilt:

€kij€kim = 0it0jm — OimOji . (4)
(a) Wir betrachten die i-te Komponente der rechten Seite der Gleichung:
[(5-V>6+(6-V)5+5x (V x @)+ x (v x 5)}

(2

2

b;0;ai + a;0;bi + €ijerimbjOitm + €ijrerima;Obm
3

b;0ja; + a;0;b; + €xijerim (0010 + a;Obm,)

bj(?jai + aj@jbi + (§il5jm — 5im5jl> (bj(?lam + a]@lbm) (5)
= bj(?jai -+ ajé?jbi + bj@-aj + aj&-bj — bjﬁjai — &jajbi

) b;0;a; + a;0;b; = 0; (a;b;)
o),
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sodass gilt:

—

(5-v)a+<a-v>5+5x(vm)+ax(va) v(a-z?). (6)

U
Der Schritt in Zeile (k) ldsst sich auch nutzen, um die kompaktere Formel

v (a-8) = (va") -5+ (vb7)-a (7)
herzuleiten, wobei zu beachten ist, dass V@T und VbT jeweils 3 x 3-Matrizen

sind.

(b) Wir nutzen die Produktregel:

V . ((7 X g) = eijk@i (ajbk) = eijkbkz (&»aj) + eijkaj ((‘)Zbk)

)
= ej’k’i’bi’ (8j/ak/) + Ej’i’kai’aj’bk

© €kibi (O;ar) + €ji,a;0;by, (8)

€ijnbi (Ojar) — €ijrai (9;br)
g.(vxa)—6~<v><5> ,
0

wobei wir in (x) mehrfach die Indizes umbenannt haben, iiber welche sum-
miert wird.

(¢) Wir betrachten die i-te Komponente der linken Seite der Gleichung:

=

Eijkfklmajalam = Ekij‘fklmajalam

(0i10jm — 0im0;1) Oj01am, = 0;0;a; — 0;0;a; = 0;0;a; — 0;0;a;
[V (V-ad)—Ad); ,

[V x (V xa)l;

=

1

(9)

sodass gilt:

VX (Vxd)=V(V-d)—Ad. (10)
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