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Aufgabe 1: Anwendungen von V

Berechnen Sie folgende Ableitungen fiir ¥ = (1, 9, x3) und r = |7

(a) V- Fv

(b) Vre,
(c) VxT7,
(d) Vf(r).

Lésung der Aufgabe

Konventionen:

— — — a —
7= (21,%2,x3) = 2,6 =1 r = |F] = /2t + 23+ 2% V=—0"6

@xi

0
V-r=_—x=3
T axi:c
(b)
o 0 a/2 S
V.r :8—%(x§+x§+x§) €
= o (2] + a3 + x%)aﬂ_l Ti€; = ar® 7
= arvle,

V xr= €in CijkTk = gijk(sjkei = &ijj€i = 0

8xj
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Vi) = 2L pre = 2

f (7’(.1'1, T2, x3)> é;

_of or ,  Of
“oron "oV
b o,

or "

Aufgabe 2: Elektrisches Feld des Wasserstoff-Atoms

Fiir die Ladungswolke des Elektrons des H-Atoms im Grundzustand kann ndhe-

rungsweise die Dichte

Dot = —H€_2T/QB

angenommen werden (ap : Bohr’scher Radius). Das Proton mit Ladung g = e sei

hierbei als punktférmig und im Ursprung zentriert angenommen.

(a) Bestimmen Sie k.

(b) Berechnen Sie die Feldstarke E (7) des gesamten Wasserstoffatoms unter

Benutzung des Gaufi’schen Gesetzes.

(¢) Bestimmen Sie nun das Potential ®(7) und diskutieren Sie von diesem die

Grenzfille r < ag und r > ap.

Lésung der Aufgabe

(a) Die Gesamtladung der Ladungswolke ist —1e. Das Problem l&sst sich am

besten in Kugelkoordinaten beschreiben:

Q=—-le= /dV (—/ie_QT/“B)

00 2w ™
= —/ dr/ dgo/ dor? sin(0) ke 2/ ez
0 0 0

o0
= —47m/ drr2e=2/e8
0
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Das Integral betrachtet wir nun im speziellen:

" a rf 2 [ 1
dzale P = —/ dre P = —_ |:__ e PR _1 }
/o dg? J, dg2 | B ( )

_d 1 sr R _sr
‘dﬂ[52(6 1)+6€}

:_% (c#" 1) - 25]2% BR_%ze—ﬂR
2 _ 2 2R R?
w5 E )

~
—0 fiir 5>0,R—o00

Damit vereinfacht sich der Ausdruck zu
3

a
—le = —4rr-2
4
e
= K = —

Unter Beriicksichtigung des Wasserstoffatoms im Ursprung ist die Gesamte
Ladungsdichteverteilung gegeben durch

_ e~ 2r/ap 5
p(r) = aB + 47rr2 ()

Nach Gauf’schen Satz und GauB’schen Gesetz (1.Maxwell-Gleichung) gilt:

/dVV-E—/dSE-ﬁ—/dV@.
Vv S Vv €0

Da die Ladungsverteilung kugelsymmetrisch ist, besitzt das Potential und
das elektrische Feld nur eine Radialkomponente

E(F) == Ergry

mit dem Einheitvektor in Radialrichtung €,. Mit der Wahl von V" als Volumen
einer Kugel mit Ursprung 0 und Radius 7, beschreibt S die Kugeloberfléche.

s 27
/ dSE -7t = / d@/ dpE,r*sin © = 41r°E,(r)
S 0 0

Auf der anderen Seite ist das Volumenintegral {iber die Ladungsdichtevertei-

lung:
2
/dvp / dgp/ dcos@/ ary? P27
:_( 47T€3 / dr'r /2 2r/aB) _'_3
EoTa'y €0

a2 de [a¥ —%rJay a’; L+ agr n apr? n e
= — — — e =2 2 _
goady | 4 4 2 2

2
— 36—%/&3 1_’_ﬁ+2l
€0 ap  a%
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Damit kann nun das elektrische Feld bestimmt werden:
= 1 2 2
E(r) = L6_27"/“3 (— + — + —2) e,

4req r2  apr = ay

(c) Das Potential ist nun gegeben durch

EFE=-Vo
1b) 0P
dp, = -2

or

Iy J———— (1 + i)
4reg r ap

—e ¥/ fiir r > ap

1
Ameo - firr < ag
,
Aufgabe 3: Elektrisches Feld einer Kugelschale

Betrachten Sie fiir « > 0 die Ladungsverteilung

o
—2fﬁrR1<r<R2,

p(7) =
0 sonst.

(a) Berechnen Sie das elektrostatische Potential

O(7) = 1 /d3 /|f( )/|

4dmeg r—r

dieser kugelsymmetrischen Ladungsverteilung.

Hinweis: Wihlen Sie 7 in z-Richtung und fithren Sie die Integration in
Kugelkoordinaten aus.
(b) Bestimmen Sie aus dem elektrostatischen Potential das elektrische Feld E(7)

Losung der Aufgabe

(a)

() = /dg,p()

47?50 |77 — 7|

2
/ dgo/ dcos@/ dr'r"? )
~ dney |7“—7’|
«
47?50/0 @/1 COS@/ T|r—r’|
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Da es sich um ein kugelsymmetrisches Problem handelt kénnen wir 7 in
z-Richtung wéhlen, um das Skalarprodukt, sodass

o
(1) = d / dcos@/
() 47T60/ 7 1 \/7"2—1—7“’2 277’ cos ©

2 d 1
_ e / d cos @/ dr’ V12 4172 — 9 cos © | ——
dmey )4 R dcos© rr!

1
« de’ V12 4 7? — 2r1' cos ©
=—_— T
260’/‘ R r cos O=—
e dr/““”" =
250T Ry 7!
( ,2r .
dr - fir r < Ry
R1 r
o r Ry
= /dr'2+/ dr'— fiir Ry >r > R,
2507" Ry r
Ro
/ dr'2 fiir r > Ry
\ Y1
( R
In (Ej) fir r < Ry
« R R
= — 1__1_|_1 ( 2) fir Ro >r > Ry
€0 T
Ry — R
2 fir r > R,
\ T

Mit der Gesamtladung Q

Q= [ avp() = tra(Re ~ Ry

Q

< a:4W(R2—R1)

ldsst sich das Potential zu folgenden Ausdruck vereinfachen:

In <R2> /(RQ—R1> ﬁjl‘?"<R1
Ry
Q R R
O(7) = p [1 _ _1+1 ( :)} /(Ry — Ry) fiir Ry >r >Ry
1 ﬁirrERQ
T
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(b) Das dazugehorige E-Feld ist zeigt in Radialrichtung und besitzt den Wert

. 1d) dP
Eir)=-Vd = ——
() ==V T
(0 fur r < Ry
Q 1 R }
— __+_2 /(RQ—Rl) fllI'R2>7”ZR1
471'50 I r
) ﬁiI”l”ZRz
\ 7
(0 fir r < Ry
Q r— Ry .
= f >
471'807“2 RQ — R1 A R2 — Rl
\1 fir r > Ry
0 fir r < Ry
:% r— R fir Ry >r > R,
EoT

RQ — R1 fir r Z R2
Aufgabe 4: Symmetrie der Green’schen Funktion

Zeigen Sie mit Hilfe einer Green’schen Identitét, dass die Green’sche Funktion
Gp(Z,Z") der Poisson Gleichung mit Dirichlet Randbedingungen in ihren Argu-
menten symmetrisch ist:

Gp(Z,7") = Gp(Z', 7).
Was bedeutet dies physikalisch?

Lésung der Aufgabe
Es gilt
V?G(Z,1) = —4nd (i — T),
G@Z,7)=0fir 7' €S
Mit Hilfe der Green’schen Identitét (Satz) kann folgende Relation hergeleitet werden:

. oL - oL oL L. 0G,y
/d3y (G(x,y)VZG(x’,y) +VyG(fv,y)VyG($’,y)) = j{dS G(Z,7) %
v S ~—— n

=0 fiir neS

=0.

Analog gilt
/dwaﬂﬂ@vyma@+VJwﬂmm£@@»=o.
\%

Somit konnen beiden Gleichungen in Relation gesetzt werden, wobei sich der hintere
Teil wegkiirzt:

| ¢icaEnvic@. g - [ #6@.9 oD
14 — Vv ——
—Ars (' —7) —4md(Z—7)
& Gz, ) =G, 7
Dieses Relation spiegelt die Symmetrie zwischen Rolle der Ladung und Rolle des
Messpunktes wider (~ “Actio = Reactio”).
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