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Aufgabe 29: Induktion in bewegter kreisférmiger Leiterschleife

Eine Kreisférmige Leiterschleife bewegt sich innerhalb der x-y-Ebene mit einer
konstanten Geschwindigkeit v = vZ. Im Bereich x > 0 wirkt ein homogenes
Magnetfeld Bz, das in der Zeichnung durch grauen Hintergrund dargestellt wird.
Berechnen Sie die in der Leiterschleife induzierte Ringspannung U (t). Skizzieren
Sie U(t).
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Lésung der Aufgabe

Zunachst bestimmen wir die Flédche der Leiterschleife im Magnetfeld, d.h. die
Differenz eines Kreissegmentes und des Dreiecks:

a(a) = R*a — R*sin(a) cos(a) = R*(a — sin(a) cos(a)) .
Durch die Bewegung ist a zeitabhéngig:

R — vt
R

cos(a(t))
a(t) sin(a(t))
N da(a) _ (@)da _ da(a) v

dt da dt  da Rsin(a)
= R*(1 + sin*(a) — cos*(a))

v
R
da

Rsin( )

= 2uRsin(a) = 20Ry/1 — cos?(«

(R — vt)? vt vt
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Damit ist der magnetische Fluss:

@Mo:/Haészm@)

und somit die induzierte Ringspannung:

do,, da(«)
U=-S"—
dt O gt
vt vt
= —2BpwRy[—= (2- =
oy (2 )
v ey _u
2By R R R
U
=n=— 2 —
RET £(2-9¢)

mit £ = % beschreibt diese Gleichungen einen unteren Halbkreis in der £&-n Ebene
mit Radius » = 1 um den Mittelpunkt (¢ = 1,17 = 0).

Aufgabe 30: Eindimensionale Wellengleichung
Eine Funktion u(x,t) soll die eindimensionale Wellengleichung
102 9
(_aT - %) umt) =0

mit den Randbedingungen
72
= =N ——
u(z,0) = a(x) exp ( 252)
1 0u(z,t) N x?
- . b(x) = — 5L XD (—@

c Ot
16sen. Bestimmen Sie u(z,t) mit Hilfe des Ansatzes

< dk : . .
u(q;,t) = / % (A(k)el(karwt) + B(k)é(kxfwt))

aus den gegebenen Randbedingungen per Fourier—Transformation.
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Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst die Normierungskonstanten N von u(x,0) und
nutzen Sie folgende Relation:

/ dze " = \/E fiira>0.
oo a

Losung der Aufgabe
Aus der Normierungsbedingung folgt:

1= /OO dz|u(z,0)]* = /°° dzfa(z)[?

—00 —00

o 12
:/ dz|N|*e”

Hirgveis |N2|5\/E
1

= |N| = o

Nun nutzen wir den Ansatz
u(z,t) = A(z)e™" + B(z)e
und bestimmen A und B mit Hilfe der Randbedingungen:

u(z,0) = A(z) + B(x) = a(z)

1 0u(z,t) iw it —iwt
o . = (A(m)e — B(x)e ) )
= 2 (A@) - B(x)) = b(x) = de)

Ak) = /_ " dwA(r)e e
Alz) = /_ h ;-i[l(k)eik‘”

gilt fiir die Randbedingungen:

/_OO % (/Nl(k) + B(k)leikx — /:: g&(k)eikx7

a(k)
“dkiw 7~ - d [ dk .
— — (A(k) = B(k)) e** = — —a(k)ek
/00277'0(() <)> dx _0027r()€
< dk -
Iik:/ —a(k)e*
oo 2m
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Mit % = k ist somit

= / 1kx 1wt

Jedoch ist w = ck, d.h. wir miissen noch die Fourier—Transformation von a(k)e
berechnen. Zunéchst

d(k):/ dzNe 252 e ke

o0

o0 . 12
= / dzNe k=262
—0

o0
. 22 +2ikx 52— k254 k254
= dxNe~ 352

o0

o0 1 15212 _ k282
- / da Ne ™22 (@057 =755

o0

ikct

dr'Ne 2527 e~ 2

—00

) o0 242
Cauchy’scher Integralsatz / 1 02 k%52

2:2
= 27T5Ne’%

Damit ist nun

dk
u(:r, t) _ /9 TONe™ 2 1k (z+-ct)

—0o0

"_ dk 1kz //2 //2
x —:I+Ct \/_5N€_7 k‘2 2 = 4z = )
27

—0o0

dk 5 1kz 11/2 z//2
= \/ 9m0Ne T S o)
—00

- _\N/Q(S— dke—%(k_iﬁél)%‘%
i
N6 27r 22

—\/27'(' ) e

(:c+ct)2

= Ne 252

Dies entspricht einem GauB-Paket, welches nach links lauft.

Aufgabe 31: Reflexion ebener Wellen an einer Metallwand

Eine ebene Welle E (7, t) = Egel* ™t falle auf eine ideal leitende ebene Metallwand
mit Normalenvektor 7. Die reflektierte Welle lautet E'(7,¢) = EfjelF ™t

(a) Driicken Sie ¥ und E}, durch 7, k und Ej aus.

(b) Die Welle falle senkrecht zur Metallwand ein. Berechnen Sie Energiedichte
und Energiestrom der stehenden Gesamtwelle. Was ergibt sich im zeitlichen
Mittel?
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Hinweis: Sie konnen folgendes Additionstheorem nutzen:

cos(2x) = 1 — 2sin’*(z) = 2cos®(z) — 1.

Losung der Aufgabe

E(F, t) — E’OeiE-Ffiwt
E,(F t) _ E_v’(l)eil_c”ﬁ?—iwt
)

An der Grenzflache ist EII stetig. Da Metall ein perfekter Leiter ist, ver-
schwindet dort das E-Feld.

= E[(f) = 0 = E(7) + E|(7)
Mit der Aufteilung

—»

E\\ =E-E, =E—(E-i)-i
(=E —E, =F —(E-i)-i
kann man die Felder einsetzen:

2 ik F—iwt ik-F—iwt
.0€ = —Ejoe

— ];‘_E =
= Ejg= =B’
—_——

konst. =(E—FK')-7 konst.

Da E unabhéngig von 7 ist, muss k— K orthogonal zu 7 (der Urspung von
7 liegt auf der Ebene) sein:

I
Q

n
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Multipliziert man die Gleichung jeweils mit k und &’ ergibt sich:

2 _ 2 W
k’l :k —g
Somit gilt
0=20(k+k)-7
=k-ii=—kK -7
=C=i- (k—FK)=2#@- k)
= k—kK =20 k)i
=K =k—20- k)i
und
o= —Ejo
Im Vakuum gilt ebenfalls
V-E=V-E =0
= E-k=E k=0

Daraus folgt

= — (2(ﬁ E)ﬁ) Bl = 2kE,
gilt fii:r>a11e k Ei,o _ EJ_ o

(b) Sei i = —2 und Ey = Eyi
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Somit ist das gesamte elektrische Feld
Eges — onje_th (eikz o e—ikz)
—_——
2isin(kz)

= Ephysges = Re(Eyes) = Eo22sin(wt) sin(kz)

Die Realteile der Felder stellen die physikalischen Felder dar. Das H-Feld ist

E—Z % E 1kz 1wt ~
V Ho \/ /~bo
/ILL_O( 2% E /_E06—1kz 1wtg

= =2 e ' Eycos(kz)g
P«o
:>ﬁphys7ges - = 2’ / % COS wt E() COS(]{?Z)

Damit ist die Energiedichte:

1
W= |:80E2hys,ges + IMOthys ges]

1
=5 [4e0 B sin®(wt) sin®(kz) + 4eg B cos?(wt) cos®(kz)]
= 2e0 By [sin®(wt) sin®(kz) + cos®(wt) cos®(kz)]

= %soEg [(1 — cos(2wt)) (1 — cos(2kz)) + (1 4 cos(2wt)) (1 + cos(2kz))]

= %EOE(? [2 4+ 2 cos(2wt) cos(2kz)]
= coF5 [1 + cos(2wt) cos(2kz)]
In zeitlichen Mittel ist cos(2wt) — 0, damit ergibt sich:
W =¢eoE}
Die Energiestromdichte wird vom Poynting Vektor beschrieben:

—

S = Ephys ges X ﬁphys,ges
= 4E7, [0 0 cos(kz) sin(kz) cos(wt) sin(wt)2
Ho

Mit dem Additionstheorem sin(a) cos(a) = 3 sin(2a) vereinfacht sich der
Ausdruck zu:

S = Ej, /2 sin(2kz) sin(2wt) 2
Ho

Da der Poynting-Vektor zeitlich osziliiert, ergibt sich im zeitlichen Mittel:
=0

Uyl
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