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Aufgabe 5: Scheibe in der Ebene

Untersuchen Sie ein Randwertproblem im Halbraum z > 0 mit Dirichlet-Randbedingungen
bei z = 0 (also auf der z-y Ebene) und z — 0.

(a) Geben Sie die Green’sche Funktion Gp (%, ") an.

(b) Das Potential sei nun auf der z-y-Ebene vorgegeben. Innerhalb des Kreises
mit Radius a um den Ursprung sei ® = V' und ausserhalb ® = 0. Zeigen
Sie, dass das Potential im leeren Halbraum z > 0 in Zylinderkoordinaten
(r, ¢, 2) mit

T=TCOSp, y=rsing,z =2

als
1% a 2T -3/2
O(r, z) = —Z/ dr'r’/ dy’ [22 + 72 4+ — 271 cos gp’]
2m J, 0
geschrieben werden kann.

(c) Zeigen Sie, dass entlang der Kreisachse, also der positiven z-Achse, das
Potential die einfach Form
z

V22 + a2)
annimmt.

(d) Zeigen Sie, dass das Potential fiir grofie Entfernungen vom Ursprung
(R? =72+ 2% > a?) als eine Potenzreihe in 1/R?* entwickelt werden kann
und die fithrenden Terme des Potentials dann

ergeben. Verifizieren Sie, dass die Resultate aus (c¢) und (d) miteinander
konsistent sind.

Lésung der Aufgabe
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(a) Herleitung ist optional:
Fiir die Green’sche Funktion gilt

AG(F,7) = 5(F — )
1

=7

= G )= + F(7, 7).

Mit der Dirichlet Randbedingung

Gp(7,7)|,_y = 0,
|

GD(F7 fj)' = 07

7—00

erhilt man folgende Gleichung fur F(7,7):

1
F(r,™)| _, =
( )’z_O iU—.’E,
y—y
Z/
Der Ansatz
1
F(r, ) p
T —x
y—y
a-z—2

wird nun in folgende Bedingung eingesetzt:
0= AF(7,7)
(0> —1)(z —2')* + (¢® — D) (y — y')* + (2 — 2a°)(az — #)*
(=2 4 (g =) + (az = 2]

=aq==1

Im Fall a = +1 wird die Green’schen Funktion komplett verschwinden, dies
ist die triviale (unphysikalische) Losung. Die wir nicht weiter betrachten.
Damit lautet die gesuchte Green’sche Funktion (a = —1):

Gp(7,7) = ! - !
Y T A Cer N Cry e Ve e e

(b) Das Potential kann mit HIlfe der Green’schen Funktion bestimmt werden

1 1 oG
_ P ) - dADB()
i /V V(PG )~ 1 74 A7)

Da die Ladungsdichte p(7) = 0, muss nur der zweite Term beriicksichtigt
werden. Der Vektor 77 = (0,0, —1) fiir das Potential in der Halbebene z > 0
steht senkrecht auf der x — y-Ebene, damit gilt

9
0z

o (7)

-V =
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und somit ergibt sich fiir den zweiten Term

_% = (@ =2+ —y)+ (=) _71 2(z = 2)(=1)
(=P =y P ) S 2+ (),
% e 22 (@ — @)+ (y — yf)? + 24

Den Nenner wird in Zylinderkoordinaten umgeschrieben:

(=2 +y—y) =2+ + 2”7+ — 222’ — 2/
=12 1'% = 2r1' (cos(p) cos(¢') + sin(p) sin(¢'))
=2 4% oy cos(p — ¢)

In der z = 0-Ebene ist das Potential durch die eine Scheibe mit Radius a
gegeben

Vv fiira:2+y2§a
0 fir 22 + 1% > a

®(z,y,0) = {

Damit kann nun das Potential bestimmt werden:

1 i 0G 1
AT SdA(I)<T)8n’_47r 0

27 a —3/2
dgo/ dr'r’'V2z [7‘2 + 7 — 21 cos(p — @) + 2°
0

Da ¢ azimuthal-symmetrisch ist, hdngt nicht von ¢ ab:

% 2m a —3/2
=0(r,2) = 2—;/0 dgo/o dr'r’ [7‘2 + 7% — 21 cos(¢') + 22]

(¢) Auf der Kreisachse gilt » = 0, damit vereinfacht sich das Potential zu

V 27 a _3/2
P(r=0,2) = —2;/0 d(p/o dr'r’ [r'2 + zQ}
2
! T’2 a 1 —3/2
dr'r 24r™/2 Vz/ d'r’2§ [7,/2_'_22]
0

_ V=
2

2
-1/2|* 1 1
-2 [7“/2 + 22} =-Vz (— - —)
(=2) 22— vat+ 22 oz

o)

%4 a 2m —3/2
O(r,z) = 2—; /0 dr'r'/o dy’ [22 + 72+ = 201 cos gp’]
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Fiir grofe R? = 22 4+ r? kann der Nenner umgeschrieben werden:

—3/2
2 2 3/ 3 1
R* + 1" — 2rr' cos ¢’ =R |1+ 7 (r'® — 2rr’ cos 4,0'2

v
«

Die Taylor-Entwicklung fiir groen Distanzen R ist analog zur Taylor-
Entwicklung von (1 + ea;)™%/? fiir kleine € = 1/R%:

3
e (1 +€a)” 2= — 706(1 +ea)
? (1 + 6&) 3/2 :1_5a2(1 + 604)77/2
0¢€? 4
3 15
= (1+ea)?=1- ;e + §04262 +0()
—3/2
+ = (7’/2 — 2rr" cos ') ~1 — §(T/2 — 217’ cos /)L
Rl TR T TR
15 1
+ g(yﬂ — 277’ cos @')Qﬁ

Die Integration iiber ¢ ergibt:

2r firn =0

2 0firn=1
/ dep cos™ () =
0

mfirn=2

27TR3/ dr'w/ d¢’ [1 — 20" = 2rr cosgo)R2

—i—§( — 4rr"® cos @' + 4r?r"” cos @)RJ

a? 2
dr’r’iﬂr’2/2 Vz /2 r! 157 2 12 1
= 47TR3 /0 dr |:27T — 33— + _( —+ 2r )ﬁ

R? 4
Vz , 3at 5 9 a1
=155 [2 _§ﬁ+é_l(a + 3r<a )ﬁ

Va’z [1 3a?2 5a?

T ORS
ImFallr =0= R? = 2%

Va? 3a®> bat
P — e 2
(r.2) 222 [ 422 824} @)
Auf der anderen Seite
z 1
dr=0,2)=V{(l-—| =V |1— ——
(T Z) ( /a2 + Z2> 1 + a_z

o)
1+e€
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mit ¢ = a2272, kénnen wir den Term (1 + €)% um € = 0 entwickeln:

2(1 e a— —%(1 + )73/

Oe

2
%(1 +e)2 = Z(l +€) 70/
03 15

ﬁ(l + 6)_1/2 = —§(1 + E)_7/2

Somit ergibt sich

1 3 )
@(Tzo,z)%V(l— (1—§€+§62—E63>)

1 3, 54 Va? 3a* 5at
—V(ze—Zep 23 =L (128 20 )
V(2e g€ +166> +

Dieses Ergebnis stimmt mit iiberein.

Aufgabe 6: Randterm der geerdeten Kugel

Die Dirichlet’sche Green’sche Funktion einer geerdeten, leitenden Kugel mit
Radius a lautet mit 2/ = |7

1 a/x’

—»,| -

- |7 — &

G(Z,7)

7~ |
(a) Berechnen Sie den dazugehérigen Randterm

0G(7, 1) B a’ — 2?

on’ — a(z?® + a? — 2aw cosy)3/2’

wobei v = Z(Z, ).

(b) Bestimmen Sie die Oberflichenladungsdichte, die von einer Punktladung
q bei @ (2’ > a) auf der geerdeten Kugel induziert wird. Zeigen Sie, dass
die gesamte, auf der Oberfliche induzierte Ladung genau der Spiegelladung
entspricht.

Es befinde sich nun eine Punktladung im Inneren der Kugel. Diskutieren Sie
kurz das Potential im Inneren der Kugel, sowie die induzierte Oberflachenla-
dungsdichte

Loésung der Aufgabe [6]

(a) Da es sich um ein kugelsymmetrisches Problem handelt, zeigt der Normal-
vektor nur in radial Richtung zum Kugelmittelpunkt:

n=—r
L9 __9
on' O
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In diesem Fall ist 7' = 2’. Die Green’sche Funktion konnen wir vereinfachen:

1
_1 4 2 o
G(Z,7) = (272 + 2% = 222 cos(7)> = ﬁ/ (:B2 + %xﬂ — 2& cos(’y))
x x x
1
1 2,12 2
_ 2 /2 / 2 -x 2 /
= (x + a7 = 2zx cos(7)> — ( 2 +a° — 2zx cos(’y))

[N

O o 4 22 =2xcos(y) [ 5 p ,
%G(x, 7)) =— 5 <m + 27— 2zx COS(’V))

_3
2

2222’ 2
L — 21 cos 2o/
+ 5 9l (m a27 +a® — 2z2’ cos(v))
a
0G(Z, ") _0G(2,7)
o' |_, or' |,

[SII9Y

=(a — z cos(7)) (z* + a® — 2zacos(7))

_<%v_quw)¢ﬁ+a?—mumdwf'

a? — x?

ol

a(z? +a® — 2za cos(v))%

(b) Fiir induzierte Oberflichenladungsdichte o gilt

J_@@

€0 on

_ 02
ox

i—a pea Ox 4me e

Wegen G(Z, zp) = G(7p, %), ist die Rechnung aus a) bekannt

2

Z

q a’ — xj q 1-2
o=—

am g, (23 + a? — 2xpa cos(”y))% dma? <

2

Z+1-2%0 cos(7)>

o

_q 1-¢
Ama? (2 1 — 2¢ cos())

x
mitf‘:—o
a

Um die gesamte Oberflichenladung zu ermitteln, nutzen wir

U

I
o = 3

x * Ty’

~

cos(7)
0.B.d.A. T

= O

=~v=0

https://www.itp.kit.edu/courses/ws2017/theoc Seite 6 von


https://www.itp.kit.edu/courses/ws2017/theoc

2w 1
Q= O'dA:/ dcp/ dcos(©)a’c
A 0 -1
1

= 4 d ) 1- 52 .
3 s S @11 2teon()}

] L= ¢ ]

20 [(£2 41— 26c05(7))? | oyor—i

_ a1 -¢) [ L
2 |VE-1?2 g+

N

g1-¢)E+1—-(E-1)
28 (& -1

Dies entspricht der Spiegelladung (siehe Jackson Gl (2.4) oder Vorlesung).
Mit einer Ladung () im Inneren der der Kugel ist die Bildladung wegen
der Symmetrie aussen. Analog zu obigen Szenario sind die Betrédge der
Ladung im Inneren der Kugel und die gesamte Oberflichenladung gleich.

Jedoch ist nun das vorzeichen umgedreht. Das bedeutet, dass die induzierte
Oberflachenladung —(@) ist.

Abbildung 1: Feldlinien (rot) und Aquipotentiallinien (schwarz) der geerdeten
Kugel (grau). Vielen Dank an Marcel Krause.

Aufgabe 7: 90°-Ecke
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Zwei geerdete Halbebenen schliefen einen 90° Winkel miteinander ein. FKine
Halbebene sei die x-z-Ebene mit x > 0. Die andere sei die entsprechende, um 90°
um die z-Achse gedrehte Halbebene. Die Ebenen treffen sich also in der z-Achse.

(a) Bestimmen Sie das Potential einer Punktladung innerhalb dieses Winkels
mit Hilfe der Methode der Spiegelladungen.

(b) Untersuchen Sie das Potential fiir grofie Entfernungen r von der Probeladung.
Geben Sie den im allgemeinen fithrenden Term explizit an.

Losung der Aufgabe [7]

(a) Wir benutzen die Methoden der Spiegelladungen um das Potential zweier
Punktladungen in der Nédhe zweier Halbebenen mit einem Winkel von 90° zu
simulieren. Hierbei werden Zylinderkoordinaten (7= (r cos(y),y = rsin(p), 2))
fiir das in z-Symmetrische Potential verwendet:

O =d(r,0 < p<90°).

Der Abstand r und die z Koordinate wird durch die Punktladung vorgege-
ben. Zur Vereinfachung der folgenden Rechnung wird z = 0 gesetzt. Die
Spiegelladungen unterscheiden sich somit nur durch die unterschiedlichen

Winkel ¢:
# | Ladung Koordinaten
T z
0 +q To Yo 0
1 —q To Y1 = —%o 0
2 +q ro p2=m+¢@o 0
3 —q |ro w3=7—¢o 0
Das Potential am Ort 7 einer freien Punktladung mit Ladung ¢ am Ort
7 = (rocos(y;),y = rosin(y;),0) ist gegeben durch
a1
Dy (77 e —
e (1) = dreg |7 — 7]
G 1
Ameg \/ (' — )2 + (v —y)? + (2 — 2)?
_ % 1
dmreg \/7"2 +ré — 2rrg cos(¢ — i) + 22
Rg=7"_g+z 1
47T50T \/1 % (R — 2rrg cos(¢ — ¢i))
a;=R2 —27”7‘0 cos(p—pi)  @Q; 1

47?507“\/1—1—%'

Somit lautet das gesuchte Potential:

’ ¢ — (=1)
~ — q)e ) ~ —
) Z 1o () MZ ==
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ie Entwicklung fiir groflen Distanzen r wird zunéchst fiir ¢ urch-

b) Die E klung fii Ben Di d hst fiir @, (7) durch
gefithrt. Dafiir entwickeln wir (wie in Aufgabe @ den Faktor (1 —|— eai)_l/ 2
fiir kleine € = 1/r?

—%(1 + eq;) 32
2
2
3
1 1/2 _ = 2 1 \—5/2
52 (1 +ea;)” 4041( + eq;)

03 15
863(1 + 6az) 12— =

0
1 1/2 —
86( + eqy)”

a@3(1 + ea;)” T2

qi la; 3a? 5 a3
=Py, (F)=—"—|1-=+-— — ——+ ...
(1) = dmeor [ 272 * 8rt 1616

a [, 10— 2mocosle o)) 3 (R~ 2rmycos(e — 1)
dtegr 2 r2 8 r4

5 (R32 — 2rrgcos(p — ;)3 B
T 5 +0(r ™)
_ i [y, recosty —¢i) | 13r5eos’(p — i) — B
dtegr r 2 r2

+% (57’8 COS2(<,0 _ @i) ;33R(2))7"0 COS(QD — SDi) i O(T’_4):|

Nun berechnen wir zunéchst das Potential von Ladung 0 und 1. Durch die
entgegengesetzte Ladung verschwinden Terme, welche unabhénging von ¢
sind:

T'o

(I)617<P0+§01(7_J) = (cos(¢ — ¢g) — cos(p + 800))

dregr
37°
+(cos®(p — o) — cos®(p + @0)); +0(r™)

Mit den Relationen
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
cos(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
lassen sich die trigonometrischen Terme vereinfachen.

o8 — o) — c03(ip + ) = cos(p) cos(—po) — sin () sin(—go)
— (cos(¢p) cos(ipo) — sin(i) sin(¢o))
=2sin(yp) sin(yy)
cos” (¢ — o) — cos”(i0 + o) =[cos(¢) cos(—¢o) — sin(y) sin(—p)]
— [cos(ip) cos(ipo) — sin(i) sin(po)]”
= — 2cos(ip) sin(yp) cos(—p) sin(—pg)
+ 2 cos(¢p) sin(y) cos(—pp) sin(—po)
=4 cos(p) sin(¢p) cos(o) sin(o)
=sin(2¢p) sin(2¢py)

2
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q [2ro . . 32 . _
Dot ot (T7) = Treor {7 sin(¢) sin (o) + Q—TQSHI(?@) sin(2¢p9) + O(r 3)]

Unter Verwendung von cos(a — m) = — cos(«) ldsst sich das Potential von
den Spiegelladungen 3 und 4 analog bestimmen:

q 2ry . . 3re . . ~
Bt paein) = | =2 i) sinfin) + 5% sin(2) sin(2n) + O )

Damit lautet dann die erste allgemein nicht verschwindende Ordnung des
Potentials:

3975 Gin(2,) sin(200) + O
= — S11n 1n T .
dmeg 3 ? o

Y

Abbildung 2: Feldlinien (rot) und Aquipotentiallinien (schwarz) der 90°-Ecke.
Vielen Dank an Marcel Krause.
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