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Aufgabe 8: Prolate sphirische Koordinaten

Prolate sphérische Koordinaten sind gegeben durch

v)cos(p) ,

sin(yp)

x = asinh(p) sin(v)
(v)

z = acosh(p) cos(v)

y = asinh(u)sin(v
mit >0, v € [0, 7], ¢ € [0,27) und konstantem a > 0.

(a) Bestimmen Sie die Einheitsvektoren in p, v und ¢-Richtung und iiberpriifen
Sie, ob diese orthogonal zueinander sind.

(b) Bestimmen Sie den Nabla-Operator V in Abhéngigkeit der in a) bestimmten
Einheitsvektoren.

Lésung der Aufgabe

o7 cosh(u) sin(v) cos(y)

— =a | cosh(p)sin(v) sin(p)
sinh(p) cos(v)

_|or|or

| Ou| ou

= [a®(cosh?(p) sin®*(v) + sinh® (1) cos®(v))]

~1/2 OF
o

cosh(u) sin(v) cos(y)
= [(goshQ(u) - sinh2(,u)j) sin?(v) + sinh?(p)] 72 | cosh(u) sin(v) sin(p) | |

-

Y sinh(p) cos(v)
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oF sinh(u) cos(v) cos(p)
5 = ¢ sinh(p) cos(v) sin(y)
v — cosh(u) sin(v)
;o) or
~|ov| Ov
= [a*(sinh®(p) cos®(v) + cosh?(y) sin®(v))] e ?
v
sinh(p) cos(v) cos(y)
[sinh?(s2) + (cosh?(u) — sinh?(p)) sin(v)] /2 | sinh(p) cos(v) sin(p) | ,
b Y g — cosh(u) sin(v)
oF — sinh(p) sin(v) sin(¢p)
— =a | sinh(p)sin(v) cos(p)
Oy 0
,_|or| " or
. dp| Oy
S — sin(yp)
= [a®(sinh®(p) sin®*(v))] 12 O cos(¢)
Oy 0
Priifung der Orthogonalitét :
- v = cosh(p) sin(v) sinh(u) cos(v) — cosh(p) sin(v) sinh(p) cos(v) = 0
i =0
v-9=0
(b) Es gilt
oF |7t 0
V= Ji | 5—
Zi:q 9q; dq;
_ ’uf‘?u ™ ﬁﬁ + 95%
2
a\/sth(u) + sin?(v) asinh(u) sin”(v)
Aufgabe 9: Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

(a) Bestimmen Sie die Divergenz eines beliebigen Vektorfeldes
A= Ad+ AoO + AL

in Kugelkoordinaten. Verwenden Sie dazu die aus der Vorlesung bekannte

Darstellung
0 .1 0

00 SOT sin © Jp

S|

0
V—’f’a— @
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des Nabla-Operators in Kugelkoordinaten.

(b) Bestimmen Sie daraus den Laplace-Operator A in Kugelkoordinaten.

Lésung der Aufgabe [9]

—) - (Arf + Ao + Awe)
mit
7 = (cos(y) sin(O), sin(y) sin(O), cos(O))
O = (cos(y) cos(O), sin(p) cos(0), —sin(O))
= (_ Sin((p), COS(@)? 0)

Die Ableitungen der Einheitsvektoren sind gegeben durch:

or 00 P
o~ o 0 or =0
oF 00 . 0p _
90 ~ 9 90~ " 20~

o . 00 . 0% .
% = sin(0)p, % = cos(0)g, % = — (cos(yp), sin(y), 0)

~

= —sin(O)7 — cos(0)O .

- 0A, 104 1 0A
DA 2 ¢
v or * r 00 * rsin(©) Jdy
A, sin(©)A,  cos(©)Ae
* r * rsin(O) * 7sin(0)
19, , 1 o . 0A
= A N~ A .
r2or (rA) + rsin(©) | 00 (sin(©)4e) + )%
(b)
0D 100 . 1 09
APEVIR VT 5 008 Y e o,
) <~ —— T
Ar Ao A,
— lg 28_(1) + ; i i (6)18_(13 + i 1 a_cb
2o\ or rsin(©) |00 TS Op \rsin© dy
19 [ ,00 19 0P 1 9%

~ 5 (7)o (0O56) * ey o
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Aufgabe 10: Dipolfeld

Ein elektrostatischer Dipol bestehe aus einer negativen Ladung —g am Ursprung
und einer positiven Ladung ¢ bei a.

(a) Wie lautet das Potential ®(7)7?

(b) Bestimmen Sie die Komponenten des elektrischen Feldes E(7) in Kugelkoor-
dinaten. Wéahlen Sie dazu die z-Achse parallel zu a.

(¢) Bestimmen Sie den fithrenden Term des Potentials fur |7] > |d]

Losung der Aufgabe

(a) Das Potential eines Dipols ergibt sich aus der Summer der Potentiale der
Punktladungen

(b) Dafiir kénnen wir zunéchst das Potential als Funktion der Kugelkoordinaten
(7 || 2) schreiben:

() = —L |1 - !
T /1% +a? — 2ar cos(O)

= [ 09 A 109 . 1 09
b=-Vesr (_E) O (—;%) i (—rsm@%)

[\ J/ (. J/
N, -~

E, Pe "
bestimmen.
g [ 1 2 -2cs(0) ,, E
" dmeg [ 2T 2 (% +a” = 2ar cos())
q 1 o’ :
T dme, | 2 + (r — acos(0)) (r* + a® — 2ar cos(0))
2ar sin(© -
Eg = 47165: r = S;n( ) (T2 +a® = 2ar COS(@)) ’
0
. @ 7§
= %n() (7"2 + a® — 2ar COS(@)) ’
TEQ
E,=0

(c) Die Entwicklung fiir || > |@| muss nur fir den zweiten Term durchgefiihrt
werden:

1
%:—‘F@’
-

+
|7 — dl

+ ...

S | =
ﬁc»olﬁl

1
Vet =
,
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Mit dem Dipolmoment p = ga lautet nun das entwickelte Potential

Abbildung 3: Feldlinien (rot) und Aquipotentiallinien (schwarz) eines Dipols
(Nahfeld). Vielen Dank an Marcel Krause.
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Abbildung 4: Feldlinien (rot) und Aquipotentiallinien (schwarz) eines Dipols
(Fernfeld). Vielen Dank an Marcel Krause.

Aufgabe 11: Legendre-Differentialgleichung
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Gegeben sind die Polynome Py(x), die durch die Formel von Rodrigues,

definiert sind.

(a) Beweisen Sie die folgenden Rekursionsformeln

dPE+1 dPK—l
— —(204+1)F, =
dax dax R0+ 1P =0,
dPZ+1 dPg o

(b) Zeigen Sie mittels obiger Rekursionsformeln, dass die Polynome Py(z) der
Legendre’schen Differentialgleichung mit m? = 0,

é%(@?—u%%):fw+nﬂ

gentligen.

Hinweis: Folgende (per Induktion beweisbare) Relation kénnte niitzlich sein:

dé dfflf d@f
e R LU L

Losung der Aufgabe

(a)

dPn,  dPr, 1 1 e at
dz do 200 | 2(

RV AS B N Ry |
[+ 1) dui? (x*—1) %dxé(x 1) }
1 df 1 d
© 2000 dat | 2(0 + 1) da?

Mit dem Zwischenschritt
d2
da?

(2% — 1) — 20(2? — 1)“]

(z® — 1) = %(6 + 1) (22 = 1)22
= (0+ )l2* = 1) 2)2 + 20 + 1)(2® = 1)°
=2(0+1)(z* — 1) (2% + 2* — 1)
vereinfacht sich der Ausdruck zu

dp, dP,_ 1 df N
dx“ - L. 2@@!@@2 — 1) 2027 + 2% — 1 -2/

1 df 2 /—1
— (@ = )20+ )
1 df

https://www.itp.kit.edu/courses/ws2017/theoc Seite 6 von


https://www.itp.kit.edu/courses/ws2017/theoc

Die zweite Gleichung folgt analog

dP, dP, 1 1 dt+? det
0+1 ¢ [2( (22 — 1) — g (22 — 1)z]

dr  Tdx 2% | 2004 1) date Aot

mit dem Zwischenschritt (man kann auch den Hinweis verwenden)

d€+1 dé d
(0 = g [0+ 570
dé d£+1
d[Jrl 2 ¢ df 2 l d 2 L
= xdx”l(x 1) = Fp {—ﬁ(x —1) —|—xa(x —1) }

vereinfacht sich der Ausdruck zu

dPpiq dp, 1 & 1A, e q
i e _ _1 +1_ . 2_1f g 2_1£
de ~ Udr 201 dat 200+ 1) dgc2<3'j ) Sli'dx(x )+ 0(a® — 1)
1 )
= S (@ — D26 + 27 — 1 - 2007 + £(a” — 1)
1 df+1 ) ,
= et @ — D+ 1)
SRR R T
=+ Dgmggm@ — D = U+ )P

(i) - 3 (o any
) % (x% —z(l+1)P, — %)
2 % (di‘f — (U +2)Pryy —x(l+1)P, — %)
a) % (200 + 1)+ 1) Py — (C+2)Prys — 2(C+ 1))
_ % (€ +1)Ppyy — 2(0+ 1)P)

- Py P
- (£+1)(( et _Pg>

D+ 1)((C+ V)P — P) = (L +1)P,
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