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Aufgabe 12: Randwertproblem in kartesischen Koordinaten

Betrachten Sie ein in z-Richtung unendlich ausgedehntes leitendes Rohr von recht-
eckigem Querschnitt. In der x-y-Ebene liegt das Rohr bei x =0, z = a, y = 0 und
y = b. Das Potential bei z =0, x = a, y = 0 sei ® = 0. Bei y = b habe das Rohr
das Potential

Bestimmen Sie das von z unabhéngige Potential ®(z,y) im ladungsfreien inneren
des Leiters fiir

(a)

3Tz

Vi) = Vasin (27

(b) und

Vo) =a (1-

2
_x B 1') ‘
a
Hinweis:

Schreiben Sie die Randbedingung zunéchst als Fourier—-Reihe. Um die Koeffizienten
der Fourierreihe zu bestimmen kann folgende Relation hilfreich sein:

g/ dz sin (mx) sin (n—W$> = Opm, -
a J, a a
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Lésung der Aufgabe

Bei diesem Problem handelt es sich um ein 2-dimensionales Randwertproblem. Die
Laplace-Gleichung ist in diesem Fall gegeben durch

o* 0
A= (L 4 2 Vo=0.
(8 2 oy ) ’
Mit dem Seperationsansatz ®(x,y) = f(z)g(y) ergibt sich
L df(x) 1 d%(y)
Jo) da? o ogly) dy?
e k2
f(z) = Acos(kx) 4+ Bsin(kx)
=
oly) = Ok + Dt

=0

Anmerkung: Falls k? ein anderes Vorzeichen besitzt, werden die Argumente der
Funktionen komplex, das fithrt nur zu einer Vertauschung von hyperbolischen und
nicht hyperbolischen Funktionen.

Nun setzen wir die Randbedingungen ein:

(3:) Bsin(kz)
O(x, y—O)—O—C+D
= g(x) = C(e" — e7™) = 2C sinh(kz)
®(z =a,y) = 0 = Bsin(ka)
- k= "7: neN

Damit ist die Gesamtlosung eine Reihe iiber alle mogliche n:
nm nm
©(ry) = 3 Busin () sinh (o)
(z,y) Z sin { —~x ) sinh ( —~y
Um nun die Koeffizienten B,, zu bestimmen setzen wir die Vierte Randbedingung
ein:
nm nm
O(z,y=b) =V(r)=S B,si (—)'h(—b)
(x,y =10) () En: sin ( — ) sinh ( —

Um die einzelnen Koeffizienten B, zu bestimmen, wenden wir eine fithren wir

effektiv eine Fourierrreihenentwicklung von V(z) in dem wir beide Seiten iiber
a . . .

% fo dx sin (m;”’ ) integrieren:

z/oa dx sin (m;m) Vi(x) = Xn: B, sinh (%b) g/oa dz sin (m;rx) sin (?)
=" Businh (Z5b) G = By sinh (Z0b)
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Fiir alle B,, gilt somit:

B—_ L 2 / desin (@) Vi sin (i’ﬂ_ﬂf)
sinh (Z2b) a J, a a
y Vo
_ WY ) i (P
sinh (TZ_ﬂ'b) 5713 Sl ( a )

a

firn=3

0 sonst

Damit ergibt sich fiir das Potential

_ . sinh (5Fy) (37
O(z,y) = ng sin (—x)

95

)

a

Abbildung 5: Verlauf des Potentials V' (z) = Vpsin (22£). Vielen Dank an
Marcel Krause.

Abbildung 6: Feldlinienverlauf in xy-Ebene (12a). Oben befindet sich die
nicht geerdete Flache. Vielen Dank an Marcel Krause.

(b)
1 2 [ . /nnrx 2x
B, = o mEg) (713 a/o dx sin <_a ) Vo (1 5 1‘)

2| (2 2 a )
__ W 2 /2dmsin <@>_x+/ da sin (@) <2__x)
sinh (22b) a | Jo a /) a a a a
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Folgendes Integrale sind zu bestimmen:

ai

/ " dpsin(ha)r = [ cos(kr)] +% / " de cos(ka)

ag ao ao

ag cos(kag) — ay cos(kay) N sin(kay) — sin(kag)

k k2 ’
/al s Sln(kx) _ COS(/{Zao) — COS(]f(Il)
ao k
Damit gilt
Vo 4 a a nm a . /nm nmw
B,=——7F—x—— [—— coS (—) + —sin <—> + a cos (—) —a
sinh (22b) a®nm L 2 2 nm 2 2
a (mr) fas a . (mrﬂ
——cos | — a+ —sin | —
2 2 nm 2
” . " g 1 firn mod4=1
= sin(m>: S X 0 firn mod 2=0
sinh (”—”b) n2m2 2 sinh (ﬂb) n?m? .
a a -1 firn mod 4=3
B Vo 8 (—1)%1 firn mod2=1
sinh (%”b) n2m?2 0 firm mod2=0

Mit n = 2k + 1 wird es zu
Vo 8
sinh (Mb> (2k +1)

Bogy1 = 2.2 (-1)F

Damit ergibt sich fiir das Potential

a

e = (2k + 1272 Ginh <(2k+1)7rb>
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Abbildung 7: Evolution der Fouriersumme unter Beriicksichtigung der ersten
nicht-verschwindenden Summanden fiir das Potentials V(z) = 1} (1 —|Z -1 )

(1,2,3,4). Vielen Dank an Marcel Krause. ’

),
)
=

Abbildung 8: Feldlinienverlauf in xy-Ebene (12b). Oben befindet sich die nicht

geerdete Flache. Vielen Dank an Marcel Krause.

Aufgabe 13: Konzentrische Hemisphiren

Zwei konzentrische, leitende Kugelschalen mit Radien a,b(a < b) sind durch
dieselbe Ebene in voneinander isolierte Halbkugeln geteilt. Die obere Hélfte der
inneren Kugel und die untere Hélfte der dusseren haben das konstante Potential V/,
wahrend die beiden iibrigen Halbkugeln geerdet sind (V' = 0).
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Bestimmen Sie das Potential zwischen den Kugeln, also im Bereich a < r < b als
eine Reihe in Legendre Polynomen Py(cos(©)). Nehmen Sie Terme bis mindestens
¢ = 4 mit.

Hinweis:

Beachten Sie, dass das Potential azimuthal symmetrisch ist. Es kann hilfreich sein
die Ortogonalitatsrelation der Legendre Polynome zu verwenden.

Lésung der Aufgabe

Das Potential ist azimuthal symmetrisch ®(r, ) (m = 0), das bedeutet folgender
Seperationsansatz kann verwendet werden.

(Agré + Bgr’(”l)) Py(cos(0))

M8

O(r,0) =

=0

=  P(z,0) = Z (A’ + Ber™ V) Py(x)

P(a,z) =0, =<0
¢(b,x) =0, x>0
Obx)=V, <0

gilt allgemein

1 00 2
_ ¢ —(e+1)
/_lda:@(r, x)Py(z) = ;20 (Aer® + Byr ) TR
2 / /
= 26/ T 1 <Ag7’e + Bg/’f’i(e +1)> .

Fiir » = a gilt somit

2W+1 [! 20 +1 ! 2041
0 0
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und analog fiir r = b
20+ 1 0
~1
2041
= MF 1) / dz Py(x) = %(_1)%.
0

mit Py(—x) = (—1)°P,(z). Dies bedeutet, es gibt jeweils zwei Gleichungen fiir jedes
Ay und By. Zunéchst werten wir die Integrale I, fiir £ < 4 aus:

1
o 1 1
/del(a:):/ dzx = -

0 0 2

1 1 1 1
/deQ(x):/ dz=(32% - 1) =—(1-1) =0
0 0 2 2

! bl 15 3 1
/dePg(x):/O dz=(42® — 3x) :5(1—5) =3

1 1 1
/ de4(x):/ dz=(352" — 302~ + 3) §(7—10+3):0
0 0

Lose
1
I: Ay’ + Boa™Y = Ml} =C

2
IT:  AQ' + B~ ") = (—1fC

a€+1(1);£1’.+1(11) Ag(azé-i-l _ b2£+1) _ O(aé-i-l + (_1)£+1bé+1)
ab)t T (v (I)—al(IT
(ab) (é) (11)) Bz(b2£+1_a2£+1) (a b)£+1c(b£ + (- )Z—i—l E)
(2€+ 1)V[ a€+1 + (_ )erlb@Jrl

= A= 9 ET 200 _ g2t
20+ 1)V oug (1)t —0f
= By = 9 Iy(ab)™ q20+1 _ p2ert
Nur fiir £ = 0,1, 3 sind A, und By von null verschieden
V a—>b K
0= 2a—5 2
3V a® + 1?
A= 4 a3 — 13
7V at + b
A5 = 16 a7 — b7
1V 1-1
BQ 5 ((lb) al —pt =0
3V, ,—a—b 3V, . a+b
Br= ) s = W)
% —a®=bv TV a® + b3
B - 4 = 7 — 4
3= oW T T
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Damit lautet das Potential

Z Ag?“ -l-B[I“ Z—H)) Pg( )
=0

Vo3V (a®+b*)r — (ab)*(a + b)r—2

R P Aile)
s a+b4r+ab4a3+b3r*4

Abbildung 9: Aquipotentialflichen und Feldlinienverlauf im Zwischenraum der
Kugelschalen. Vielen Dank an Marcel Krause.

Zusatz:
Eine allgemeine Losung:

oo =2 2 (- () 6)

~ 1— (%)2€+1

Der Fall a < b:

O(r, x) :g + % (—% + %) Pi(x)
+ % (Z_z — j—i) P3(z) +
tim 0(r.2) =2+ 2L py ) - L pa

(Kugel mit geladenen Hilften auf £V7)
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Aufgabe 14: Drehimpulsoperator

(a) Zeigen Sie, dass der Drehimpulsoperator L2 = —h2(7x V)2 (der Ihnen in der
Quantenmechanik wiederbegegnen wird, zur Vereinfachung der Rechnung
sei i = 1) in Kugelkoordinaten explizit als Differentialoperator

SR T A e S T
=5 <a9sm(@>a@ sin?(0) 0g?

geschrieben werden kann. Wie lautet der Zusammenhang mit dem La-
place—Operator?
(b) Zeigen Sie, dass die Kugelflichenfunktionen Y,"(0, ¢) Eigenfunktionen von
L? zu den Eigenwerten £(¢ + 1) sind.
Hinwesis:
Sie konnen die Relation, welche Sie in Aufgabe 11 a) und b) hergeleitet haben,
verwenden.

Losung der Aufgabe
Aus Aufgabe 9 ist die Parametrisierung in Kugelkoordinaten bekannt

0 10 1 0
V= "or * @;% —Hprsin@%'
und
or 00 P
ar ar ar =
or 00 0p
FER 9o ~ 96 "
or . 06 . 00 . A
95 sin(©)@, o cos(0)p, 9o sin(©)7 — cos(0)0.

(a) Damit kénnen wir das Vektorprodukt in Kugelkoordinaten schreiben:

FXV:rfx(fﬁJr@li—l—@—l 2)
or r 00 rsin © Jp
:Axéijwﬁx@ L 9
—~—~00 ~—~—~sin®dp
-6
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Damit ist das Skalarprodukt

. . (.0 1 0 .0 ~ 1 0
(TXV)(TXV)_(SO% ®Sin@%) (@% ®sin@%>

=0 _4
ot 9% 0 _(98)_1 9 C
sin(©) Op 00 I | sin(©) Oy
'\—v—/ A ~——
=—sin(©)7—cos(©)O cos(©)p

_ P cs®) 0 1 &
~ 002 " sin(0) 96 ' sin’ © op?

1 0 . ©) 0 n 1 0?
= —sin(0)— _—
sin(©) \ 00 00 sin? © Jy?
- 1 9, 0 1 0?
2=—  sin@) =) - %
- sin(O) (86 sin(6) 8@) sin® © Jp?
(b) Die Kugelflichenfunktion sind gegeben durch

m m [20+1 [(L—m)! i
v = a2 [ oo
. 3 )

Ein Umschreiben der Ableitungen ergibt:

1 isin(@)i 1 Ocos(0) 1 sin(0) 0 cos(O) 1
sin(©) \ 00 00 ) sin(@) 90  Jcos(O) 00  0cos(O)
— —_—
—sin(©) —sin(0)

z=cos(©) 2 2 2
B 8x(1 v )833

- 9, 0 1 02

2_ 9, 9 1L O

= L= 61’(1 x)ax 1 — 22 0p?

m 2
E2Y'£m — A |:_eim<pg(1 o IQ)QPem(I) . P@ (ZL’) 9 eimap:|

ox Ox 1 — a2 8_g02
im a a m m2 m
= —A€ ® |:%(1 — I‘Z)%Pe (I’) — mPZ (]3):|

~
zug. Legendre’sche DGL: —£(£+1) P} (x)

— U0+ 1)AP" (2)e™ = 00+ 1Y g
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