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Aufgabe 19: Energie in einer geladenen Kugel

Bestimmen Sie die im Kugelvolumen enthaltenen Energie einer geladenen Kugel
mit Radius @ und Ladungsdichte py = po©(a — r) in zwei Schritten.

(a) Zeigen Sie zunéchst, dass das elektrische Feld in Kugelkoordinaten gegeben

ist durch:
&7‘72 firr <a
E(r) = 3
Po a- . .
— 7 firr >a
3eg 12

(b) Bestimmen Sie nun mit der Energiedichte

w(r) = ZE(r)

den Beitrag zur elektrostatischen Gesamtenergie W aus dem inneren einer
Sphére mit Radius R am Ursprung .

Lésung der Aufgabe
(a) Nach GauB (kugelsymmetrisches Problem E = E,#) gilt

f A B = [ Vo

& Areqr*E, = / dr’r’247rpg®(a — 7"
0

Min(a,r) )
= / dr'r"“4mpy
0

4 {rgﬁirr<a

= -7
3 po a® fir r > a
Damit gilt :
&rf firr <a
— 360
E(r) = 3
Po a” ..
— 7 firr >a
360 r2
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(b) Das elektrische Feld ist gegeben durch
3

B = (r@(a — )+ ‘;—2@@ - a))

N 380

2
= E’= % (7"2@(@ —7)+ —O(r — a))
0

Die Gesamtenergie muss nun iiber das Volumen einer Kugel mit Radius R
bestimmt werden:

€0 12 i 2€0 142
W(R) = dV?ET =d4r | dr*—FE;
0

2
R 2 6
go P, a
= /o drr2?9—€03 <r2@(a —r)+ ﬁ@(r — a))
( R
omp? / drrt fir R < a
0 0
- Oc a R 6
0 / drr4—|—/ d?“a—2 fir R>a
\ JO a r
( 1
2 2 5R5 fir R<a
_ 0
= 5 6
90 \%—%+a5ﬁirR2a
R’ fir R<a
2mpg

- 45¢ a5(6—%> fir R>a

Aufgabe 20: Konzentrische Kugeln mit Dielektrikum

Zwei konzentrische, leitende Kugeln mit inneren und &ufleren Radien a und b haben
ihren Mittelpunkt im Ursprung. Die innere Kugel triagt die Ladung 4+ und die
aulere —@Q. Fiir z > 0 sei der Raum zwischen den Kugeln mit einem Dielektrikum
der Dielektrizitdtskonstante ;—0 gefiillt.

(a) Bestimmen Sie das elektrische Feld im Raum zwischen den Kugeln.
(b) Wie lautet die Oberflichenladungsdichte auf der inneren Kugel?

(¢) Wie lautet die Polarisationsladungsdichte, die auf der Oberfliche des Dielek-
trikums nahe r = a induziert wird?
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Lésung der Aufgabe

(a) Am Rand des Dielektrikums muss gelten:

I I
Ez>0 - EzSO

1 1
Dz>0 - Dz§0

ohne Dielektrikum zeigt das E-Feld in Radialrichtung und lautet

Damit sind die obige Bedingungen sind direkt erfiillt und D+ verschwindet.
= Wir erwarten, dass das Feld mit Dielektrikum ebenfalls ein Radialfeld

mit
- T
E = O[ﬁ
ist. Mittels Gauf gilt dann
Q:%ﬁ%w
4 4y
]{DdS = ago o Of T _on (0 +¢))a
re 2
= a=
" or (50 +¢))
= FE = @ %

(b) Die Oberflachenladungsdichte auf der inneren Kugel lautet:

—eo Bt <0
ale(r:a):{ ’ °=

—E+ 2>0
o Q o ZSO
S 2m(sgte)at )] e 2>0
Test:
Qé/«w

Qe 2 Qzo
— 27a? 2 —
TS (5o £ 2) + 27ma 27 (o 1 ) Q
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(c) Polarisationsladungsdichte an der Oberfliche des Dielektrikums bei r = a.

Ppol = —V P
= -V (509@5) =—(e—¢y)V- E

Mit Gauf:
j{ dSp-i=S-p-(r=a)=— /dvppol Qpol
- oy = 2 = (e —c)BY_,
_ e—& Q@
g0+ e 2ma?
:>Up01 + 0z>0|T:a
_ €0 Q —
€o + € 2ma? #=0
E ist radialsymmetrisch.
Aufgabe 21: Besselfunktionen

Die Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) lautet

v 100 10% o
dp*>  pIp  p?op*  02°

(a) Nutzen Sie fir die Losung der Laplace-Gleichung den Separationsansatz

O(p, p,2) = R(p)F(p)Z(2).
Wie lautet die Radialgleichung, wenn die Differentialgleichungen fiir F' und 7

PZ_ ., &F

_ 2
FER R = Ea

lauten? Setzen Sie x = kp (Bessel’sche Differentialgleichung).

(b) Losen Sie die Bessel’sche Differentialgleichung mit dem Potenzreihenansatz
R(x) = x* Z a;x’
=0

Zeigen Sie, dass die Koeffizienten a; mit ungeradem Index verschwinden,
wahrend die geraden Koeffizienten die Rekursionsformel

erfiillen. Dabei sollte auch @ = 4 herauskommen.
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(c) Bestimmen Sie die ersten Koeffizienten explizit und zeigen, dass sie mit der
Wahl ag = 1/(2°T' (e + 1))
(=1) 1
Q25 = 557> 5 -
220 +a+1) 22

lauten. Die so bestimmten Radialfunktionen sind die Besselfunktionen erster
Art der Ordnung +v.
Hinweis: Verwenden Sie I'(x 4+ 1) = oI'(x)

(d) Wie verhalten sich die Besselfunktionen fiir + — 07 Welches asymptotische
Verhalten der Besselfunktionen bei x — oo konnen Sie direkt aus der
Differentialgleichung schlieflen?

Losung der Aufgabe

(a) Einsetzen des Ansatzes

O(p, p,2) = R(p)F(p)Z(2).
in die Laplace-Gleichung und teilen durch R(p)F()Z(z) ergibt

1 (0?°R 10R 1 O0*F 10*°Z
B\a2 ") T pFaz T 702 =0
N — S/ \\/—'/
unabh. von Z —Konstante —k?2 unabh. von p,p—Konstante k2
0*Z
=—— —k’=0
022

=7 = Azekz + Bzekz

Analog kann man man p und ¢ separieren

e L(PR_1OR\ 1 OF
CR\Op?  pdp)  pPF Op?
oo L (ER 10R\ o, 10°F
R \0p2  pop P F 0p?
2 —v?
0’F 9
:>O:a—()02+VF
= F = Apei(up + BFGimP
Analog verfahren wir mit R
2 /92
s p°(O0°R 10R 9 9
== \|\55t+t-—F5 k
Y R(0p2+pap e
R 10R 2
S 0=———+—— E>— = )R
8p2+pap+( 02)
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Zur Bessel’schen Differentialgleichung gelangt in zwei Schritten. Zuerst
teilen wir die komplette Gleichung durch k? und dann substituieren wir

x = kp:
O*R 1 OR 2
= — 1 2
0 k20p? * kp kop * < k‘2p2) R

2 2
=0 = a——f-la—R—F(l—y—)R

T2

(b) Zum Losen der Differentialgleichung wird nun der vorgegeben Ansatz ver-
wendet:

o0
— e
r) == E a;
=0

Die Ableitungen der einzelnen Terme werden zu:

8 [o.¢] ) o
a—z =30+ e

Jj= Jj=0
8:1:2 Za]x”a = Z j4+a)(j+a—1)azite?
7=0

Einsetzen in die DGL ergibt
0:2((j+a)(j+a—1)+(j+a)+$2_yg>aﬂj+a_2

- 1/2) z) + xHQ} a;

4

|

N
g
<
_l’_
L

7=0
9 o0
z Z ((+ @) —v?) 2la; + Z (G +2+ @) =v?) ajp + a;] 27+
=0 7=

Da die Gleichung fiir beliebige x erfiillt sein muss betrachten wir es Koeffizi-

entenweise:
j=0: (@® —1v*)ag =0 = a=*vfiray #0
j=1: (=2 +a*+2a+1)a; =0

s (Ew+Da =0 "B a =0

J220 ((+22+20+2)a+a - vPajes = —a;
_aj,_2

&7 +2a)ay = —ai_g = ay = ——
J (.7 ) 7 3 —2 J ],(],+2a)
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Durch die letzte Relation sind automatisch alle ungerade Koeffizienten 0.
Somit gibt es nur nichtverschwindende gerade Koeffizienten (Fall ap = 0
spater). Damit erhilt man die Relation fiir j' = 2j

_ —Q25—2 _ A2(5—1)
2j(2j+2a) 4j(j+a)

CLQj

mit o = +v. Falls ay = 0, gibt es nur nichtverschwindene Koeffizienten
ungerader Ordnung und dann gilt analog o = +v — 1.

(c¢) Die Koeffizienten kann man somit sehr leicht als Produkt aufschreiben:

, 1 (-1 1
=t (<) < T
_ (=1 1
29I D (a4 DI, (i + o)
_ (=1 1
202510 (a+ 1)(1 + ) I, (i + a)
Hinwei;rf‘(a+2)
(=1)? 1
T 20221 T (a4 + 1)

Damit lauten die Radialfunktionen:

R(z) =) j!F((Ez_—I—l?jj+ 1) (929“

J=0

(d) Fiir x — 0 trégt der nur die kleinste Potenz von x bei

1 T\
10 = ey ()
i Bw) = v 2
Speziell gilt

lim R(a =0,2) =1

z—0

: T

glcli%R(a =1,2)= B

: 2?

glglil(l)R(oz =2,1)= 5

Fiir £ — vereinfacht sich die DGL zu

2 2
0:8R+18R+<1—”—)R

22 z Ox 22
O’R

@0:—2+R
T

=R ~ Acos(x) + Bsin(z)
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