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Aufgabe 22: Spulenformel

Durch eine spiralférmige Spule, 7= (Rcos(y¢), Rsin(yp), ap) mit n Windungen
und der Linge L (mit L/n < 27 R) fliefit ein Gleichstrom I.

(a) Bestimmen Sie das Magnetfeld entlang der Spulenachse.

(b) Wie verhélt sich das Feld auf der Spulenachse in der Mitte der Spule und in
grofen Absténden |z| > L?

Hinweis:
Uberzeugen Sie sich, dass die Korrekturterme klein sind, wenn Sie eine Windung
als Ring annihern.

Losung der Aufgabe

(a) Hier benutzen wir die in der Vorlesung hergeleitete Gleichung:

S Ho 71 7=
B(r)y=—1I [ dl
"= / PP
In Zylinderkoordinaten und mit
7 =Rp + ay'z, (1)
T=zZ, (2)

wobei a = L/(2mn) kénnen wir ¢’ als Integrationsparameter definieren

or
= R R
dl’ = 00 d¢’ = (RY' + a2)dy’
Damit lautet das B-Feld:
L/2a A1 AR
_ Lo R . —Rp + (z —ay')z
B = dy' (R X
B = i // PG+ 02) X (R oy — 22
:@[ L/2ad ,R22+R<Z—G/()0,)ﬁ/—ZR@/
i e T (R (g — 2P
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Mit der angegebenen Naherung a < 27 R konnen wir alle Terme ausser R,
vernachlissigen, da jeder Ring nur ein Beitrag in 2 gibt.

L/2a 22
Ho / R°Z
B —1I d
= [ T
IR? ' ] L/2a
Ho N ap —z
= z
n aRWR2+<aso’—2>2 b
,uo[ 5 + z
" dra” @/R2 ,/R2 —i— z)?
_ ,uoln73 L2 n Ltz
2L L L
R?+ (- —2)? R?+ (5 +2)?
i ~a =b |

(Anmkerkung: Bei einer Entwicklung von % — 0 sieht man direkt, dass ¢
aus dem Nenner nicht beitragt.)

(b) In der Mitte des Feldes gilt z=0:

Mofn

B(z=0) =

\/R2 % \/RQ

pum I —_—
HoT \/4R2%—L2
Und fiir grofle Absténde:

Nlh

= I
lim B(z) = lim Hollt [
In

e e 2k (= 122/2)2 \/ 1+ (z+L/2
Aufg6 | R? 1 R?
- I { z—Lm) _§@+Lﬂ)ﬂ
_ lim ,uDInR2 [ 1 )} _ ,uOInR222zL
200 (z—LJ2)2  (z+ L/2)? 4L z4
ol nR2 X
R
Aufgabe 23: Magnetfeld einer rotierenden Scheibe

Betrachten Sie eine rotierende Scheibe mit Radius R und vernachléssigharer Dicke,
die sich mit konstanter Wingelgeschwindigkeit & um ihr Zentrum dreht. Eine
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Ladung @ sei gleichméfig auf der Scheibe verteilt. Berechnen Sie die magnetische
Induktion B auf der Drehachse.

Hinweis:

Verwenden Sie die Stromladungsdichte j(7) = p(7)7 mit 7 = & X 7.
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Lésung der Aufgabe
Die Ladungsdichte ist gegeben durch

o) = 26

und vereinfacht das Integral des Biot-Savart Gesetzes auf zwei Dimensionen:

B = ’”‘O/dvj (F—f)

47 |7 — |
_ Mo pU X (FF— 1)
dV
 4n |7 — |3
to @ ( X 7) x (7= 1)
4 7TR2 Schelbe |F, - 7:7|3

Es soll der Strom auf der Drehachse bestimmt werden. Somit wahlen wir

&l
I

wZz

ZZ

=l
Il

=

Die Scheibe ist Senkrecht zur Drehachse. Mit Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) gilt
nun:
F/ — p/p\/
dA = p'dp'dy’
(@ x ) x (=) = wp'(2 x p) x (=p'p/ + 22)
=wp'¢ x (=p'p + 2%)
= wp? s 4 wp'zp

3

|7 = 7|7 = (0 + )7

Da p' = cos(¢')z + sin(¢’)y und der restliche Term des Integrals unabhéngig von
¢ ist, verschwindet dieser Term proportional zu p’ wegen

2 2m
/ dy'sin(¢") =0 = / dy’ cos(¢f) .
0 0

Damit lautet das B-feld:

R 12
Ho Q (] P
B — w22 d
(7) innR” 7T/0 pp (p’2+22)%
Qﬂowé/R 1! IOI2
27 R? 0 P (p’2—|—z2)%
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Mit der Substitution u = p'* + 22 wird das Integral zu:

Wegen

1 R2422 2 1 R2422 1 2
B__/ duu__/ L
2 /. u/? 2 /. ul/2 yd/?

52 2

_(.1/2 2. —1/2\ |+ — VRZ ¥ 22 _ _Z

= + z7u R+ 22+ ———= — |2| —
( Ik o

222 + R? 20z =2 2+R7 2
VR? + 22 VR? + 22

—= > [z ist das B-Feld

\/R2
2 R?
— —|— —_—
B() = HoQu ([ =+ 7 2] | 2
TR? \ VR? t 22

nach oben gerichtet.

Aufgabe 24: Ladungsdichte eines Wasserstoffatoms
Eine ausgedehnte Ladungsverteilung habe die Dichte

re~"/% sin?(0)

p(7) =

647m0

mit dem Bohr’schen Atomradius ag = goh/(mme?) = 0.529 x 107%m und der
Elementarladung e. Dies enspricht der Ladungsdichte der m = +1-Zusténde des
2p-Niveaus des Wasserstoffatoms.

(a)

Geben Sie eine Multipolentwicklung fiir das Potential an, das dieser La-
dungsdichte entspricht, und bestimmen Sie alle nichtverschwindenen Mul-
tipolmomente. Driicken Sie zusétzlich das Potential in grolen Absténden
vom Ursprung durch eine Entwicklung nach Legendre-Polynomen aus.

Bestimmen Sie das Potential explizit an jedem Raumpunkt und zeigen Sie,
dass es in der Nihe des Ursprungs bis einschliefllich zur Ordnung 7? durch

—e |1_ T—Pg(cos(@))

P(7) —
() dmegag |4 1204

gegeben ist, wenn lim, ., ®(7) = 0 verlangt wird.

Fiir den Fall, dass sich am Ursprung ein Kern mit Gesamtladung [ dVpx =
Ze und dem Quadrupolmoment Q33/e = Q../e = 1072*m? befindet, bestim-
me man den Betrag der Wechselwirkungsenergie. Driicken Sie das Ergebnis
durch eine Frequenz aus, indem Sie durch das Plank’sche Wirkungsquantum
h dividieren.

Anmerkung: Die Quadrupolwechselwirkung besitzt die gleiche Groflenord-
nung, wie man sie in Molekiilen findet.
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Hinweise:
Integrale der Art f; dze~®/?x! diirfen Sie nachschlagen oder mit einem Computer-
programm l6sen.

Die sogenannte Feinkstrukturkonstane o = 5=

_ 1
T 137,036°

Losung der Aufgabe

(a) Diese Ladungsverteilung ist azimutal symmetrisch. Nur die m = 0 Momente
werden nicht verschwinden. Desweiteren kénnen wir

sin?(0) = 1 — cos?(0) = ; [Py(cos(©)) — Py(cos(0))]

in Legendrepolynome entwickeln. Die Momente sind dann gegeben durch

a0 = [ drdgd cos(©)r%p(r, ©)r'V

= 2m4/ % /drdgpd cos(0)r 2 p(r, ©) Py(cos(0))

- 64217;202 /264—71;1/ drrt* r/ao/ d cos(©)Py(cos(0)) [Py(cos(O)) — Py(cos(O))]

Hinweis —€ 2041 ’ afe [20+1
= L(0+5)ag™ 2600 — —5 =
48mal V4w (4 5)ag l “o ‘ 2} 487V Arm

5
L+ 5) [25&0 — 55&2}
Daher gibt es nur zwei nicht verschwindene Multipolmomente:

1

= —4/—e
qoo -

/5
q20 = 6 Ea%e

Aus der Multipolentwicklung kann nun das Potential fiir grofle Abstinde
bestimmt werden:

—e 47 Yo (0, ¢)
o =
drey Z 20+ 11m e

47 Pg
471'80 Z V 20 + 1% 7“”1
—e

[- - —PZ(COS@))}

T r3

471'80

(b) Wir benutzen die Green’sche Funktion um das Potential an jedem Punkt
im Raum zu bestimmen. Im allgemeinen gilt:

. 1 4 b, ,
¢

|7 — 7| 20+ 1p4r1 0
m
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Durch die azimutal Symmetrie, miissen wir nur die m = 0 Terme der
Entwicklung betrachten:

Z E+1 2 (cos(©")) Py(cos(0O)) + Terme(m # 0)

Daraus folgt:

B() = [ oG T)

ﬂ%/ dp'rie—r o0 <
" drey 647al 3 J, rit

r>

X /_1 d cos(©") Py(cos(©")) [Po(cos(0")) — Py(cos(©"))] Py(cos(O))

—e 1 1 4 —r' fa 3=t —r'/a 2
47r50 s {r“l/ dr'r’ Va0 4y /T dr'r’ '/ 0} {25&0 — 552,2]32(003(@))
47r5 ad 24 {(F dr'y'te7 i +/ ar'r” _T,/"’O)
0% r
PZ(COS ©)) ( / rlplCe=r /a0 4 12 /00 d?“'?“'e_r//a(’)]

Die einzelnen Terme kann man nun per partieller Integration 16sen. Das
Ergebnis lautet:

—_

() = 47r€0a0 o {— 24af — e/ (24ad + 24agr + 12a3r® + 4air® + agr?))

+ e_r/“o 6agr + 6agr? + 3agr® + aor?)

Py(cos(© L
—M 144 — 77/ (1444 — 7255 424 +6T +6-— + g
73 ap 0 CLO 5@0 5@8
/a0 (M))}
5
— L] T/ao
= Tremor | (2468 — ¢ 77T (24a] + 180y + 6alr? + )
0
_ M

= (144ad — e~/ (144ad + 144afr + 72adr® + 24agr® + 6air® + agr )}
—e |1 3r 1r 17
- S O O R N

4meg [7’( ‘ ( +4a0+4a0+24ag>)

6P (cos(0))al _ roo1r2 13 1t 19
_ 1—e /a0 [ 14— 4 = —
= ‘ T 22 6 Toua g
Im Limes r — 0 lautet die Entwicklung der Exponentialfunktion

[e.9]

1 /r\"
r/ao _ i
c nZ:On!(ao)
o1\ /7N 1 /r\" 1 r\°
S I T (N T (O T (A I A RO
+a0+2(a0) +6<a0) MY (ao) 120 (ao) +0(7)
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Anstelle die Exponentialfunktion zu entwickeln, kann man nun auch die
Polynomreihe umschreiben:

— 1 1 1r? 3
lim ®(7) =lim ‘ {— (1 — e/ <er/“° - - 07 + (’)(r4)>)

r—0 r—04meg | r day 4ad 24a}

- PO (o (o L7 05) ]

3 720 af

—lim — {ie—r/ao +o@) - Plees®) (iﬂe—r/ao " O(r?’))]

=0 4meg | 4ag a 120

—e {1 r?

4me 0o

1 TOCL%PQ(COS(@))]

(¢) Die Wechselwirkungsenergie eines Kerns am Ursprung ist gegeben durch

W = / Brped (i) ~ — - / Prpk E— - PQ(COS(Q))}

Amegag 120a?

Mit [ d*7px = Ze, Py(x) = 5(32> — 1) und z = 7 cos(0) kann man direkt
den ersten Teil des Integrals auusfiihren:

—e [Ze 1
W~ — - *rprr? (3cos®(©) — 1
dregay | 4 2402 / Tprcr” (3cos™(0) — 1)
—e Ze 1
— = d3—' 3 22
dmegag | 4 240a3 / o (37— )
I Qs

. —62 Z Q33/€
© dmegap |4 24043

Der erste Term ist die elektrostatische Wechselwirkungsenergie. Die Wech-
selwirkungsenergie des Quadropols (als Frequenz ausgedriickt) lautet:

2
w - ¢ s/ = cQs3 ~HMHz
h  4mwegagh 24002 480ma}

Diese Kernquadrupolwechselwirkung mit dem elektrischen Feld der Elektro-
nenwolke fithrt typischerweise zu Radiofrequenzresonanzen (im niedrigen
Megahertzbereich), der unter Verwendung des nuklearen Prozesses nach-
gewiesen werden kann: Kernquadrupolresonanz-Spektroskopie (NQR). Da
NQR empfindlich auf die elektronische Struktur ist (dh chemische Bindun-
gen), hat es einige Anwendungungen in der Entdeckung von Sprengstoffen.
Insbesonders Stickstoff ist ein héufiges Element in vielen Sprengstoffen. Da
1N ein Quadrupolmoment ungleich null besitzt, kann NQR verwendet wer-
den, um festzustellen, welche Arten von Stickstoffverbindungen in einer
Probe vorhanden sein konnen.

https://www.itp.kit.edu/courses/ws2017/theoc Seite 8 von


https://www.itp.kit.edu/courses/ws2017/theoc

Abbildung 13: z-Ansicht der Aquipotentialflichen und Feldlinien des Wasserstoffa-
toms in Fernfeldnéherung. Vielen Dank an Marcel Krause.

Abbildung 14: x-z-Ansicht der Ladungsdichte des Wasserstoffatoms. Vielen Dank
an Marcel Krause.

Aufgabe 25: Helmholtz-Spulen
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Eine kreisformige Leiterschleife mit Radius a wird vom Strom I durchflossen
und liegt innerhalb der x—y-Ebene bei z = 0. Eine weitere Schleife mit gleichem
Radius liegt parallel dazu bei z = b und wird ebenfalls vom Strom I durchflossen.
Wie lautet das B-Feld entlang der z—Achse? Bestimmen Sie b so, dass das B-Feld
genau zwischen den Spulen, bei z = b/2 besonders homogen wird.

Losung der Aufgabe
Das B-Feld ist gegeben durch

Ar ]F—F’]Q

B=

Der Ring kann einfach mit Zylinderkoordinaten parametrisiert werden:

dl'= a (—sin(p), cos(y), 0) e
F—17 = (z—acos(p),y — asin(p), 2)
dl'x 7 — 7 = ady (2 cos(p), zsin(y), —ysin(p) + asin’®(p) — z cos(p) + acos*(p))

pol [*" - (zcos(p), zsin(p), a)
B(0,0,2) = ™ / ad (0Z+ 2
ol (0,0,27a) wola®

T Ar a(az + 22)3/2 T 2(a2 + 22)3/22

Dies ist das Feld einer Spule auf der z-Achse. Per Superposition wird nun das
Gesamtfeld zweier Spulen (eine bei z = 0 und eine bei z = b) auf der z-Achse
bestimmt:

Ta? 1
Bz(z>=“°a(

1
2 (a2 + 22)3/2 + (a2 + (Z _ 5)2)3/2)

Das Feld in der Mitte der Spule soll moglichst homogen sein, also gilt:

dB, L 0
dz |,y
d’B, !
dz? |,y -
dB, _ —,uOIaQ'g( 2 N z—1b )
Tl 2 P\@re T @ o) |,
_ —pola? '3( b/2 B b/2 ) _0
2 (a2 +(b/2)2)°%  (a® + (b/2)*)°% ) | .y 0
Dies ist immer erfiillt.
d*B, —3upla® (a*+ 2> — 5z  a*+ (z —b)* — 5(z — b)?
d2? |y - 2 ( (a? 4 22)7/2 (a® + (z — b)2)7/2 > b2
_ =3uola® a® —4(b/2)* +a® — 4(b/2)* 0
2 (0% + (b/2)%)7
= a=2b
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Eine Helmoltz-Spule hat somit den gleichen Abstand zwischen den Ringen wie der
Durchmesser der einzelnen Ringe. Im Mittelpunkt zwischen beiden Ringen ist ein
besonders homogenes Magnetfeld.
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