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Aufgabe 24: Helmbholtz-Spulen

Eine kreisformige Leiterschleife mit Radius a wird vom Strom I durchflossen
und liegt innerhalb der x—y—Ebene bei z = 0. Eine weitere Schleife mit gleichem
Radius liegt parallel dazu bei z = b und wird ebenfalls vom Strom I durchflossen.
Wie lautet das B-Feld entlang der z—Achse? Bestimmen Sie b so, dass das B-Feld
genau zwischen den Spulen, bei z = b/2 besonders homogen wird.

Lésung der Aufgabe
Das B-Feld ist gegeben durch

—
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Der Ring kann einfach mit Zylinderkoordinaten parametrisiert werden:

df: a <_ Sin(@)? COS(@)? 0) ng
F—71 = (x—acos(p),y —asin(yp), )
Al x 7 — 7 = ady (2 cos(p), zsin(y), —ysin(p) + asin’®(p) — z cos(p) + acos*(p))

_ /’LOI o (Z COS(QO)v ? Sin(@)? a)
B(0,0,z2) = —/0 ad (a7 + 232
~ pol (0,0,27a) pola?

A a(a2 +22)3/2 7 2(a? + z2)3/2z

Dies ist das Feld einer Spule auf der z-Achse. Per Superposition wird nun das
Gesamtfeld zweier Spulen (eine bei z = 0 und eine bei z = b) auf der z-Achse
bestimmt:

pol a® 1 1
B.(z) = 9 ((a2 + 22)3/2 T (a2 + (z — 5)2)3/2)
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Das Feld in der Mitte der Spule soll moglichst homogen sein, also gilt:

dB, : 0.
dz |,y
d’B, !
dz? 2=b/2 -
dB, _ —,uola2.3( z N z2—b )
Az |y 2 (@®+ 222 (a®+ (2 = 0)%)"2 )|y
_ —pola? _3( b/2 B b/2 ) 0
2 (a® + (b/2)2)>2  (a® + (b/2)*)°% ) | _y s
Dies ist immer erfiillt.
d’B, —3uola? (a®+ 2% -5z  a*+ (z —b)* —5(z — b)?
d2? |y - 2 ( (a? + 22)7/2 (a? + (z — b)2)7/2 ) b2
B —3uola® a* — 4(b/2)? + a® — 4(b/2)* _0
2 (a® + (b/2)?)7/?
= a=b

Eine Helmoltz-Spule hat somit den gleichen Abstand zwischen den Ringen wie der
Durchmesser der einzelnen Ringe. Im Mittelpunkt zwischen beiden Ringen ist ein
besonders homogenes Magnetfeld.

Aufgabe 25: Abschirmung paralleler Leiter

Zwei unendlich lange gerade Leiter befinden sich parallel zur z—Achse bei x = +d/2,
y = 0. Die Leiter werden entgegengesetzt von einem Gleichstrom +1I durchflossen.

(a) Zunéchst betrachten Sie nur einen unendlich langen Draht in einem Medium
mit .
(i) Wie lautet das H-Feld im ganzen Raum um den Draht in Zylinderko-
ordinaten?
Hinwesise:
Sie diirfen fiir diesen Teil annehmen, dass der Draht sich bei z = 0

befindet.
010 0
Van = (%;@@)

(i) Die Stromdichte ist auf den Draht begrenzt, also lifit sich das H-Feld
durch ein skalares Potential ®,, beschreiben, so dass H = —V®,,.

Bestimmen Sie das skalare Potential in kartesischen Koordinaten, wenn
sich der Draht bei x = a, y = 0 befindet.

(b) Nun betrachten Sie beide Leiter bei z = £d/2
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(i) Bestimmen Sie analog zu (a) das skalare Potential des Leiterpaares.
Zeigen Sie, dass das Potential bei kleinem Abstand d < p in Zylinder-
koordinaten

b — Idsin(yp)
2mp

(ii) Die Drihte befinden sich nun im Zentrum eines Stahlzylinders mit
innerem Radius a und duflerem Radius b und Permeabilitat u = pop, -
Das Potential kann (immer noch im Limes d < p ) dann innerhalb und
aulerhalb des Zylinders als

(¢ sin(ep) p>b
p
Y .
¢, = <@p + E) sin(¢p) a<p<b
Id
\ <—? + 5p> sin(yp) p<a

angesetzt werden. Damit ist das d&uflere Feld ebenfalls ein Dipolfeld, wie
in Teil (i). Bestimmen Sie die reellen Parameter «, 3,7, d aus geeigneten
Randbedingen an die B- und H-Felder. Zeigen Sie damit, dass das
auBere Feld gegeniiber dem Feld ohne den Zylinder um einen Faktor

4p1,.b
(i + 102 — (e — 12

schwacher ist.

Lésung der Aufgabe

(a) (i) Beginnend mit einem langen Draht auf der z-Achse. Dieser besitzt das
Vektorpotential

Da der Stom konstant ist, gilt A, = A,(r) und ist unabhéngig von ¢
und z.

7 Hinweis aAZ ~ 7
=V xA = o ¥ for o H

=  H=H,(r)¢g=H(r)
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Nun bestimmen wir H(r) mittels der Integration iiber die Kreisflache
und den Satz von Stokes:

Adg-j—f—Adg(vXﬁ>

:% dFﬁZH@~27T7’
A

I
=H=—¢
2rr

(ii) Da ausserhalb des Drahtes V x H = 0 ist, kann man das H mit einem
Skalar beschreiben :

H=-Vo,
Da
H=H(r)¢
109, I
H - " -
= H(r) r Op 2mr

I
=&, =——¢p+C
2

Wir wéhlen C' = 0. Der Winkel ¢ € [0, 27) wird vom Punkt (z = aly =
0) bestimmt, daher gilt in kartesichen Koordinaten (theoretisch kann ¢
auch Werte von [0, 27) + 2nm annehmen. Der Beitrag 27n kann jedoch
in C' absorbiert werden und hat keinen physikalischen Beitrag.):

Y
t =
an(p) = ——
= gpzarctan( i )
r—a
1
= @m:——arctan( J )
27 r—a

(b) (i) Das Potential von zwei Leitern ist eine Superposition von einem Leiter
mit Strom I bei d/2 und einem Leiter mit Strom —I bei —d/2:

I Yy y
d = _
m o (arctan (x — d/2> arctan (x n d/2>)

Fiir kleine Abstéinde d < p = x?+y? kénnen wir eine Taylor-Entwicklung
um d — 0 vornehmen.

d t
1 arctan

y ) 1 —y(£3)
T +d/2 1+( y )%m:d/z)?

z+d/2

d y 1 Fy/2  Fy/2
— arctan = y =
dd vd/2)], 1+% @7 x? + y?
_ Ty _ Fsin(yp)
202 2p
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Damit ergibt sich

lim ®,, — _QL (amtan (%) — arctan (¥) + (sin(sa) - Sin(go)) d) + O

d—0 70 x x 2p 2p

(ii) Die Dréhte befinden sich nun in einem Zylinder mit den Regionen p > b,
a < p<bund p < a. An den Ubergingen ist sowohl H, als auch B,
stetig. Wir benutzen den Ansatz:

¢ (X

— sin(p p>b
p ()

S (s PR

(—ﬁ ¥ 5p) sin(p)  p<a
\

2mp
Damit ist
a
[ — o cos(¢p) p>b
H:_l%: —(6+12)Cos(gp) a<p<b
v p Op P
Id
\ (27sz - 5> cos(p) p<a

Mit p = pop, gilt analog

/ (6]

Ho s sin() p>b
BPZ_%: u(—ﬁ+%)sin(gp) a<p<b
dp p
Id .
| o (QﬁpQ + 5) sin(¢p) p<a

Durch die Stetigkeitsbedinungen erhélt man nun 4 Gleichungen, um
a, 3,7,0 zu bestimmen:

. a Y
I: b—2—ﬁ+b—2
a v
R
~y Id
IIT: =4 -
B+a2 2ma?

Id
IV . M<—5+%>:—/~Lo (5+27ra2)
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.« v
I1: 2t o B— przs =0
. Yoo Id
H bt a? 0= 2ma?
v Id
IV . — L - _
4 - B+ prgtd = =5
VII—T: (1+MT)6+(1_MT)Z)12 =0
v Id
VI:III—1IV: 1— ) B+(1+ )~ =22

Daraus folgt:

(14 p)b?V = (1 = p)a®V I : ((1 + )20 = (1 - :ur)2a2) B=(1- /ir)?

5= 2(1 — py)a? Id
(14 )22 — (1 — py)2a? 2ma?
e Hd

(14 p1,)20% — (1 — prr)%a? 2ma?
[ Q=g = At p)b? 1] Id (1= )’ — (1 —p)b*  Id
- (e * ) 7 = (r (1 nf e
[ A= pr)a® — (1 4+ pr)a® B —4p,ab? Id
- e (i) 2" = G po e (=T

Damit ist das potential im Auflenraum :

441, —Idsin(p)
(I)m~p>b = X
’ (1 + ,ur)2b2 - (1 - /~Lr)2a2 27Tp
—_———
®,,;0hne

D.h. das Feld ist um einen Faktor

B 41,.b*
a (1 + ,ur)QbQ - (1 - Mr)2a2

reduziert.
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