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Aufgabe 26: Unendlich langer stromdurchflossener Draht

Betrachten Sie einene homogenen, unendlich langen Draht mit Radius R und
konstanter Leitfahigkeit . Das Ohm’sche Gesetz besagt, dass die Stromdichte durch
J = kE gegeben ist. Im Draht befindet sich ein konstantes, zeitunabhhéngiges
elektrisches Feld E parallel zur Richtung des Drahtes.

Berechnen Sie den Poynting-Vektor S fiir dieses System auf unterschiedliche Weisen:

(a) mit Hilfe des Erhaltungssatzes in differentieller (lokaler) Form:

au — — —
gu S—_J. B
at-l-v S J- B,

wobei u die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes ist.

(b) mit der Formel

—

S=ExH.
Es ist hilfreich sich vorher die Richtung des Poynting-Vektors zu iiberlegen.

Lésung der Aufgabe

(a) Der Strom kann durch die Funktion (in Zylinderkoordinaten p, ¢, z)
J(F) = kEO(R — p) = kEO(R — p)2
beschrieben werden. w ist zeitunabhéngig (statisches Feld).
=V.-S=—J-EOR - p) = —kE*0O(R - p)

Da J und E parallel zur z-Achse sind, ist H parallel zu ¢. Damit zeigt S in
z X ¢ = —p-Richtung. Mit

S =—S(p)p
.19
V.§=-=21(pS

pap(p)
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gilt
10
——(pS) = KkE*O(R —p
S350 (R-p)
Damit gilt :

E2
M 2io firp<R

pS = 2
Cg furp>R

Fir p = 0 ist S = 0, daher ist C; = 0. Desweiteren kann Cy aus der
Stetigkeit bei p = R bestimmt werden:

kE?

- R*=(C,
Damit ist der Poyntingvektor:
E2
. _n . Ps firp<R
5= KE?R? .
5, P fir p > R
p

(b) Zunéchst bestimmen wir das H-Feld eines konstanten Stroms in einem Draht
mit Radius R. Um das H zu bestimmen nutzen wir

VxH=J.

Hier fiithren wir eine Integration iiber die Fliche in der (z, y)-Ebene aus. Dies
lasst sich gemafl des Satzes von Stokes auf der linken Seite dann umformen
in

/dAﬁxﬁ:/dE’-[j[:/daer(p):27rrH(p)
A

Hierbei wurde ds = rdp¢ gewéhlt. Betrachtet man die Poisson-Gleichung
VA = —J , so ist klar, dass das Vektorpotential entlang des Stromes
orientiert sein muss. Andererseits kann es nur vom Abstand zur Achse
abhiingen, also ist A = A(p)z. Damit folgt, dass H=VxA= H(p)p gilt.
Dies erkldrt obigen Zusammenhang. Die rechte Seite ist wiederum innerhalb
und auflerhalb des Drahtes auszuwerten. Wir erhalten:

I, © L
dmpH(p) = { w2 g P EH
I firp>R

Somit ist das Magnetfeld gegeben durch:

P N
—_— <
I IE firr <R
2 — fiirr>R
p
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Mit J = kE = #2 gilt nun:

p firp<R
E
Hir)y="21 p2
2 — firrp>R
Somit ist der Poynting Vektor:
2 p firp<R
$(p) = B(@) x B(p) = E@)2 x Hp)p = —"p{ B2
2 — firp>R
Aufgabe 27: Induktivitit eines abgeschirmten Leiters

Durch einen langen Draht mit Durchmesser 2b und Permeabilitét p fliefit ein Strom
I. Der Draht befindet sich in der Luft und ist von einer leitenden zylindrischen
Hiille vom Radius a > b umschlossen, durch die der Strom zuriickflieft. Die Achsen
von Draht und Hiille fallen zusammen.

(a) Angenommen, die Stromdichte ist konstant tiber den Querschnitt des Drahtes.
Wie lautet die Selbstinduktivitédt pro Léngenheit des Stromkreises?
Hinweis:

Um die Selbstinduktivitdt zu bestimmen nutzen Sie die Formel W = %L[ 2

(b) Wie lautet die Selbstinduktivitidt pro Léngeneinheit, wenn der Draht durch
einen Hohlleiter vom Radius b ersetzt wird?
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Losung der Aufgabe

(a) Mit einer konstanten Stromdichte im Leiter gilt:

S

J = ﬁ’%@(b —p)
Nun miissen wir zwischen 3 Féllen unterscheiden, p < b, b < p <aundp > a
Das Magnetfeld kann analog wie in Aufgabe 26 b) aus dem Amperschen
Gesetz abgeleitet werden. Dabei miissen wir fiir den Fall b < p < a bedenken,
dass p = po in der Luft ist. Fiir a > p ist der umschlossene Gesamtstrom
I — I =0 und somit verschwindet der Term

_ = B

VxH=J=Vx—

1

wlp
— 1
= Blp)= 'uigb firb<p<a
2mp
0 firp>a

Nun bestimmen wir zunéchst die Energie pro Lange:
1/, = =
W/l = 5/ dpB - H2mp
0

%27 b ¢ p

= dpp— dppo—
sy L, oo [ o
12 L b a 1

=— | | dpp® dp=
e {b4/0 g +N0/b Pp}

2
Bl ()

Damit gilt nun fiir die Induktivitét:

Lt =2w/ar) = B2 [Br i (2)]

(b) Nun wird der innere Leiter mit einem Hohlleiter ersetzt, d.h. der Strom ist

auf p = b beschréankt. Damit gibt es kein B-Feld innerhalb von p <b. Auf
analoge Weise kann nun das B-Feld bestimmt werden:

0 firp<b
1
B(p) = ML@ firb<p<a
2mp
0 firp>a
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Damit ldsst sich nun analog zu oben, die Energie W und daraus die Selbst-
indutkion L bestimmen:

W/l = il (2)

4m b
Ho a
L)l =t (-)
/ o ' \b
Aufgabe 28: Rotierende Christbaumkugel

Eine Christbaumkugel vom Radius R trage auf ihrer Oberfliche, homogen verteilt,
die Gesamtladung @. Sie rotiere mit der (konstanten) Winkelgeschwindigkeit
W = ww um ihren Durchmesser.

(a) Bestimmen Sie die Stromdichte j(7) und das magnetische Moment 77 der
Kugel fiir w || 2.

(b) Berechnen Sie das Vektorpotential A(7) und das Magnetfeld B(7) innerhalb
und auBerhalb der Kugel.
Hinwesis:
Es vereinfacht die Integration, wenn Sie 7 entlang der z-Achse ausrichten
und die Richtung von @ nicht festlegen.
Kontrollergebnis:

o QT L
AlF) = ———

() 127 R 13" *r
mit ro = min(r, R).

(c) Angenommen, das Magnetfeld der Erde liefle sich so beschreiben. Seine hori-
zontale Komponente hat in Karlsruhe die Stédrke von etwa 20uT. Bestimmen
Sie daraus die Groe des magnetischen Moments und die im Erdmagnetfeld
gespeicherte Energie

1 -
Umag - 2—“0 d3FB2

(das Integral erstreckt sich nur iiber den Auenraum der Kugel). Vergleichen
Sie mit der kinetischen Energie der tédglichen Rotation der Erde. Zahlenwerte
fiir den Vergleich: Geographische Breite von Karlsruhe g = 49° ; Radius der
Erde R =~ 6400 km; Masse der Erde M =~ 6 - 10** kg.

Lésung der Aufgabe

(a) Die Stromdichte j(7) kann aus der homogenen Ladungsdichte auf der Ober-
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flache bestimmt werden:

= —&/drr%(r—}%) /Wd@sin(@) /%d &)
- 8TR2 0 0 7

9 o cos(0) cos(p)
__QwR sin cos sin
-t [aesine) | dw( ) (@g@)

 QuwR?

4
_QR%(Q 2)_@324
= ] — =] = w

3 3

/W dOsin(0)2 Qui” /1 dcos(©)(1 — cos?(0))2
0 4 -1
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(b) Nun bestimmen wir das Vektorpotential:

AR =" / aige I

47 |7 — 7|

Ho 3 Q / @ x T

An wt T T R
- BFS( — R

167T2R2w></ ol = R

3
r R

1 27
= @ X d cos(©’ / d ’/dr'5 r — R 7!
1672 R? /1 (©) 0 4 ( ) /12 + 1% — 21 cos(©)

1 3
= ﬂu‘i X / d cos(©') R
_1 \/r? + R? — 2rRcos

1 "3
_ @ W x / d cos(©") cos(O) R z
1 V12 + R? — 2rRcos(0') 7

QR ! x
W dz
8 1 Vr24+ R?2—-2rRx

QR ([ 2 e 1_/
= &, wxr([_%Rx\/r + R 2rRx § )

sin(©’) cos(¢’)

(@/)/0 dy’ | sin(©’) sin(¢’)

cos(©')

1
dx

2 2 _ 9
1 —QTR\/T + R rR:c)

1
Vr2+ R2 — 27"R3:3}
—1

P.I
R [—1
= HoG G x 7| —=xVr2 + R? — 2rRx —
8w TR
= ——MOQQ X 7 [Vr2+ R?2 — 2rRx (x~|—
8mr
o, .

4+ R?—2rR

= ——TO X7 \/r2+R2—2rR<l+

8rr
24+ R?+2rR
VAT R R (14 R
3rR
W@ . r’+ R?>+rR
=0 x - Rl———— —
S TDT | 3rR
_ MOQ
2472 R
_ ol -
N 247T7’2war
3 fiir r <
_ fo @ S r firr <R
1272 R R firr > R
1firr <R
_ o@ S 7 5 B
127TR —SfIlI'T'>R
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Ir + R|

r?+ R? — QTRI')} !
1

)

r’+ R?>—rR
3rR

@ x 7 [(r* + R*)(Jr — R| — |r + R|) + rR((|r — R| + |r + R]))]

(r2 + R*)(—=2r) + rR(2R) fiir r < R
(r* + R?)(—2R) + rR(2r) fir r > R
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Mit 7~ = min(r, R) lésst sich das Potential schreiben als

T o 7’?24 o
Ay = Ho& T
(") = SR s X7

Zunéchst betrachten wir » < R um das B-feld zu bestimmen:

=Q0-3-0—7F=(3-1)0=20
8%7"( )

:Mqu

6mR

Nun bestimmen wir das B-Feld fir r > R:

. R 1
Ay = 0 @F 5 7

= w —_
4 3 r3
a) Ho M X T

dr 3
Sl T Mo - T
B(r)—VxA(r)—EVx<mxﬁ>
bac:cab/vbo = F 7? =
=il (v5) -]
_,u() - VF - 1 8x]A
_—W[m( 3 +r vﬁ)_mza_xiring
Aufg. 1 Mo | 3 R T (SijTS—SIinT’QA
- ﬂ <ﬁ—3r'ﬁ>—mi o
:@ _@_Fg(mf)F
| r 5

Dies entspricht gerade einem Dipolfeld.

(¢) Wir wéhlen nun wieder & in z-Richtung (7 — mZ). Damit wird das B-Feld
zu

T 43
= Z;:Z [—(COS(@)f — sin(©)0) + 3((cos(0)F — sin(©)O) - )7
= Z;:z [2 cos(0)F + sin(©)O
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Die Feldenergie kann damit bestimmt werden zu:

1

Unag = =— [ d*FB?
2410
1 5 Hom® S A1°
=2 d T(47T7’3)2 [2 cos(O)r + sm(@)@}
2
= [;,;7:2 d?r— [4 cos*(0) + sin*(0)]
2
= /;)(;m2 d3r— [3 cos*(O) + 1]
7r
2
= /;);mZ dcos / dgo/ dr— [3cos?*(©) + 1]
w2 )

2

__ Hom
= 16 3758 /_1 dcos(©) [3cos*(O) + 1]

2

— pom /1 dcos(©) [cos®(©) + Cos(@)]1
16 * 37TR3 -1 -1

figm?

12 R3

Nun bestimmen wir das magnetische Moment mit Hilfe der Horizontalkom-
ponente des magnetischen Feldes in Karlsruhe. Die horizontale Komponente
des Magnetfeldes ist durch die Komponente in ©- Richtung Bg gegeben.
Desweiteren ist die geographische Breite gegeben durch § =2 — ©. Auf der
Erdoberfliche mit Radius Rg gilt daher fiir das magnetlsche Moment:

pom . fom .
g O = g n(z =)
_ Mo

N 47TR3

Boxa =

Somit ist die Energie der Erde gegeben durch

po  4*7*RS
127 R3, 2 cos?(B) K4
_ 47 R3, 9

Bpg cos?(8) A

Umag =

Die mechanische Rotationsenergie einer Erde (Kugel) ist gegeben durch:

2
Umech = §JErdew

12 o\ 2
=_-MR3 ( —
25 B (day)
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Einsetzen der Einheiten:

¢ kg
Boxa = 20uT =20 - 10 6@
B = 49°
g A
o kg m
Rp =6.4-10°m
M =6-10*"kg
= Upneen, = 2.60 - 10%%]
= Upag &~ 8.12-10'7]

Umag/Umeen = 3.12 - 10712

4

Abbildung 15: Auflenfeld: x-z-Ansicht des Absolutwerts des Vektorpotentials und
des Magnetfelds der rotierenden Kugel. Vielen Dank an Marcel Krause.
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Abbildung 16: Innenfeld: x-z-Ansicht des Absolutwerts des Vektorpotentials und
des Magnetfelds der rotierenden Kugel. Vielen Dank an Marcel Krause.
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