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Kapitel 1

Bemerkungen

In den einzelnen Kapiteln der Vorlesung gibt es am Ende Kapitel, die mit Addendum
bezeichnet sind. Diese enthalten Zusatzinformationen fiir den interessierten Leser, sind aber
nicht verpflichtend fiir die Ubungen.

Kapitel, die aus Zeitgriinden in den einzelnen Vorlesungen nicht behandelt werden, wer-
den auf der Webseite explizit genannt. Auf sie kann verzichtet werden. Sie verbleiben im
Vorlesungsskript lediglich als zusétzliche Information.

Die Vorlesung folgt keinem bestimmten Buch. Die angegebene Literatur ist hilfreich, den
Sachverhalt zu vertiefen bzw. nochmals auf andere Weise dargestellt zu sehen oder aber
zusitzliche Hintergrundinformationen zu erhalten, die in der Vorlesung aus Zeitgriinden
nicht alle behandelt werden konnen.

1.1 Literatur

e M. E. Peskin and D. V. Schroeder, An Introduction to Quantum Field Theory (Addison-
Wesley, 1995)

e T.-P. Cheng, L.-F. Li, Gauge Theory of Elementary Particle Physics (Oxford University
Press)

C. Itzykson, J.-B. Zuber, Quantum Field Theory (McGraw-Hill)
e P. Ramon, Field Theory: a modern primer

e M. Béhm, A. Denner and H. Joos, Gauge Theories of the Strong and FElectroweak
Interaction (Teubner, 2001)

Chris Quigg Gauge Theories of the Strong, Weak and FElectromagnetic Interactions
(Benjamin/Cummings, 1983)

G. Dissertori, I. Knowles, M. Schmeling, Quantum Chromodynamics (Oxford Univer-
sity Press)

O. Nachtmann, Elementary Particle Physics (Springer 1990)

L. H. Ryder, Quantum Field Theory (2nd ed., Cambridge University Press, 1996)
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Bemerkungen

e R. K. Ellis, W. J. Stirling and B. R. Webber, QCD and Collider Physics (Cambridge
University Press 1996)

e P. H. Frampton, Gauge Field Theories (Benjamin/Cummings)

Dabei ist Literatur (unter anderem) iiber Renormierung
e C. Itzykson, J.-B. Zuber, Quantum Field Theory (McGraw-Hill)
e P. Ramon, Field Theory: a modern primer

e M. Bohm, A. Denner and H. Joos, Gauge Theories of the Strong and FElectroweak
Interaction (Teubner, 2001)

e W.J.P. Beenakker, Electroweak corrections: techniques and applications

Und Literatur iiber Pfadintegrale z.B.

e Gert Roepstorff, Path Integral Approach to Quantum Physics (Springer)

Weitere Literatur fiir den interessierten Leser

e Martinus Veltman Facts and Mysteries in Elementary Particle Physics (World Scien-
tific, 2003)

e V. D. Barger and R. J. N. Phillips, Collider Physics (Addison-Wesley, 1997)

e Eds. Roger Cashmore, Luciano Maiani, Jean-Pierre Revol Prestigious Discoveries at
CERN (Springer, 2004)



Kapitel 2

Eichsymmetrien

Dirac Lagrangedichte fiir ein freies Fermionfeld U der Masse m lautet

Lo =V (iv"d, —m)V . (2.1)
Diese ist symmetrisch unter U(1), d.h. invariant unter Transformationen

U(z) — exp(—ia)¥(z) = ¥ —ia¥ + O(a?) . (2.2)
Und fiir den adjungierten Spinor ¥ = Win0,

U (r) — exp(ia)¥(z) . (2.3)
Der mit der Symmetrie verbundene Noether-Strom lautet

oL §U 6V 9L

p_ Ok 0¥ O OL _ hon( W) = GAhD 2.4

P =80 00 a0 V() = U (24)
mit

0" = 0. (2.5)

2.1 Kopplung an ein Photon

Bei Kopplung an ein Photon lautet die Lagrangedichte

L = Uy"(id, — qA,) ¥ —m¥¥ = Ly — qj* A, , (2.6)
wobei j* in Glg. (2.4) gegeben ist. Bei Eichtransformation des externen Photonfeldes A,,,
A(2) = Aye) = A(a) + A () 2.7)
geht die Lagrangedichte iiber in
L—L=L—q)"Ay— "N . (2.8)
~—
q¥yFU o, A

D.h £ ist nicht eichinvariant. Die Felder ¥ und ¥ miissen so geéindert werden, daf8 die Lagran-
gedichte eichinvariant wird. Dies geschieht durch Einfithrung eines z-abhéngigen Parameters
a, also a = a(x). Damit

10,V — iexp(—ia)(0,V) + (0,¢) exp(—ia)V , (2.9)
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4 Eichsymmetrien

so daf}

Lo — Lo+ V"V, . (2.10)
Dieser Term kanzelliert den zusétzlichen Term in Glg. (2.8) falls

a(z) = qA\(x) . (2.11)

Damit lautet die vollstdndige Eichtransformation
U — U'(zx)=U(x)¥(x) mit U(z) = exp(—igA(x)) (U unitér) (2.12)
U — V(z)=U(x)U'(2) (2.13)

Ay(z) — Az(x) + 0, A\(z) = U(x)AM(x)UT(x) — éU(x)@MUT(x) : (2.14)
Die Lagrangedichte transformiert sich geméaf
L—L = VU Y0,(UY) — qPU '4* (UAHUI — éUaﬂUl) UV —mUU ' UW

= U0,V + Uy*(UYi(9,U))¥ — qUy* U A, + Uy*(i(0,U U)W — mUW

L+iVy"0,(U U)W =L . (2.15)
Minimale Substitution p, — p, — ¢A, fiihrt auf
i0, — i0, — qA, = iD,, . (2.16)

Dabei ist D, (x) die kovariante Ableitung. Der Begriff kovariant bedeutet, daf} sie sich genauso
wie das Feld transformiert

U(z) = U(x)¥(x) und D,V (z) = U(x)(D,¥(x)) . (2.17)
Das heif3t
(D,V) =D,V = D,UY =UD,V (2.18)

so daf sich die kovariante Ableitung transformiert geméaf3
D, = UD,U" = exp(—ig\)(d, +iqA,) exp(ig\) = 9, + iqd, A + iqA,
= 0, + iqA;L . (2.19)
Damit ist
L =Uv"iD, ¥ —mb¥ (2.20)
offensichtlich eichinvariant.

Die kinetische Energie der Photonen ist gegeben durch

1
Lo =—7FuF™  mit P =0"AY - oA (2.21)

Der Feldstéirketensor F* ldsst sich mithilfe der kovarianten Ableitung ausdriicken. Wir
wihlen folgenden Ansatz fiir den Tensor 2. Stufe

[Dlm DV] = [au - Z.qA;M Oy — ’iqu] - —’561[5;“ AV] - iQ[Aua 81/] = _iQ(aMAV - aVAM) : (2'22)
Damit haben wir fiir den Feldstarkentensor
= Lpr DY | (2.23)
q
Sein Transformationsverhalten ist gegeben durch

g[UD“Ul, UD'U) = éU[D“,D”]Ul — UFPmyt (2.24)
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2.2 Nicht-abelsche Eichgruppen

Wir verwenden die Langrangedichte fiir N Diracfelder v; der Masse m
L = Z z/jji’yuﬁuz/}j —m Z ’l/_deJj . (225)
j=1..N j=1..N

Diese ist symmetrisch unter U(N), wobei U(N) die Gruppe der unitdren N x N Matrizen
ist. Betrachte folgende Transformation

V= Y Uty = Upthy (2.26)
k=1..N

wobei die letzte Gleichung bedeutet, dal wir die Einstein’sche Summenkonvention verwen-
den. Das heiflt, iiber gleiche Indizes wird summiert. Wir haben also

1 (G Urktox
U U mit U= wf . also de = UQ’fwk (2.27)
ID.N Q/J.N UN;cwk
und
L= Vi 9,0 —m¥¥ — VU 'in"9,UV — mUU UV = L . (2.28)
Beispiele:

o U= ( fz ): SU (2)-Transformationen im Isospinraum, Proton-Neutron-Dublett.

o U= ( Vee ) : SUL(2), schwache Wechselwirkung auf linkshéndige Fermionen.
L

o U= (q1,q,q)", quarks, SU(3)c. Dabei ist jedes ¢; (i = 1,2, 3) ein vierkomponentiger

Spinor. Die Lagrangedichte ist invariant unter SU(3)c-Transformationen.

2.3 Die Matrizen der SU(N)

Die Elemente der SU(N) werden allgemein dargestellt durch

U =exp (2’0“%) mit 9" cR. (2.29)

Dabei sind A*/2 die Generatoren der Gruppe SU(N). Fiir die SU(2) sind die A* durch
die Pauli-Matrizen o (i = 1,2,3) gegeben und 6° ist ein 3-komponentiger Vektor. Fiir ein
Element der Gruppe SU(2) haben wir also

U = exp (w%) . (2.30)
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Fiir ein allgemeines U gilt

AN\ A
Ul = exp | —i0" (7) =U!'=exp (—i@“?) . (2.31)

Die Generatoren miissen also hermitesch sein, d.h.

(AT = A", (2.32)
Auflerdem muf fiir die SU(N) gelten

det(U) =1. (2.33)
Mit

det(exp(A)) = exp(Sp(A)) (2.34)

ergibt sich

det (exp (i@“%)) = exp (wsp (%)) 1. (2.35)

Daraus folgt
Sp(A*) =0. (2.36)

Die Generatoren der SU(N) miissen spurlos sein. Die Gruppe SU(N) besitzt N? — 1 Gene-
ratoren A\* mit Sp(A?) = 0. Fiir die SU(3) sind dies die Gell-Mann-Matrizen

010 0 — 0 1 0 0
Al = 100 =111 0 0 A3=10 -1 0
000 0 0 O 0 0 O
0 01 00 —: 000
Ay = 000 =00 0 =100 1
1 00 t 0 0 010
00 O 1 10 0
A7 = 00 —1 d=—=|( 01 0 (2.37)
0 ¢« O V3 00 -2
Die Matrizen A*/2 sind normiert durch
PEPY 1
—— | = =0 2.
Sp < ) 2) 25 (2.38)
Fiir die Pauli-Matrizen (i = 1,2, 3) gilt
Sp(e7)=2 und  Sp(o102) = Sp(ioz) =0 . (2.39)

Multipliziert mit 1/2 bilden sie die Generatoren der SU(2). Die Generatormatrizen geniigen
der Vollstandigkeitsrelation

A% \@ 1 1
ij Mkl
D5 (S8 — 68 ) 2.40
2 2 2(””]\1““) (2.40)
denn
DA, ] 1 11
0 5 25zz5m 2N5u5kz 25kl 25kl 0 ( )
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2.4 Darstellung nicht-abelscher Gruppen

Sei GG eine Gruppe mit den Elementen g¢i, g5... € GG. Eine n-dimensionale Darstellung von
G ist gegeben durch die Abbildung G — C™™ g — U(g). D.h. die Abbildung abstrakter
Elemente der Gruppe auf komplexe n x n Matrizen, so dal U(g192) = U(g1)U(g2) gilt und
damit die Gruppeneigenschaften erhalten bleiben. Ein U € SU(N) lasst sich schreiben als

U = exp(i0°T?). Fiir die SU(2) also U = exp(i@ - J). Die Gruppe SU(N) besitzt N2 — 1
Generatoren T Fiir die SU(2) sind dies die Drehimpulsoperatoren J;. Die N? — 1 reellen
Parameter 6 sind in der SU(2) geben durch &. Die fundamentale Darstellung der SU(2)
lautet J; = 0;/2 und im allgemeinen Fall 7* = \%/2. Die Generatoren geniigen der folgenden

Kommutatorrelation

[T, T" = ifeeTe . (2.42)
Die f2¢ sind die Strukturkonstanten der SU (N )-Lie-Algebra. Sie sind total antisymmetrisch
und definieren (N? — 1)(N? — 1)-dimensionale Matrizen T} = —if% = —if®*. Im Fall der
SU(2) haben wir

[Jz'7 J]] - Eiijk . (243)

Es gilt ferner

AT NPT e . rabe A A . abe1 ec i abc
SP({?E} 5) =if""p (55) =it =g (244)

Die Generatoren erfiillen die Jacobi-Identitat
[T [T, T + [T°, [T, T%)] + [T¢, [T*, T")] =0 . (2.45)

Unter Benutzung von (2.42) erhélt man

0= (=ifo)(—ifi) + (=ifi)(=ifi) +if" (=ifu) - (2.46)
Damit
0= (T°T")p — (T°T") et + i f*™ (T i . (2.47)

Damit haben wir eine N? — 1-dimensionale Darstellung der SU(N) Lie-Algebra erhalten
[T, T" = ifeeTe . (2.48)
Dies ist die adjungierte Darstellung. Es gibt folgende SU(N) Darstellungen
e d = 1: triviale Darstellung (Singulett).
e d = N: fundamentale Darstellung (A*/2), antifundamentale Darstellung (—A\**/2).

e d = N? — 1: adjungierte Darstellung.
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2.5 Nichtabelsche Eichtransformationen

Ausgangspunkt ist die Lagrangedichte

L= ¢(iv"0, —m)y = U(iy"0, —m)T  mit U= (1,1, .., Yy) . (2.49)

i=1...N

Die Lagrangedichte ist invariant unter einer globalen SU(N) Eichtransformation
U — U =exp (i0"T") ¥ = (1+i0°T* + O((60")*)) ¥ =U¥ und ¥ — ¥ = WU {2.50)

Die Generatoren 7 sind

fundamentale Darstellung: (7'%);; = (%)Z d=N
adjungierte Darstellung (T)pe = —if“gc d=N?-1 (2.51)
triviale Darstellung T*=0<U)=1.

Betrachten wir nun lokale Symmetrien, also §* = 6%(z). Die Transformation von U sei

U’ = UW. Wir fiihren eine kovariante Ableitung ein,
D, =0, —1igA, =0, —iglAj} . (2.52)

Die T konnen verschieden sein, aber Af ist identisch in allen D,,. Beispiel Supersymmetrie

(SUSY)

squark, quark T = 2 (d=N)
gluino (T = —if® (d= N?—1)

(2.53)
Die kovariante Ableitung transformiert sich genauso wie U, also (D, ¥) = U(D, V). Damit
(DV) = DW= D\UY = DU = UD, (2.54)

Ist erfiillt wenn

0, —igAl, = D, =UD,U " =U(d, —igA,)U ™" =UU 9, + U@,U ") —igUAU " =

(2.55)
A = éU(&uUl) +UAU. (2.56)
Wichtig: A;f ist unabhéngig von der Darstellung U. Mit infinitesimalem
U =exp(iT*0") = 1 +iT°0" + O(6*?) (2.57)
haben wir
A= AT = éU(—i)T“ (0,0HU + (1+ z’e“Ta)AzTcu — i@bTb)J
agreviag (T7T° =TT oo
i pacbrb
= 7° (é&ueb + AL (=i f)0UAL) (2.58)

J/
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Der Feldstéarketensor sei definiert durch F** ~ [DH* D¥]. Betrachte den Kommutator

[D*,D"] = [0, —igT"A% 8, —igT"Al] = —igT"0, A} — igT*(—0,A%) + (—ig)* AL AL [T, T
N—_——
Z’fabcTc
= —igT" (9, AL — 0,A% + g f** ALAY) = —igTFy, = —igF,, . (2.59)
fabc
—.Fa,

Die F}, sind unabhéngig von der Darstellung der 7. Wir haben fiir das Transformations-
verhalten

F, = é[D'“, D" = é[UDMU_l, UD,U"'| =UF,, U " homogene Transformation (2.60)
Und mit Glg. (2.58)
a o a . - rbac\ pb e
(F) = Fa, +i(—if")0"F;, + ... (2.61)

Ferner folgt daraus, dass

FUvES, = 2Sp(F,F*) | = 2Sp(F*™ T"F,,T") = 2F**" F},, Sp(T*T") = F*"F,

lgab
2
ist eichinvariant. (2.62)
Damit haben wir fiir die kinetische Lagrangedichte
1 1
Lkin,A - _ZFGHVFS'V = —§Sp<F‘uVFuy) . (263)

2.6 Die QCD Lagrangedichte

Beispiel: Die Quantenchromodynamik (QCD) ist invariant unter der Farb-SU(3). Die 6
Quarkfelder tragen Farbladung und befinden sich in der fundamentalen Darstellung

wa
U, =1 Ygp qg=u,d,c s, t,b. (2.64)
%3

Sie bilden Tripletts. Die 8 Gluonen G* befinden sich in der adjungierten Darstellung. Die
QCD Lagrangedichte lautet

1 - .
Locp = =G Gy, + D gDy = my)y . (2.65)
q=1...6
mit
G, = 0.Gy — 0,G), + gf“chZGi . (2.66)

Die Quarkmassen haben die Werte

m, ~ 1.7...3.1 MeV mg ~ 4.1...5.7 MeV ms ~ 100 MeV (2.67)
m. ~ 1.29 GeV my ~ 4.19 GeV my ~ 173 GeV . (2.68)
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2.7 Chirale Eichtheorien

Betrachte

L;=V(iv"D,—m)V . (2.69)

In der chiralen Darstellung sind die 4 x 4 v-Matrizen gegeben durch

()
5o <é _01) | (2.71)

wobei o; (i = 1,2, 3) die Pauli-Matrizen sind. Mit
= 01
U= ( 3; ) und - U =" = (7, o) ( 10 ) = (¢".x") (272)
ergibt sich

JjnH (of A f 0 of Dyx t t sk
Uiyt D,V = i(p", x") 0 Dy ) = oot D, + x"iol, Dy x . (2.73)
o

(o7 )
' D, x

Die Eichwechselwirkung gilt unabhéngig fiir

\I/L:(g):%(l—%)\lf und \IIR:(%C):%(1+75)\I/. (2.74)

Die ¥, und Vg konnen unterschiedliche Eichdarstellungen haben. Aber

mU¥ = m(e', x7) < f; ) =m(e"x + x'p) = m(V ¥p+ Uply) . (2.75)

Der Massenterm mischt ¥, und Wg. Daraus folgt Symmetriebrechung falls ¥ und ¥g un-
terschiedliche Darstellungen haben.

Wie sieht es mit einem Massenterm fiir Eichbosonen aus? Betrachte

1 m?
L=—— F"F" +— AW A® . (2.76)
4 H,_M/ 2 W—!ﬁ
eichinvariant nicht eichinvariant

Zum Beispiel fiir die U(1)
(A A" = (A, + 0,0)(A* + 0"0) = A, A" + 24,00 + (0,,0)(0"0) . (2.77)

Der Massenterm fiir A* bricht die Eichsymmetrie.
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2.8 Addendum: Mathematische Hintergrundinforma-
tionen

2.8.1 Gruppen

Sei ein Paar (G, %) mit einer Menge G und einer inneren zweistelligen Verkiipfung/Gruppen-
multiplikation. * : G x G — G, (a,b) — a * b heiBt Gruppe, wenn folgende Axiome erfiillt
sind

1. Die Gruppe ist abgeschlossen. D.h. wenn g,he G = gxh e G.
2. Assoziativitit: (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3).
3. d Finselement e mit der Eigenschaft gxe=exg=9g VgeG.

1 1 1

*xg=g*xqg ~ =e.
Abelsche Gruppe: Eine Gruppe heifit abelsch, wenn g« h = h * g.

4. 7Zu jedem g gibt es ein Inverses g~ mit g~

Kontinuierliche Gruppen: Sie besitzen unendlich viele Elemente und werden durch n Pa-
rameter beschrieben. Bei Liegruppen ist n endlich. Alle einparametrigen Liegruppen sind
abelsch. Typisches Beispiel: U(1) mit den Elementen ¢’ und ¢ als Parameter.

2.8.2 Algebra

Ein linearer Raum (Vektorraum) wird zu einer Algebra A, wenn eine bindre Operation
(Multiplikation) zweier Elemente m,n existiert, so dafl mn € A. Es gelten die Linea-
ritdtsbeziehungen (k,m,n € A)

k(cym + con) = c1km 4+ cokn

(cim 4 con)k = cymk + conk . (2.78)
Dabei sind ¢, ¢ reelle (komplexe) Zahlen. Man spricht je nach Fall von reeller (komplexer)
Algebra.

Eine Algebra heifit kommutativ, wenn

mn =nm . (2.79)
Sie heifit assoziativ, wenn

k(mn) = (km)n . (2.80)
Sie heiit Algebra mit Einselement, wenn sie ein Einselement 1 besitzt mit

Im=ml=m. (2.81)

Sei A eine assoziative Algebra mit Einselement und B C A eine Menge von Elementen b*, b?
etc. Die Algebra heifit von B erzeugt, wenn jedes meA durch ein Polynom endlichen Grades
in den Elementen b° geschrieben werden kann,

m=cl + i D G bR (2.82)
k

k=1 i1,i2,....i

wobei die Koeffizienten ¢;,;, ;, komplexe Zahlen sind. Die Elemente der Menge B heiflen
Generatoren von A. Das Einselement gehort nicht zu den Generatoren.
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2.8.3 Clifford-Algebren
Eine Clifford-Algebra Cy wird von N Generatoren £, €2, ..., &N erzeugt, fiir die

gafb + fbfa — 25ab

mit a,b =1, ..., N.

Die Dimension der Clifford-Algebra Cy ist 2V. Es existiert ein enger Zusammenhang zwi-
schen Clifford-Algebren und den Quantisierungsbedingungen fiir Fermionen.

Im allgemeinen lassen sich Clifford-Algebren fiir beliebige symmetrische Metriken ¢™"
definieren. So gilt insbesondere fiir die pseudoeuklidische Metrik

gap = diag(1,1,...,1,—1,...,—1), (2.83)
T T

Clifford-Algebra Cy p: {I™, I} = 2¢™"1. I

Die Anzahl der Generatoren ist d = N + M.

2.8.4 Liealgebren

Eine Algebra ist ein Vektorraum, der von den Generatoren A, B, ... aufgespannt wird:
beliebige Linearkombinationen von Generatoren ergeben wieder Generatoren. Eine Algebra
verfiigt iiber ein Produkt zwischen den Generatoren. Im Fall der Liealgebra ist das Produkt
der Kommutator

Ao B:=[A B], (2.84)
mit den folgenden Eigenschaften

AoB = —BoA (2.85)
(AoB)oC+ (CoA)oB+(Bo(C)oA = 0. (2.86)

Liealgebren sind nicht assoziativ. Die Beziehung (2.86) heifit Jacobi-Identitdit.



