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Kapitel 1

Bemerkungen

In den einzelnen Kapiteln der Vorlesung gibt es am Ende Kapitel, die mit Addendum
bezeichnet sind. Diese enthalten Zusatzinformationen fiir den interessierten Leser, sind aber
nicht verpflichtend fiir die Ubungen.

Kapitel, die aus Zeitgriinden in den einzelnen Vorlesungen nicht behandelt werden, wer-
den auf der Webseite explizit genannt. Auf sie kann verzichtet werden. Sie verbleiben im
Vorlesungsskript lediglich als zusétzliche Information.

Die Vorlesung folgt keinem bestimmten Buch. Die angegebene Literatur ist hilfreich, den
Sachverhalt zu vertiefen bzw. nochmals auf andere Weise dargestellt zu sehen oder aber
zusitzliche Hintergrundinformationen zu erhalten, die in der Vorlesung aus Zeitgriinden
nicht alle behandelt werden konnen.

1.1 Literatur

e M. E. Peskin and D. V. Schroeder, An Introduction to Quantum Field Theory (Addison-
Wesley, 1995)

e T.-P. Cheng, L.-F. Li, Gauge Theory of Elementary Particle Physics (Oxford University
Press)

C. Itzykson, J.-B. Zuber, Quantum Field Theory (McGraw-Hill)
e P. Ramon, Field Theory: a modern primer

e M. Béhm, A. Denner and H. Joos, Gauge Theories of the Strong and FElectroweak
Interaction (Teubner, 2001)

Chris Quigg Gauge Theories of the Strong, Weak and FElectromagnetic Interactions
(Benjamin/Cummings, 1983)

G. Dissertori, I. Knowles, M. Schmeling, Quantum Chromodynamics (Oxford Univer-
sity Press)

O. Nachtmann, Elementary Particle Physics (Springer 1990)

L. H. Ryder, Quantum Field Theory (2nd ed., Cambridge University Press, 1996)
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Bemerkungen

e R. K. Ellis, W. J. Stirling and B. R. Webber, QCD and Collider Physics (Cambridge
University Press 1996)

e P. H. Frampton, Gauge Field Theories (Benjamin/Cummings)

Dabei ist Literatur (unter anderem) iiber Renormierung
e C. Itzykson, J.-B. Zuber, Quantum Field Theory (McGraw-Hill)
e P. Ramon, Field Theory: a modern primer

e M. Bohm, A. Denner and H. Joos, Gauge Theories of the Strong and FElectroweak
Interaction (Teubner, 2001)

e W.J.P. Beenakker, Electroweak corrections: techniques and applications

Und Literatur iiber Pfadintegrale z.B.

e Gert Roepstorff, Path Integral Approach to Quantum Physics (Springer)

Weitere Literatur fiir den interessierten Leser

e Martinus Veltman Facts and Mysteries in Elementary Particle Physics (World Scien-
tific, 2003)

e V. D. Barger and R. J. N. Phillips, Collider Physics (Addison-Wesley, 1997)

e Eds. Roger Cashmore, Luciano Maiani, Jean-Pierre Revol Prestigious Discoveries at
CERN (Springer, 2004)



Kapitel 2

Eichsymmetrien

Dirac Lagrangedichte fiir ein freies Fermionfeld U der Masse m lautet

Lo =V (iv"d, —m)V . (2.1)
Diese ist symmetrisch unter U(1), d.h. invariant unter Transformationen

U(z) — exp(—ia)¥(z) = ¥ —ia¥ + O(a?) . (2.2)
Und fiir den adjungierten Spinor ¥ = Win0,

U (r) — exp(ia)¥(z) . (2.3)
Der mit der Symmetrie verbundene Noether-Strom lautet

oL §¥ &0 oL

e_ - —7_:\@ B(—3W :\i[ Ay 2.4

I = o s T sad@m) () =t 24)
mit

84" = 0. (2.5)

2.1 Kopplung an ein Photon

Bei Kopplung an ein Photon lautet die Lagrangedichte

L = Uy"(id, — qA,)¥ —m¥¥ = Ly — qj* A, , (2.6)
wobei j# in Glg. (2.4) gegeben ist. Bei Eichtransformation des externen Photonfeldes A,,,
A,(2) = Ae) = A(a) + A () 2.7)
geht die Lagrangedichte iiber in
L—L=L—q)"Ay— )"0\ . (2.8)
~—
q¥yFU o, A

D.h £ ist nicht eichinvariant. Die Felder ¥ und ¥ miissen so geéindert werden, daf8 die Lagran-
gedichte eichinvariant wird. Dies geschieht durch Einfithrung eines z-abhéngigen Parameters
a, also a = a(x). Damit

10,V — iexp(—ia)(0,V) + (0,¢) exp(—ia)V , (2.9)
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4 Eichsymmetrien

so daf}

Lo — Lo+ V"V, . (2.10)
Dieser Term kanzelliert den zusétzlichen Term in Glg. (2.8) falls

a(z) = qA\(x) . (2.11)

Damit lautet die vollstdndige Eichtransformation
U — U'(zx)=U(x)¥(x) mit U(z) = exp(—igA(x)) (U unitér) (2.12)
U — V(z)=U(x)U'(2) (2.13)

Au(z) — Au(x)+ 0 A(z) = U(z)A,(2)UT (x) — éU(w)@MUT(x) . (2.14)
Die Lagrangedichte transformiert sich geméaf
L—L = UyPrU o, (U¥) — qbU 4" (UAHUI — éUaﬂUl) UV —muU 'U¥

= U0,V + Uy*(UYi(9,U))¥ — qUy* U A, + Uy*(i(0,U U)W — mUW

L+iVy"0,(U U)W =L . (2.15)
Minimale Substitution p, — p, — ¢A, fiihrt auf
i0, — i0, — qA, = iD,, . (2.16)

Dabei ist D, (x) die kovariante Ableitung. Der Begriff kovariant bedeutet, daf} sie sich genauso
wie das Feld transformiert

U(z) = U(x)¥(x) und D,V (z) = U(x)(D,¥(x)) . (2.17)
Das heif3t
(D,V) =D,V = D,UY =UD,V (2.18)

so daf sich die kovariante Ableitung transformiert geméaf3
D, = UD,U" = exp(—ig\)(d, +iqA,) exp(ig\) = 9, + iqd, A + iqA,
= 0, + iqA;L . (2.19)
Damit ist
L =Uv"iD, ¥ —mb¥ (2.20)
offensichtlich eichinvariant.

Die kinetische Energie der Photonen ist gegeben durch

1
Lo =—7FuF™  mit P =0"AY - oA (2.21)

Der Feldstéirketensor F* ldsst sich mithilfe der kovarianten Ableitung ausdriicken. Wir
wihlen folgenden Ansatz fiir den Tensor 2. Stufe

[Dlm DV] = [au - Z.qA;M Oy — ’iqu] - —’561[5;“ AV] - iQ[Aua 81/] = _iQ(aMAV - aVAM) : (2'22)
Damit haben wir fiir den Feldstarkentensor
= Lpr DY | (2.23)
q
Sein Transformationsverhalten ist gegeben durch

g[UD“Ul, UD'U) = éU[D“,D”]Ul — UFPmyt (2.24)
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2.2 Nicht-abelsche Eichgruppen

Wir verwenden die Langrangedichte fiir N Diracfelder v; der Masse m
L = Z z/jji’yuﬁuz/}j —m Z ’l/_deJj . (225)
j=1..N j=1..N

Diese ist symmetrisch unter U(N), wobei U(N) die Gruppe der unitdren N x N Matrizen
ist. Betrachte folgende Transformation

V= Y Uty = Upthy (2.26)
k=1..N

wobei die letzte Gleichung bedeutet, dal wir die Einstein’sche Summenkonvention verwen-
den. Das heiflt, iiber gleiche Indizes wird summiert. Wir haben also

1 (G Urktox
U U mit U= wf . also de = UQ’fwk (2.27)
ID.N Q/J.N UN;cwk
und
L= Vi 9,0 —m¥¥ — VU 'in"9,UV — mUU UV = L . (2.28)
Beispiele:

o U= ( fz ): SU (2)-Transformationen im Isospinraum, Proton-Neutron-Dublett.

o U= ( Vee ) : SUL(2), schwache Wechselwirkung auf linkshéndige Fermionen.
L

o U= (q1,q,q)", quarks, SU(3)c. Dabei ist jedes ¢; (i = 1,2, 3) ein vierkomponentiger
Spinor. Die QCD Lagrangedichte ist invariant unter SU(3)c-Transformationen.

2.3 Die Matrizen der SU(N)

Die Elemente der SU(N) werden allgemein dargestellt durch

U =exp (2’0“%) mit 9" cR. (2.29)

Dabei sind A*/2 die Generatoren der Gruppe SU(N). Fiir die SU(2) sind die A* durch
die Pauli-Matrizen o (i = 1,2,3) gegeben und 6° ist ein 3-komponentiger Vektor. Fiir ein
Element der Gruppe SU(2) haben wir also

U = exp (w%) . (2.30)
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Fiir ein allgemeines U gilt

AN\ A
Ul = exp | —i0" (7) =U!'=exp (—i@“?) . (2.31)

Die Generatoren miissen also hermitesch sein, d.h.

(AT = A", (2.32)
Auflerdem muf fiir die SU(N) gelten

det(U) =1. (2.33)
Mit

det(exp(A)) = exp(Sp(A)) (2.34)

ergibt sich

det (exp (i@“%)) = exp (w“sp <§)) 1. (2.35)

Daraus folgt
Sp(A*) =0. (2.36)

Die Generatoren der SU(N) miissen spurlos sein. Die Gruppe SU(N) besitzt N? — 1 Gene-
ratoren A\* mit Sp(A?) = 0. Fiir die SU(3) sind dies die Gell-Mann-Matrizen

010 0 — 0 1 0 0
Al = 100 =111 0 0 A3=10 -1 0
000 0 0 O 0 0 O
0 01 00 —: 000
Ay = 000 =00 0 =100 1
1 00 t 0 0 010
00 O 1 10 0
A7 = 00 —1 d=—=|( 01 0 (2.37)
0 ¢« O V3 00 -2
Die Matrizen A*/2 sind normiert durch
PEPY 1
—— | = =0 2.
Sp < ) 2) 25 (2.38)
Fiir die Pauli-Matrizen (i = 1,2, 3) gilt
Sp(e7)=2 und  Sp(o102) = Sp(ioz) =0 . (2.39)

Multipliziert mit 1/2 bilden sie die Generatoren der SU(2). Die Generatormatrizen geniigen
der Vollstandigkeitsrelation

A% \@ 1 1
ij Mkl
D5 (S8 — 68 ) 2.40
2 2 2(””]\1““) (2.40)
denn
DA, ] 1 11
0 5 25zz5m 2N5u5kz 25kl 25kl 0 ( )
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2.4 Darstellung nicht-abelscher Gruppen

Sei GG eine Gruppe mit den Elementen g¢i, g5... € GG. Eine n-dimensionale Darstellung von
G ist gegeben durch die Abbildung G — C™™ g — U(g). D.h. die Abbildung abstrakter
Elemente der Gruppe auf komplexe n x n Matrizen, so dal U(g192) = U(g1)U(g2) gilt und
damit die Gruppeneigenschaften erhalten bleiben. Ein U € SU(N) lasst sich schreiben als

U = exp(i0°T?). Fiir die SU(2) also U = exp(i@ - J). Die Gruppe SU(N) besitzt N2 — 1
Generatoren T Fiir die SU(2) sind dies die Drehimpulsoperatoren J;. Die N? — 1 reellen
Parameter 6 sind in der SU(2) geben durch &. Die fundamentale Darstellung der SU(2)
lautet J; = 0;/2 und im allgemeinen Fall 7* = \%/2. Die Generatoren geniigen der folgenden

Kommutatorrelation

[T, T" = ifeeTe . (2.42)
Die f2¢ sind die Strukturkonstanten der SU (N )-Lie-Algebra. Sie sind total antisymmetrisch
und definieren (N? — 1)(N? — 1)-dimensionale Matrizen T} = —if% = —if®*. Im Fall der
SU(2) haben wir

[Jz'7 J]] - Eiijk . (243)

Es gilt ferner

AT NPT e . rabe A A . abe1 ec i abc
SP({?E} 5) =if""p (55) =it =g (244)

Die Generatoren erfiillen die Jacobi-Identitat
[T [T, T + [T°, [T, T%)] + [T¢, [T*, T")] =0 . (2.45)

Unter Benutzung von (2.42) erhélt man

0= (=ifo)(—ifi) + (=ifi)(=ifi) +if" (=ifu) - (2.46)
Damit
0= (T°T")p — (T°T") et + i f*™ (T i . (2.47)

Damit haben wir eine N? — 1-dimensionale Darstellung der SU(N) Lie-Algebra erhalten
[T, T" = ifeeTe . (2.48)
Dies ist die adjungierte Darstellung. Es gibt folgende SU(N) Darstellungen
e d = 1: triviale Darstellung (Singulett).
e d = N: fundamentale Darstellung (A*/2), antifundamentale Darstellung (—A\**/2).

e d = N? — 1: adjungierte Darstellung.



8 Eichsymmetrien

2.5 Nichtabelsche Eichtransformationen

Ausgangspunkt ist die Lagrangedichte

L= ¢(iv"0, —m)y = U(iy"0, —m)T  mit U= (1,1, .., Yy) . (2.49)

i=1...N

Die Lagrangedichte ist invariant unter einer globalen SU(N) Eichtransformation
U — U =exp (i6"T*) ¥ = (1+i0°T* + O((6")*)) ¥ =U¥ und ¥ — ¥ = WU {2.50)

Die Generatoren 7 sind

fundamentale Darstellung: (7%);; = (%)Z d=N
adjungierte Darstellung (T)pe = —if“gc d=N?-1 (2.51)
triviale Darstellung T"=0U@)=1.

Betrachten wir nun lokale Symmetrien, also 6% = 6%(z). Die Transformation von ¥ sei

U’ = UW. Wir fiihren eine kovariante Ableitung ein,
D, =0, —igA, =0, —igT"Aj, . (2.52)

Die T kénnen verschieden sein, aber A}, ist identisch in allen D,,. Beispiel Supersymmetrie

(SUSY)

squark, quark T = ’\—; (d=N)
gluino, gluon  (T%),, = —if® (d = N? —1)

(2.53)
Die kovariante Ableitung transformiert sich genauso wie U, also (D, ¥) = U(D, V). Damit
(DV) = D\W = DUV = DU = UD, (2.54)

Ist erfiillt wenn

O, —igA, = D,=UD,U " =U(0, —igA)U "' =UU '8, + U@, U ") —igUAU " =

(2.55)

A= éU(@MU—l) +UAU (2.56)
Wichtig: A’! ist unabhéingig von der Darstellung U. Mit infinitesimalem
U = exp(iT*0") = 1 +iT0* + O(6°%) (2.57)
haben wir
) N\ a — snarpay Ac e ;
Al = AT = §U<—Z)T (0,0 U! + (140" T*) AT (1 — z@bTb)J
AsTetis (T — TT) ga
'Lf‘:chb
1 - - faoc a C
= Tb(gauebjLAZ +i(—ifP)0 AT (2.58)

J/
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Der Feldstéarketensor sei definiert durch F** ~ [DH* D¥]. Betrachte den Kommutator

[D*,D"] = [0, —igT"A% 8, —igT"Al] = —igT"0, A} — igT*(—0,A%) + (—ig)* AL AL [T, T
N—_——
Z’fabcTc
= —igT" (9, AL — 0,A% + g f** ALAY) = —igTFy, = —igF,, . (2.59)
fabc
—.Fa,

Die F}, sind unabhéngig von der Darstellung der 7. Wir haben fiir das Transformations-
verhalten

F, = é[D'“, D" = é[UDMU_l, UD,U"'| =UF,, U " homogene Transformation (2.60)
Und mit Glg. (2.58)
a o a . - rbac\ pb e
(F) = Fa, +i(—if")0"F;, + ... (2.61)

Ferner folgt daraus, dass

FUvES, = 2Sp(F,F*) | = 2Sp(F*™ T"F,,T") = 2F**" F},, Sp(T*T") = F*"F,

lgab
2
ist eichinvariant. (2.62)
Damit haben wir fiir die kinetische Lagrangedichte
1 1
Lkin,A - _ZFGHVFS'V = —§Sp<F‘uVFuy) . (263)

2.6 Die QCD Lagrangedichte

Beispiel: Die Quantenchromodynamik (QCD) ist invariant unter der Farb-SU(3). Die 6
Quarkfelder tragen Farbladung und befinden sich in der fundamentalen Darstellung

wa
U, =1 Ygp qg=u,d,c s, t,b. (2.64)
%3

Sie bilden Tripletts. Die 8 Gluonen G* befinden sich in der adjungierten Darstellung. Die
QCD Lagrangedichte lautet

1 - .
Locp = =G Gy, + D gDy = my)y . (2.65)
q=1...6
mit
G, = 0.Gy — 0,G), + gf“chZGi . (2.66)

Die Quarkmassen haben die Werte

m, ~ 1.7...3.1 MeV mg ~ 4.1...5.7 MeV ms ~ 100 MeV (2.67)
m. ~ 1.29 GeV my ~ 4.19 GeV my ~ 173 GeV . (2.68)
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2.7 Chirale Eichtheorien

Betrachte

L;=V(iv"D,—m)V . (2.69)

In der chiralen Darstellung sind die 4 x 4 v-Matrizen gegeben durch

()
5o <é _01) | (2.71)

wobei o; (i = 1,2, 3) die Pauli-Matrizen sind. Mit
= 01
U= ( 3; ) und - U =" = (7, o) ( 10 ) = (¢".x") (272)
ergibt sich

JjnH (of A f 0 of Dyx t t sk
Uiyt D,V = i(p", x") 0 Dy ) = oot D, + x"iol, Dy x . (2.73)
o

(o7 )
' D, x

Die Eichwechselwirkung gilt unabhéngig fiir

\I/L:(g):%(l—%)\lf und \IIR:(%C):%(1+75)\I/. (2.74)

Die ¥, und Vg konnen unterschiedliche Eichdarstellungen haben. Aber

mU¥ = m(e', x7) < f; ) =m(e"x + x'p) = m(V ¥p+ Uply) . (2.75)

Der Massenterm mischt ¥, und Wg. Daraus folgt Symmetriebrechung falls ¥ und ¥g un-
terschiedliche Darstellungen haben.

Wie sieht es mit einem Massenterm fiir Eichbosonen aus? Betrachte

1 m?
L=—— F"F" +— AW A® . (2.76)
4 H,_M/ 2 W—!ﬁ
eichinvariant nicht eichinvariant

Zum Beispiel fiir die U(1)
(A A" = (A, + 0,0)(A* + 0"0) = A, A" + 24,00 + (0,,0)(0"0) . (2.77)

Der Massenterm fiir A* bricht die Eichsymmetrie.
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2.8 Addendum: Mathematische Hintergrundinforma-
tionen

2.8.1 Gruppen

Sei ein Paar (G, %) mit einer Menge G und einer inneren zweistelligen Verkiipfung/Gruppen-
multiplikation. * : G x G — G, (a,b) — a * b heiBt Gruppe, wenn folgende Axiome erfiillt
sind

1. Die Gruppe ist abgeschlossen. D.h. wenn g,he G = gxh e G.
2. Assoziativitit: (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3).
3. d Finselement e mit der Eigenschaft gxe=exg=9g VgeG.

1 1 1

*xg=g*xqg ~ =e.
Abelsche Gruppe: Eine Gruppe heifit abelsch, wenn g« h = h * g.

4. 7Zu jedem g gibt es ein Inverses g~ mit g~

Kontinuierliche Gruppen: Sie besitzen unendlich viele Elemente und werden durch n Pa-
rameter beschrieben. Bei Liegruppen ist n endlich. Alle einparametrigen Liegruppen sind
abelsch. Typisches Beispiel: U(1) mit den Elementen ¢’ und ¢ als Parameter.

2.8.2 Algebra

Ein linearer Raum (Vektorraum) wird zu einer Algebra A, wenn eine bindre Operation
(Multiplikation) zweier Elemente m,n existiert, so dafl mn € A. Es gelten die Linea-
ritdtsbeziehungen (k,m,n € A)

k(cym + con) = c1km 4+ cokn

(cim 4 con)k = cymk + conk . (2.78)
Dabei sind ¢, ¢ reelle (komplexe) Zahlen. Man spricht je nach Fall von reeller (komplexer)
Algebra.

Eine Algebra heifit kommutativ, wenn

mn =nm . (2.79)
Sie heifit assoziativ, wenn

k(mn) = (km)n . (2.80)
Sie heiit Algebra mit Einselement, wenn sie ein Einselement 1 besitzt mit

Im=ml=m. (2.81)

Sei A eine assoziative Algebra mit Einselement und B C A eine Menge von Elementen b*, b?
etc. Die Algebra heifit von B erzeugt, wenn jedes meA durch ein Polynom endlichen Grades
in den Elementen b° geschrieben werden kann,

m=cl + i D G bR (2.82)
k

k=1 i1,i2,....i

wobei die Koeffizienten ¢;,;, ;, komplexe Zahlen sind. Die Elemente der Menge B heiflen
Generatoren von A. Das Einselement gehort nicht zu den Generatoren.
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2.8.3 Clifford-Algebren
Eine Clifford-Algebra Cy wird von N Generatoren £, €2, ..., &N erzeugt, fiir die

gafb + fbfa — 25ab

mit a,b =1, ..., N.

Die Dimension der Clifford-Algebra Cy ist 2V. Es existiert ein enger Zusammenhang zwi-
schen Clifford-Algebren und den Quantisierungsbedingungen fiir Fermionen.

Im allgemeinen lassen sich Clifford-Algebren fiir beliebige symmetrische Metriken ¢™"
definieren. So gilt insbesondere fiir die pseudoeuklidische Metrik

gap = diag(1,1,...,1,—1,...,—1), (2.83)
T T

Clifford-Algebra Cy p: {I™, I} = 2¢™"1. I

Die Anzahl der Generatoren ist d = N + M.

2.8.4 Liealgebren

Eine Algebra ist ein Vektorraum, der von den Generatoren A, B, ... aufgespannt wird:
beliebige Linearkombinationen von Generatoren ergeben wieder Generatoren. Eine Algebra
verfiigt iiber ein Produkt zwischen den Generatoren. Im Fall der Liealgebra ist das Produkt
der Kommutator

Ao B:=[A B], (2.84)
mit den folgenden Eigenschaften

AoB = —BoA (2.85)
(AoB)oC+ (CoA)oB+(Bo(C)oA = 0. (2.86)

Liealgebren sind nicht assoziativ. Die Beziehung (2.86) heifit Jacobi-Identitdit.



Kapitel 3

Spontane Symmetriebrechung

Die Symmetrie einer Lagrangedichte ist spontan gebrochen, wenn die Lagrangedichte symme-
trisch ist, aber das physikalische Vakuum nicht der Symmetrie gehorcht. Wir werden sehen,
dafl wenn die Lagrangedichte einer Theorie invariant unter einer exakten kontinuierlichen
Symmetrie ist, welche nicht die Symmetrie des physikalischen Vakuums ist, eines oder meh-
rere masselose Spin-0 Teilchen auftreten. Diese werden Goldstone Bosonen genannt. Wenn
die spontan gebrochene Symmetrie eine lokale Eichsymmetrie ist, fithrt das Zusammenspiel
(induziert durch den Higgsmechanismus) zwischen den Méchtegern-Goldstone Bosonen und
den masselosen Eichbosonen zu den Massen der Eichbosonen und entfernt die Goldstone
Bosonen aus dem Spektrum.

3.1 Beispiel: Ferromagnetismus
Es handelt sich um ein System wechselwirkender Spins,

H=->J;S-5;. (3.1)

(¥

Das Skalarprodukt der Spinoperatoren ist unter Rotation ein Singulett, ist also rotationsinva-
riant. Im Grundzustand des Ferromagneten (bei gentigend niedriger Temperatur, unterhalb
der Curie-Temperatur) zeigen alle Spins in dieselbe Richtung. Dies ist der Zustand niedrig-
ster Energie. Der Grundzustand ist nicht mehr rotationsinvariant. Bei Drehung des Systems
entsteht ein neuer Grundzustand derselben Energie, der sich aber vom vorigen unterscheidet.

Der Grundzustand ist also entartet. Die Auszeichnung einer bestimmten Richtung bricht die
Symmetrie. Es liegt spontane Symmetriebrechung (SSB) vor.

3.2 Beispiel: Feldtheorie fiir ein komplexes Feld

Wir betrachten die Lagrangedichte fiir ein komplexes Skalarfeld
L= (0,0)(0"¢) — ’¢*¢ — \(¢*$)* mit dem Potential V = p®¢*¢ + A(¢*¢)*. (3.2)

(Hinzufiigen hoherer Potenzen in ¢ fiihrt zu einer nicht-renormierbaren Theorie.) Die La-
grangedichte ist invariant unter einer U(1)-Symmetrie,

» — exp(ia)e . (3.3)

13
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Abbildung 3.1: Das Higgspotential.

Wir betrachten den Grundzustand. Dieser ist gegeben durch das Minimum von V',

oV
= 25

0 fir p?>0

¢*6 =~ fiir p® <0

0 — 1262006 = b= { (3.4)
Der Parameter A muf positiv sein, damit das System nicht instabil wird. Fiir 42 < 0 nimmt
das Potential die Form eines Mexikanerhutes an, siehe Fig. 3.1. Bei ¢ = 0 liegt ein lokales
Maximum, bei
112
N S i 3.5
6 = = /-2 (35)

ein globales Minimum. Teilchen entsprechen harmonischen Oszillatoren fiir die Entwicklung
um das Minimum des Potentials. Fluktuationen in Richtung der (unendlich vielen degene-
rierten) Minima besitzen Steigung null und entsprechen masselosen Teilchen, den Goldstone
Bosonen. Fluktuationen senkrecht zu dieser Richtung entsprechen Teilchen mit Masse m > 0.
Die Entwicklung um das Maximum bei ¢ = 0 wiirde zu Teilchen negativer Masse (Tachyo-
nen) fithren, da die Kriitmmung des Potentials hier negativ ist.

Entwicklung um das Minimum bei ¢ = v fiithrt zu (wir haben fiir das komplexe skalare
Feld zwei Fluktuationen ¢; und ¢5)

1 ) 1 . P2
6 = vt slortio) = (v o) 452 39
* 2 1 5 2
60 = v+ V2 + (0] + ) - (3.7)
Damit erhalten wir fiir das Potential
212 N4 2 N2
L 2 ? ,U4

Vernachléssige den letzten Term in V', da es sich nur um eine konstante Nullpunktsverschie-
bung handelt. Damit ergibt sich fiir die Lagrangedichte

1 1 A
L= 5(%@1)2 + 5(6‘u<pz)2 — 20020 — V201 (92 + ©2) — Z(s@? +¢3)% . (3.10)
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Die in den Feldern quadratischen Terme liefern die Massen, die in den Feldern kubischen und
quartischen Terme sind die Wechselwirkungsterme. Es gibt ein massives und ein masseloses

Teilchen,
My, =20VA und my, =0. (3.11)

Bei dem masselosen Teilchen handelt es sich um das Goldstone Boson.

3.3 Das Goldstone Theorem

Seien
N = Dimension der Algebra der Symmetriegruppe der vollstéindigen Lagrangedichte.
M = Dimension der Algebra der Gruppe, unter welcher das Vakuum nach der

spontanen Symmetriebrechung invariant ist.

= Es gibt N-M Goldstone Bosonen ohne Masse in der Theorie.

Das Goldstone Theorem besagt, dafl es fiir jeden spontan gebrochenen Freiheitsgrad der
Symmetrie ein masseloses Goldstone Boson gibt.

Sei ¢;(x) ein Satz von Operatoren mit nichttrivialem Transformationsverhalten unter einer
Symmetriegruppe G. Das Transformationsverhalten ist gegeben durch

Q% ¢i(x)] = T;¢5(x) mit Q" = /d?’yjoa(y) und 0,5 =0. (3.12)

Die T sind die Darstellungsmatrizen der Generatoren. Ist der Vakuumerwartungswert (VEV)
< 0|¢j(x)|0 > eines dieser nichttrivial transformierenden Felder ungleich null, dann existie-
ren masselose Anregungen.

Beweis:
Falls < 0]¢;[0 > 0 gibt es ein T mit 0 #< 0|T¢;|0 >, da der Satz von Generatoren T
linear unabhéngig ist. Damit gilt

0 #< 0|T5¢50 >=< 0|[Q", ¢:]|0 > . (3.13)

Es existiert also ein Ladungsoperator () und ein Feld ¢(z), fiir die < 0][Q, ¢(z)]|0 ># 0.
Daraus ergibt sich Q|0 ># 0. Das Vakuum hat also eine Ladung # 0. Es transformiert
sich nichttrivial unter Symmetrietransformationen. Da es auf x nicht ankommt, wéhle den
Nullpunkt. Damit

dQ d
— =0 = —[Q(1),6(0)]=0. (3.14)

Und damit also

< 0[[Q(t), 9(0)]|0 >=C # 0. (3.15)

Es ist

7°(y) = exp(—iP - y)j°(0) exp(iP - y) (3.16)
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wobei P* der Impulsoperator ist. Sei die Translationssymmetrie spontan gebrochen,

c - Z/d?’y {< 0] exp(=iP - )j°(0) exp(iP - y)ln >< nl$(0)]0 >
. < 0[¢(0)|n >< n|exp(—iP - y);°(0) exp(iP - y)[0 >}
= 3 [ {I< 0P expliP )l =< nl(0)0 >
. < 0[¢(0)[n >< n|exp(=iP, - y)7°(0)[0 >]}
= 2m)* ) {[< 05°(0)[n >< n|$(0)|0 > exp(iE,t)
— < 0[¢(0)|n >< n|5°(0)]0 > exp(—iEnt)]é(g)(ﬁn)} . (3.17)
Hier wurde
/ Py exp(£iP,7) = (27)%0®)(B,) (3.18)
verwendet. Da
exp(—iBnt) = exp(—iMyt) (3.19)

kann der Beitrag zu C' = const. nur von M, = 0 kommen. Der Vakuumzustand |n >= [0 >
trigt nicht bei, da sich beide Terme wegheben. Das heisst

Es gibt einen Zustand |n >%# [0 > mit M, =0 und < n|¢(0)]|0 >## 0 #< n|j°(0)|0 >(3.20)
Der Beweis verlangt

e Manifeste Lorentz-Kovarianz

e Vollstindigkeit der physikalischen Zusténde.

Diese Bedingung kann von Eichtheorien nicht erfiillt werden. Um beispielsweise die Elektro-
dynamik zu quantisieren, mufl zwischen dem Lorentz-kovarianten Gupta-Bleuler Formalis-
mus mit unphysikalischen indefiniten metrischen Zustédnden oder der Quantisierung in einer
physikalischen Eichung, wo manifeste Lorentz-Kovarianz verloren geht, gewéahlt werden.

Fiir Eichtheorien gilt das Goldstone Theorem nicht: Masselose skalare Freiheitsgrade wer-
den von den Eichbosonen absorbiert, um ihnen Masse zu geben. Das Goldstone Phédnomen
fithrt zum Higgs Phédnomen.

3.4 Addendum: Chirale Symmetriebrechung in der QCD

Die Masse der Pionen ist sehr klein, 0 ~ m, ~ 10~ 'mp. Es stellt sich die Frage, warum. Da
Pionen nur » und d-Quarks enthalten, betrachten wir nur diese beiden Quark-Flavours. Fiir
die Masse der u, d-Quarks haben wir m, 4 =~ O(5 MeV) < Agep. Betrachten wir nun die
Lagrangedichte fiir verschwindende v und d-Quarkmassen,

L = wilju+ dil}d . (3.21)
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Mit ¢ = (u,d)” koénnen wir die Lagrangedichte ich einen links- und rechtshiindigen Anteil
aufspalten,

Vo= g(-ma)e wnd = (14 (322)

2
Also

L= uilu,+ dDid, . (3.23)
Sie ist invariant unter einer SU(2)-Symmetrie

s=L,R
Uur, . i Uur, UR . ) i UR
<dL>—>eXp <29L-2) (dL) (dR)—>exp (ZQR 2) (dR) . (3.24)

Die Lagrangedichte ist separat symmetrisch fiir die links- und rechtschiralen Terme. Sie ist
also symmetrisch unter einer SU(2);, x SU(2)g. Es gibt die erhaltenen Stréme

a1 ~ .01
gy () wd @drga-w () (529
Addition und Subtraktion der Stréme fiihrt auf Vektor- (V) und Axialvektorstrom (A,)
i _ o-i u i _ o-i u .
V= (4, d)w; ( d ) und A, = (u,d)’}/u’}/g,? ( d ) 1=1,2,3. (3.26)

Damit verbunden sind 6 erhaltene Ladungen. Die Felder selbst konnen keinen von null ver-
schiedenen VEV haben. (Farbneutralitit des QCD-Vakuums). Allerdings kann das Konden-
sat aus Quark und Antiquark einen nichtverschwindenden VEV besitzen,

< 0|a(z)u(z)]0 >=< 0|d(x)d(x)|0 >0 . (3.27)

Dieser erhilt zwar die SU(2)-Symmetrie, bricht aber die axiale Symmetrie spontan. Diese
SSB fiihrt auf drei masselose Goldstonebosonen, die Pionen 7+, 7~ und #°. Es handelt sich
um pseudoskalare (+— spontane Brechung der axialen Symetrie) Mesonen. Dabei

1 1
at = —(m +im und 7 = —=(m —im) . 3.28
¢§1 2) ¢§1 2) (3.28)
Ferner (i,j = 1,2,3)
< O\Ai(y)\ﬂj(k‘) >40 = <0|exp(iP - y)AL(O) exp(—iP - y)|7' (k) >
< 0]A,,(0) exp(—ik‘- y)\ﬂ]‘(k) >
= exp(—ik-y) < 0|A,(0)|7 (k) >
= if,6" exp(—iky)k, . (3.29)
Dies ist die Grundlage, um die Lebensdauer fiir Pionen auszurechnen. Dabei ist f, die
Zerfallskonstante des Pions.

Die Dimension von SU(2), x SU(2)g ist d; = 6. Diese wurde heruntergebrochen auf die
SU(2) mit Dimension dy = 3. Die Anzahl der Goldstone Bosonen entspricht der Anzahl der
spontan gebrochenen Generatoren d; — dy = 3. Wir haben also drei masselose Pionen.

In Wirklichkeit sind die u- und d-Quarks nicht masselos. Die chirale Symmetrie ist also
nicht nur spontan, sondern auch explizit gebrochen. Da die betroffenen Quarkmassen jedoch
sehr klein sind, ist auch die Masse der Pionen recht klein.
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3.5 Spontane Brechung einer O(N) Symmetrie

Wir betrachten die Lagrangedichte fiir N reelle skalare Felder

L= L (0,0)(0"6) (Z¢> mit (Z¢> V(g-¢) . (3.30)

i:l...N i=1...N i=1...N

Die Lagrangedichte ist symmetrisch beziiglich einer O(N) Transformation ¢; — O;;¢; (i,7 =
1...N). Bei O handelt es sich um orthogonale N x N Matrizen. Das Minimum von V' sei bei
6] = v #0, 2B. V= A¢? —v?)%. Wir entwickeln ¢ um das Minimum. O.B.d.A.,

0 ¥1 ®1
0 ©2 P2

=1 |+ : = : (3.31)
0 PN-1 PN-1
v PN U+ PN

Und
»* = v + 2upN + Z ©? . (3.32)
i=1...N

Die Richtung N bzw. ¢y ist damit ausgezeichnet. Die restlichen N — 1 Felder sind nach wie
vor invariant unter einer N — 1-dimensionalen Rotation. Fiir das Potential erhalten wir

2 2
V=X <2v<pN + > w?) = Ak + vy Y i+ A < > <p§> : (3.33)
i=1...N i=1...N i=1...N

Die in den Feldern kubischen und quartischen Terme beschreiben die Wechselwirkungen. Der
in o quadratische Term ist der mit ¢y assoziierte Massenterm. Die Masse zum Quadrat ist

mg, = 8A\v”. (3.34)

Es handelt sich hier um ein massives Higgs Boson, welches einen nichtverschwindenden VEV
v besitzt. Die iibrigen N — 1 Felder sind masselos, m; = 0 fiir ¢ = 1...N — 1. Es handelt sich
um die Goldstone Bosonen. Die urspriingliche Symmetrie O(N) mit N(N —1)/2 Generatoren
wurde heruntergebrochen auf die Symmetrie O(N — 1) mit (N — 1)(N — 2)/2 Generatoren.
Die Anzahl der Goldstone Bosonen d¢ entspricht der Anzahl der gebrochenen Generatoren,
also

SIN(N = 1) = (N~ (N 2] =N — 1, (3.35)

Wir haben also N — 1 Goldstone Bosonen.

3.6 Spontan gebrochene Eichsymmetrien

Wir betrachten als Beispiel die Lagrangedichte eines komplexen skalaren Feldes ®, welches
an ein Photonfeld A, koppelt, die invariant ist unter U(1). Die lokalen Transvormationen
sind gegeben durch

¢ — exp(—ieA(x))P(x) und A, = A, + 0. (3.36)
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Die Lagrangedichte lautet

1
£ = [0, — ieA,) [0 +ieA") D] = @' ® — N(O*D)? — F 7. (3.37)

—V(®)

(Bemerkung: Um die Lagrangedichte zu quantisieren mufl noch ein Eichfixierungsterm ein-
gefiihrt werden.) Fiir pu? < 0 kommt es zu spontaner Symmetriebrechung der U(1). Dann
hat das Feld einen nichtverschwindenden VEV,

_/JLQ
<O[RJ0>=0v =1/ (3.38)

Die Fluktuationen um das Minimum (Entwicklung um das Minimum) sind gegeben durch

e i — (o HOY (XY (2 i
0= vt ot iga) = (v+ D) e (X (m o )+ into ) 029)
Damit
Dy® = (9, +ied,)P(x) = %(@NH + i0up2) + ieAyv + %Au<_902 +ip1)

— exp (zﬁ) {au +ie <Au + \%:U)} (v + %) . (3.40)

Um bilineare Mischterme in den Feldern zu vermeiden, fithren wir folgende Eichtransforma-
tion durch,

A=A+ 0, ( (3.41)

i)

Damit ergibt sich fiir die kinetische Energie (nenne A" ab jetzt A)

(D) (DFB) = (0, H) (@ H) + A, A" <v+%) = S@uH) (O H) + () A, A4

1,2
2

H2
+ €A, AH (\/ﬁvH + 7) : (3.42)

J/

Wechselwirkungsterme

Und die gesamte Lagrangedichte lautet

1 1 H2
£ = 50.H)0"H)+ §m§1AMA“ +e2A, AF (\/ivH + 7)
1 A
S v 252 _ 3 _ 4
1 W F o\v2 H? — V2u\NH 4H .

2
My

(3.43)

NI

Hierbei wurde der konstante Term Av?*, welcher lediglich den Nullpunkt des Vakuums ver-
schiebt, weggelassen. Die Massen des Higgsteilchens H und des Photons ergeben sich zu

my = 2e%v? (3.44)
my = 4\? . (3.45)
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Es tritt also ein massives Photon (Eichboson) und ein massives skalares Feld, das Higgsteil-
chen, auf. Das Goldstone Boson tritt als Freiheitsgrad nicht in Erscheinung. Die Anzahl der
Freiheitsgrade ist aber erhalten geblieben. Denn bei ungebrochener U(1)-Symmetrie ist das
Photon masselos und besitzt 2 physikalische Freiheitsgrade, die zwei transversalen Polarisa-
tionen. Die unphysikalische skalare und longitudinale Polarisation tragen im Gupta-Bleuler-
Formalismus nicht bei. Das komplexe skalare Feld (entspricht einem geladenen Teilchen) &
besitzt 2 Freiheitsgrade. Bei gebrochener U(1)-Symmetrie haben wir ein massives Photon
mit 3 Freiheitsgraden (mit longitudinaler Polarisation) und ein massives reelles Higgs Boson
mit einem Freiheitsgrad. Das Goldstone Boson wurde aufgegessen, um dem Photon Masse
zu geben, um den longitudinalen Freiheitsgrad des massiven Eichteilchens zu liefern.

Nochmal: In Eichtheorien treten die Goldstone Bosonen nicht in Erscheinung. Sie sind
Machtegern (im Englischen would-be) Goldstone Bosonen. Bei SSB werden sie direkt in die
longitudinalen Freiheitsgrade der massiven Eichbosonen absorbiert. Es gilt bei Eichtheorien:
Seien

N = Dimension der Algebra der Symmetriegruppe der vollstdndigen Lagrangedichte.
M = Dimension der Algebra der Gruppe, unter welcher das Vakuum nach der
spontanen Symmetriebrechung invariant ist.
n = Die Anzahl der skalaren Felder
=

Es gibt M masselose Vektorfelder. (M ist die Dimension der Symmetrie des Vakuums.)
Es gibt N — M massive Vektorfelder. (N — M ist die Anzahl der gebrochenen Generatoren.)
Es gibt n — (N — M) skalare Higgsfelder.

3.7 Addendum: Goldstone Theorem - klassische Feld-
theorie

Proof of the Goldstone theorem in classical field theory:

The Lagrangian
1
L=5(00) - V(o) (3.46)

is invariant under the rotation
@ — g ala, a=1,..,N, (3.47)
which can infinitesimally be written as

Y = p—iaRy (3.48)

From the invariance it follows that

ov ov

% &O&p za&pRgo 0 Va, p (3.49)
so that
0*V ov
Ro+2R=0 (3.50)

Dpdyp i
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After spontaneous symmetry breaking we have the ground state
oV
%:O for p=v#0 (3.51)
from which follows the Goldstone equation:
V. 0 for p=wv (3.52)
dpdyp Y= '
and
0?V
Y (3.53)
dpdy
is the mass matrix of the system. Expanding ¢ about the ground state
we have
0
1 ov 1, 0%V
L = —(0p)?—[V — o+ = "+
5(09)" = [V(v) + 90 7 Y3 500, F ]
1 1, 0%V
= —(0¢) —=¢ "+ 3.55
5(09)" = 5 90057+ (3.59)
The Goldstone equation is thus the condition equation for the masses
M?Rv =0 (3.56)

e The equation is fulfilled if the generators R*, a = 1,2, ..., M leave the vacuum invariant:

R = 0.

e The remaining generators R* a = M + 1,..., N form a set of linearly independent
vectors R%. These are eigen-vectors of the zero-eigenvalues of the mass matrix M?2.

The zero-eigenvalue is hence N — M times degenerated. Q.e.d.
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Kapitel 4

Das Standardmodell der
Teilchenphysik

Das Standardmodell (SM) der Teilchenphysik beschreibt die uns heute bekannten grund-
legenden Bausteine der Materie und (bis auf die Gravitation) ihre Wechselwirkungen un-
tereinander. Diese umfassen die elektromagnetische und die schwache (zusammenfassend die
elektroschwache) und die starke Wechselwirkung. Zunéchst soll ein kurzer historischer Abriss
der Schritte gegeben werden bis zur Entwicklung der elektroschwachen Theorie von Sheldon

Glashow, Abdus Salam und Steven Weinberg (1967).

4.1 Eine kurze Vorgeschichte des Standardmodells der
Teilchenphysik

- Schwache Wechselwirkung: (3 Zerfall [A. Becquerel 1896, Nobelpreis 1903']

Antoine Henri Becquerel (15.12.1852 - 25.8.1908) war ein franzdsischer Physiker, No-
belpreistriger und einer der Entdecker der Radioaktivitit.

1896 entdeckte Becquerel eher zufillig Radioaktivitét, als er die Phosphoreszenz von
Uran Salzen untersuchte.

Im Jahr 1903 teilte er sich den Nobelpreis mit Marie and Pierre Curie “in recognition
of the extraordinary services he has rendered by his discovery of spontaneous radioac-
tivity”.

N — N’ + e~ verletzt Energie- und Drehimpulserhaltung

Lise Meitner and Otto Hahn zeigten 1911, dafl die Energie der emittierten Elektro-
nen kontinuierlich ist. Da aber die freiwerdende Energie konstant ist, hatte man ein
diskretes Spektrum erwartet. Um diesen offensichtlichen Energieverlust (und auch die
Verletzung der Drehimpluserhaltung) zu erkléren, schlug Wolfgang Pauli 1930 die Teil-
nahme eines neutralen extrem leichten Teilchens vor, das er “Neutron” nannte. Enrico
Fermi adnderte diesen Namen 1931 in “Neutrino”, die verkleinerte Form des nahezu
zeitgleich entdeckten Neutrons.

Lgeteilt mt Marie und Pierre Curie
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Lise Meitner (7. 11.1878 - 27.10.1968) war eine dsterreichische Physikerin, die Ra-
dioaktivitit und Kernphysik untersuchte. Otto Hahn (8.3.1879 - 28.7.1968) war ein
deutscher Chemiker und erhielt 1944 den Nobelpreis in Chemie. Wolfgang Ernst Pauli
(25.4.1900 - 15.12.1958) war ein dsterreichischer Physiker.

- Die Neutrino Hypothese: [W. Pauli 1950, Nobelpreis 1945]

N —P+e +1,
Spin = 1/2, Masse ~ 0

Der erste experimentelle Nachweis des Neutrinos gelang Clyde Cowan und Frederick
Reines 1956 in einem der ersten grofien Kernreaktoren.

Clyde Lorrain Cowan Jr (6.121919 - 24.5.1974) war der Mitentdecker des Neutrinos,
zusammen mit Frederick Reines. Frederick Reines (6.3.1918 - 26.8.1998) war ein ame-
rikanischer Physiker und erhielt 1995 den Nobelpreis fiir Physik in beider Namen.

- Die Fermi-Theorie: [E. Fermi, Nobelpreis 1938]

Enrico Fermi entwickelte eine Theorie der schwachen Wechselwirkungen analog zur Quante-
nelektrodynamik (QED), in der vier Fermionen direkt miteinander wechselwirken:

el
Log = TQJ“J H
[Fiir kleine Impulsiibertrige konnen die Reaktionen durch eine punktartige Wechselwirkung
genéhert werden.

Enrico Fermi (29.9.1901 - 28.11.1954) war ein italienscher Physiker. Er bekam 1938
den Nobelpreis fiir Physik fiir seine Arbeit iber induced radioactivity’.

Bei der Fermi-Wechselwirkung wechselwirken 4 Fermionen direkt miteinander. Diese
Wechselwirkung kann beispielsweise ein Neutron (oder ein down-Quark) in ein Elek-
tron, ein Antineutrino und ein Proton (oder up-Quark) splitten. Baumgraphen Feyn-
mandiagramme beschreiben die Wechselwirkung bemerkenswert gut. Allerdings kénnen
keine Schleifendiagramme berechnet werden, da die Fermi-Wechselwirkung nicht re-
normierbar ist. Die Losung besteht darin, die 4-Fermion-Kontaktwechselwirkung
durch eine vollstindigere Theorie zu ersetzen - mit einem Austausch eines W oder eines
7 Bosons wie in der elektroschwachen (EW) Theorie. Diese ist renormierbar. Bevor die
EW Theorie konstruiert wurde, konnten George Sudarshan und Robert Marshak, und
unabhéngig auch Richard Feynman und Murray Gell-Mann die korrekte Tensorstruk-
tur (Vektor- minus Axialvektor V' — A) der 4-FermionWechselwirkung bestimmen.

- Die Yukawa Hypothese: [H. Yukawa, Nobelpreis 1949 fiir ’his prediction of mesons based

on the theory of nuclear forces’|

Die punktartige Fermikopplung ist der Grenzfall des Austausches eines “schweren Photons” —
W boson.

4GT; punktartige Kopplung =~ Q(mggf o7 ~ 2;3; mit Austausch eines W—Bosons
w w

Hideki Yukawa (23.1.1907 - 8.9.1981) war ein japanischer theoretischer Physiker und
der erste Japaner, der den Nobelpreis gewann.

Hideki Yukawa establierte die Hypothese, dal Kernkréifte durch den Austausch neuer
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hypothetischer Teilchen zwischen den Nukleonen erkléart werden konnen, in der gleichen
Art und Weise, in der die elektromagnetische Kraft zwischen Elektronen durch den
Austausch von Photonen beschrieben werden kann. Dieses Teilchen, das die Kernkraft
iitbermittelt, sollte aber im Gegensatz zu den Photonen nicht masselos sein, sondern
eine Masse von 100 GeV haben. Dieser Wert kann aus der Reichweite der Kernkriéifte
abgeschéitzt werden. Je grofler die Masse des Teilchens, desto kleiner ist die Reichweite
der Wechselwirkung, die von dem Teilchen vermittelt wird.

- Paritétsverletzung in der schwachen Wechselwirkung [T.D. Lee, C.N. Yang, Nobelpreis 1957,
und C.-S. Wuyj

Das 7 — 6 Rétsel: Urspriinglich waren zwei verschiedene positive geladene Mesonen mit stran-
geness (S # 0) bekannt. Diese konnten aufgrund ihrer Zerfallsprozesse unterschieden werden:

ot — gx° P, = +1

™ = atrtaT Py =—1
Die Endzusténde dieser beiden Zerfille haben unterschiedliche Paritdt. Da zu dieser Zeit
angenommen wurde, daf} die Paritdt in allen Reaktionen erhalten ist, hétten 7 und 6 zwei
verschiedene Teilchen sein miissen. Préazisionsmessungen ihrer Masse und Lebensdauer wie-
sen jedoch keinen Unterschied zwischen den beiden Teilchen auf. Die Losung dieses 6 — 7
Rétsels war, die Paritédtsverletzung der schwachen Wechselwirkung. Da beide Mesonen iiber
die schwache Wechselwirkung zerfallen, erhélt diese Reaktion nicht die Paritdt im Gegensatz
zur urspriinglichen Annahme. Damit konnten beide Zerfille vom selben Teilchen kommen,
welches dann K+ genannt wurde.

OF =77 = Kt = P verletzt. (7 hat negative Paritét.)

Tsung-Dao Lee (geboren 24.11.1926) ist ein chinesisch-amerikanischer Physiker. 1957
erhielt Lee mit C. N. Yang den Nobelpreis fiir Physik fir ihre Arbeiten iiber Pa-
ritdtsverletzung in der schwachen Wechselwirkung, die Chien-Shiung Wu experimen-
tell nachwies. Lee and Yang waren die ersten chinesischen Nobelpreisgewinner. Chien-
Shiung Wu (* 81. Mai 1912 in Liuho, Province Jiangsu, China ; - 16. Februar 1997
in New York, USA) war eine chinesisch-amerikanische Physikerin.

V — A Theorie: Die Paritét ist maximal verletzt. Dies bedeutet, dafl die Axialkopplung die
gleiche Stirke hat wie die Vektorkopplung |cy| = |ca|. Tatséchlich ist ¢y = —c4. Deshalb
nennt man die Theorie “V — A Theorie”.

- Nachweis des Neutrinos:

N s P+e +1, Uo+P — N+et

Das Neutrino konnte 1956 experimentell von Clyde L. Cowan und Frederick Reines im in-
versen (-Zerfall (0, + P — e™ + N) in einem Kernreaktor nachgewiesen werden. (Nobelpreis
1995 nur an Reines, da Cowan 1974 gestorben war.)

Das muon Neutrino wurde 1962 von Jack Steinberger, Melvin Schwartz und Leon Max Le-
derman entdeckt. Alle drei Physiker erhielten 1988 den Nobelpreis fiir ihre grundlegenden
Experimente iiber Neutrinos.

Das tau-Neutrino wurde 2000 im DONUT-Experiment entdeckt.
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- CP-Verletzung [Cronin, Fitch, Nobelpreis1980)

K} — 3m CP=-—
Ky — 2r CP=+

Details: Nach der Entdeckung der Paritétsverletzung wurde weitgehend angenommen, dafl
CP erhalten ist. Bei CP Symmetrie wiren die physikalischen Kaon-Zustdnde durch CP Fi-
genzustiande gegeben. Dies wire der Fall in Bezug auf die starke (und elektromagnetische)
Wechselwirkung allein. Durch die schwache Wechselwirkung kommt es aber zu einer Kopp-
lung zwischen diesen beiden Zusténden, so dass die physikalischen Kaonzustéinde Mischungen
sind. CP Eigenzusténde sind also Linearkombinationen dieser beiden Zusténde.

1
ﬁ

1 _
E(U(O > +|K?>) mit CP|Ky >= —|KJ > (4.2)

Nimmt man CP Symmetrie an, so konnen diese Zustéande nur unter CP Erhaltung zerfallen.
Fiir die neutralen Kaonen fiithrt dies auf zwei verschiedene Zerfallskanéle fiir K7 und K, mit
sehr unterschiedlichen Phasenrdumen und also sehr unterschiedlichen Lebensdauern:

|K) >= —(|K* > —|K° >) mit CP|K] >= |K] > (4.1)

Ky >=

K} — 27 (schnell, da grofier Phasenraum) (4.3)

K9 — 37 (langsam, da kleiner Phasenraum) (4.4)

Es wurden tatsichlich zwei verschiedene Arten neutraler Kaonen gefunden, die sehr ver-
schiedene Lebensdauern haben. Diese heifien K9 (long-lived, durchschnittliche Lebensdauer
(5.1640.04)-1078 s) und K3 (short-lived, durchschnittliche Lebensdauer (8.953+0.006)-10~!1
s). Die durchschnittliche Lebensdauer des long-lived Kaon ist etwa einen Faktor 600 grofier
als die des short-lived Kaon.

CP Verletzung: Aufgrund der angenommenen CP-Erhaltung war es natiirlich, K?, KJ mit
K2, K? zu identifizieren. Damit wiirde K? immer in drei und nie in zwei Pionen zerfallen.
Aber James Cronin and Val Fitch fanden 1964 heraus, dafi das K mit einer kleinen Wahr-
scheinlichkeit (etwa 107%) auch in zwei Pionen zerfillt. Die physikalischen Zusténde sind
also keine reinen CP Eigenzusténde, sondern erhalten jeweils eine kleine Menge € von dem
anderen CP Eigenzustand. Man hat (ohne Normierung):

|K§ >= (|KY > +¢| K9 >) (4.5)
(K} >= (|K9 > +¢|K) >) (4.6)

Dieses Phéanomen wurde sorgfiiltig in den Experimenten iiberpriift und CP Verletzung durch
Mischung genannt, da es durch die Mischung der CP Eigenzustédnde zu den physikalischen
Zustéanden gegeben ist. Cronin and Fitch erhielten 1980 den Nobelpreis fiir die Entdeckung.
Da auf diese CP Verletzung nur indirekt durch die Beobachtung der Zerfille geschlossen
werden kann, nennt man diese auch indirekte CP Verletzung. Auch die direkte CP
Verletzung, also eine Verletzung direkt in dem beobachteten Zerfall, ist auch beobachtet
worden. Die direkte CP Verletzung ist fiir Kaonen einen weiteren Faktor 2000 kleiner als die
indirekte und wurde experimentell erst 3 Jahrzehnte spater nachgewiesen.

Val Logsdon Fitch (* 10.3.1923 in Merriman, Nebraska), amerikanischer Physiker.
Fitch erhielt 1980 zusammen mit James Cronin den Physik Nobelpreis. James Watson
Cronin (* 29.9.1931 in Chicago), US-amerikanischer Physiker.
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- Glashow-Salam-Weinberg Theorie (GSW): [S.L. Glashow, A. Salam, S. Weinberg,
Nobelpreis 1979

Sheldon Lee Glashow (* 5.12.1932 in New York) ist ein US-amerikanischer Physiker
und Nobelpreisgewinner. Er erhielt 1979 zusammen mit Abdus Salam und Steven Wein-
berg den Physik Nobelpreis fiir ihre Arbeit an der ‘theory of the unification of the weak
and electromagnetic interaction between elementary particles’, die unter anderem das
Z Boson und die neutralen schwachen Stréme vorhersagt. Abdus Salam (* 29.1.1926
in Jhang, Pakistan; - 21. November 1996 in Ozford, England) war ein pakistanischer
Physiker und Nobelpreisgewinner. Steven Weinberg (* 3.5.1933 in New York City) ist
ein US-amerikanischer Physiker und Nobelpreisgewinner.

Die elektroschwache Wechselwirkung ist die vereinigte Theorie der Quantenelektrody-
namik und der schwachen Wechselwirkung. Zusammen mit der Quantenchromodyna-
mik bildet sie die Sdulen des Standardmodells der Teilchenphysik. Die Vereinigung
wurde urspriinglich theoretisch von S.L. Glashow, A. Salam and S. Weinberg 1967
beschrieben. Experimentell wurde die Theorie 1973 indirekt durch die Entdeckung
der neutralen Strome bestéitigt und 1983 durch den experimentellen Nachweis der W
und Z Bosonen. Eine Besonderheit der elektroschwachen Wechselwirkung ist die Pa-
ritdtsverletzung.

4.2 Unitaritiat: der Pfad zu Eichtheorien

Die Fermi-Theorie beschreibt die u, 8 Zerfille, geladene Strom (charged current CC) Reak-

tionen by kleinen Energien.

Log =5 iy = enl—7)ve+ (1) + (9

Gr = 1.16-107°/GeV?

Abbildung 4.1: Der Prozess e” v, — p~ v, in der Fermi-Theorie.

o o a2
opp(Pee™ = o 0,) = £

s-Wellen Unitaritat o7 < 4?”

CC Streuung bei hohen Energien:

Giiltigkeitsbereich /Unitaritidtsbeschrankung: /s < 700 GeV

= 4 Schritte sind noétig, um aus der Fermi-Theorie eine konsistente Feldtheorie zu konstru-
ieren, welche die 4-Punktkopplung dampft.

Man nimmt an, dafl die schwache Wechselwirkung wie die QED durch Vektorboson-Austausch
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vermittelt wird. Das intermediére schwache Boson muf die folgenden 3 Eigenschaften haben:

(i) Es tragt Ladung £1, da die Manifestationen der schwachen Wechselwirkung (wie z.B.
p-Zerfall) Ladungs-édndernd sind.

(ii) Es muf recht massiv sein, um die kurze Reichweite der schwachen Kraft zu reprodu-
zieren.

(iii) Seine Paritét mufl indefinit sein.

1.) Einfithrung der geladenen W* Bosonen | Yukawa]: Es werden geladene W*-Bosonen ein-
gefiihrt, die die Wechselwirkung vermitteln (siehe Fig. 4.2).

S
/“LJ“’\ .

ME
Abbildung 4.2: Einfilhrung von geladenen W*-Bosonen im Prozess e” v, — 1™ 1,.

Wechselwirkungsreichweite ~ m;[,l =

(4v/2m3).

2.) Einfiihrung eines neutralen Vektorbosons W? [Glashouw):

Die Einfithrung des intermediéren geladenen Bosons schwicht die Divergenz der s-Wellen
Amplitude des obigen Prozesses. Sie ruft jedoch eine neue Divergenz in anderen Prozessen
hervor:

Produktlon von longitudinal polarisierten W’s in v Kollisionen, Fig. 4.3.
e ( ,0,0, mw) = k* im Limes hoher Energien
4
(ﬁ)‘l ~ s

O’(I/I/ — WLWL) I

s \my my,

+ verletzt die Unitaritit fiir /s 2 1 TeV.

Losung: Einfiihrung eines neutralen W3, das an Fermionen und W= koppelt, siche Fig. 4.4:
Bedingung fiir das Verschwinden der linearen s Singularitét:

L3I0, — Ih I — ifaedl; =0

[1¢,1°] = i fueI¢| Die Fermion-Boson Kopplungen bilden eine Lie-Algebra

[assoziiert mit einer nicht-Abelschen Gruppe].

Fermion-Boson Kopplung ~ gy x  Darstellungsmatrix

Boson-Boson Kopplung ~ ~ gy X Strukturkonstanten } gw universell.

3.) 4-Punkt-Kopplung:
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Abbildung 4.4: Die Einfiihrung eines neutralen WW3-Bosons.

WLWL — WLWL
Amplitude ~ g, f?

82 .
4 .
My

4-Boson Vertex: ~ g&. f = f (siehe Fig. 4.5).

nji + ... kompensiert durch: —g#, f*
w

4.) Higgsteilchen: [Weinberg, Salam)

Die verbleibende lineare s Divergenz wird durch den Austausch eines skalaren Teilchens mit
Kopplung ~ Masse der Quelle kanzelliert. (Fig. 4.6).

4
Amplitude ~ —(gwm )21 Vs L 2 s
p gwmw Gy

2
s \ mw miy,

Der gleiche Mechanismus kanzelliert die verbleibende Singularitit in ff — W, W (f mas-
sivl) | siehe Fig. 4.7.
2 msys

Nach Summation der Eichdiagramme verbleibt ~ gj, =%
w

m 2 N
skalares Diagramm ~ \/§<gwm—f) %(gwmw) <ﬁ> ~ g2, Lo

w mw myy,

Zusammenfassung:

FEine Theorie massiver Eichbosonen und Fermionen, die bis zu sehr hohen Energien schwach
koppeln, verlangt, aus Unitarititsgrinden, die Existenz eines Higgsteilchens. Das Higgsteil-
chen ist ein skalares 0 Teilchen, das an andere Teilchen proportional zu der Masse der
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Abbildung 4.5: Die Einfithrung eines 4-Bosonen-Vertex.
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Abbildung 4.6: Die Einfithrung eines Higgsaustauschdiagramms.

Teilchen koppelt.

= Nicht-abelsche Eichtheorien mit spontaner
Symmetriebrechung.

4.3 Eichsymmetrie und Teilcheninhalt

Die dem SM zugrundeliegende Eichsymmetrie ist die SU(3)c x SU(2);, x U(1)y. Die SU(3)¢
beschreibt die QCD, und die SU(2); x U(1)y den elektroschwachen Sektor. Die mit der
QCD verbundene erhaltene Ladung ist die Farbladung. Die mit dem elektroschwachen Sek-
tor verbundenen Ladungen sind der schwache Isospin und die schwache Hyperladung. Die
entsprechenden Eichbosonen sind in der QCD die 8 Gluonen und im elektroschwachen Sektor
die W+, W=, Z Bosonen und das Photon v. Die Massen der Teilchen werden durch Spontane
Symmetrie Brechung generiert. Dazu wird ein komplexes Higgsdublett (dp = 4 Freihheits-
grade) mit Higgspotential V' hinzugefiigt. Die SSB bricht die SU(2);, x U(1)y (dpw = 4)
herunter auf die elektromagnetische U(1).,, (der = 1). Die elektromagnetische Ladung ist
also nach wie vor erhalten. Mit der SSB sind dgw — de, = 4 — 1 = 3 would-be Goldstone
Bosonen verbunden, die aborbiert werden, um den W und Z Bosonen Masse zu geben. Das
Photon bleibt masselos. Ferner verbleibt nach SSB dp — (dpw —de,) =4—(4—1) =4-3 =1
Higgsteilchen im Spektrum. Die Materiefelder sind durch 6 Quarks und 6 Leptonen gegeben.
Es gibt 6 verschiedene Quark-Flavours: up (u), down (d), charm (c), strange (s), top (¢) und
bottom (b). Diese sind in 3 Familien (Generationen) angeordnet, u, d sowie ¢, s und t, b. Die
Leptonen sind gegeben durch das Elektron (e), das Myon (i), das Tauon (7) und die assozi-
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Abbildung 4.7: Der Prozess ff — Wi Wi.

ierten Neutrinos v, v,,v,. Je ein Lepton und sein zugehdriges Neutrino bilden eine der drei
Leptonfamilien. Die 3 Lepton- und 3 Quarkfamilien haben jeweils identische Quantenzahlen
und werden durch ihre Massen unterschieden. Bei der Betrachtung der Eichwechselwirkung
ist es deshalb ausreichend, nur eine Familie zu betrachten. Noch eine Bemerkung: Inzwischen
wissen wir, dafl die Neutrinos Masse haben. Bei der Formulierung des SM hier werden wir
aber ihre Masse vernachlassigen und als masselos annehmen. Fiir die Behandlung massiver
Neutrinos wird auf die entsprechende Literatur verwiesen.

4.4 Glashow-Salam-Weinberg theory fiir Leptonen

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit betrachten wir die erste Leptongeneration, d.h. e, v,.
Wir haben die

elektromagnetische Wechselwirkung;:

Lig = —eoji™A"  mit (4.7)
g = e,

wobei eq die Elementarladung bezeichnet, mit o = €7 /47. Und wir haben die

schwache Wechselwirkung:

_4Gr
Lo — i~ 4.9
w NG ]ﬂ] (4.9)
in der Fermiform fiir geladene Stréome, mit
[ — 1 - V5 — .
i = Vg€ = Verulr (left-chiral) (4.10)
Ju = Ga) (4.11)

G'r bezeichnet die Fermi-Kopplungskonstante, Gp = 107°/m3.

Die niachsten Schritte sind

e Auflosen der 4-Fermionkopplung durch Austausch eines sehr schweren Vektorbosons.
Abgesehen von der Vektorbosonmasse ist die Struktur der Theorie der schwachen Wech-
selwirkung dhnlich zu der der Elektrodynamik.

e Formulierung der Theorie als Eichfeldtheorie mit spontaner Symmetriebrechung, um
Renormierbarkeit zu gewéhrleisten.
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e Analyse der physikalischen Konsequenzen aus der Symmetrie und ihrer Brechung.

Die freie Lagrangedichte fiir Elektronen und linkshindige Neutrinos? ist durch folgenden
Ausdruck gegeben, der beriicksichtigt, dafi die Teilchen bei chiraler Invarianz masselos sind,

Lo = éide+ Uepi@uer

= éLi@GL + éRZ.@GR + DeLZ.@VeL s (412)
wobei
1
frr = 5(1 + ) f (4.13)

Die freie Lagrangedichte L ist SU(2) symmetrisch. Die damit verbundene erhaltene Ladung
ist der schwache Isospin:

1 1
( Vee ) . Isodublett mit [I(v..) = I(ey) = 3 and  I3(ver) = +§
L

1
Ig(eL) = —5 (414)
er : Isosingulett mit I(er) = I3(eg) =0

Die Lagrangedichte
Lo = ( Ve ) Z@( Ve ) +éRi@€R (4'15)
e e
L L
ist invariant unter der globalen Isospin Transformation

€ L € L

€rR — €R (4.16)

Die Theorie wird lokal SU(2), invariant durch die Einfiihrung eines Isovektors Wu von Vek-
torfeldern mit minimaler Kopplung:

i . . gz T — —
Dublett : i@ — i@ QTW} aus: i) — i) — I (4.17)

Singulett : i@ — i@
Die sich ergebende Wechselwirkungslagrangedichte fiir die Lepton-W-Kopplung lautet:

v, v, =
. = < € = € M
= 5 ) (),

N[

9 _ + 9o g 3
= 7 1— Mg he —= 1-— — v, (1 — no(4.1
2\/57/6’7#( ¥s5)eW ™ + h.c 4{’/67#( Vs ) Ve €7u< Vs)e}W (4.18)
WO
1
W= = —(WhxiW?) (4.19)

V2

eingefiihrt wurde. Aus Glg. (4.18) sehen wir

2Das Goldhaber Experiment (1957) hat gezeigt, dal Neutrinos in der Natur nur linkshiindig vorkommen.
Es ist damit eine Bestéatigung der V' — A Theorie welche die Paritéiitsverletzng der schwachen Wechselwirkung
vorhersagt.



Das Standardmodell der Teilchenphysik 33

e Der geladene Leptonstrom hat per Konstruktion die richtige Form.

° ij, das neutrale Isovektorfeld kann nicht mit dem Photonfeld A, identifiziert wer-
den, da der elektromagnetische Strom keine v’s enthélt und auBlerdem einen reinen
Vektorcharakter hat (also kein ~s).

Dies fithrt auf die Formulierung der Minimalen SU(2), x U(1) Eichtheorie:

Die Lagrangedichte Lo, Eq. (4.18), hat eine zusétzliche U(1) Eichsymmetrie (nach der Kopp-
lung von W) und damit verbunden die schwache Hyperladung. Die Quantenzahlen sind so
definiert, daf} sich der richtige elektromagnetische Strom ergibt:

(Um den Elektromagnetismus mit einzuschliefen, definiert man die “schwache Hyperla-
dung”.)

-elm

Ju = —€We = —€rYufr — €RVuCR
1/ v, Ve 1/ v, Ve _
a §< G)L%LT?’( G)LJ_ 5( € )L%l( G)L_BRWGRJ (4:20)
Isovektor Strom, [sosinguletts, fiir die Konstruktion
koppelt an Wj’ des Hyperladungsstroms
Die Hyperladungsquantenzahlen sind
Y(ver) = Y(ep)=-—1 (4.21)
Y(egr) = -2 (4.22)

aus der Forderung, daf die Gell-Mann Nishijima Beziehung?® erfiillt ist:
1

Q=1Ii+5Y (4.23)

Lokale Eichinvarianz wird durch die minimale Kopplung eines Vektorfeldes erreicht,

/
id—id— %YB . (4.24)
Dies fiihrt auf die Lagrangedichte
Lint = —%DeL’YueLW’L“ +h.c — g{ﬂeL’YuVeL — eryuer W
1 1
+ g{GPever + 5ELeL + ErYuen} B (4.25)

Aus der Lagrangedichte Glg. (4.25) kann man ablesen:

e Die geladenen Strome bleiben unveréndert.

e Es kann eine Mischung zwischen W3 und B so eingefiihrt werden, daf§ eine reine Pa-
ritdts-invariante Elektron-Photon-Wechselwirkung erzeugt wird. Es bleibt eine
neutrale Stromwechselwirkung mit der orthogonalen Feldkombination iibrig:

A, = cosbw B, + sinby W) B, = cosOwA, —sinbyZ, (4.26)
Z, = —sinbwB, + cos QWW;’ Wi’ = sinfwA, +cosbwZ, ’

3Urspriinglich ging diese Gleichung aus empirischen Beobachtungen hervor. Sie wird jetzt als Resultat
des Quarkmodells verstanden.
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Hier bezeichnet 0y, den Weinbergwinkel. Umschreiben der Lagrangedichte mithilfe von A,
und Z, fiihrt auf die A, Kopplung

/ /

Au{ﬁeL%VeL{—g sin Oy + % cos Oy } + éLfyHeL{g sin Oy + % cos O } + eryuery’ cos by }
(4.27)

Das Neutrino v kann durch

/

tan by = 7 (4.28)
9

eliminiert werden. (Das Photon koppelt nur an geladene Teilchen!) Die korrekte e-Kopplung
ergibt sich durch

g cosby = eq } 1 1 1

gsinfy = eg e_%:?—i_? (429)

Die Lepton-Boson-Wechselwirkung lautet also

- ﬁ{ﬂevu(l — ) Ve — €Y,(1 — v5)e + 4sin® Oyey,e} 2" (4.30)
W
+ epey Al

Die erste Zeile beschreibt die geladenen Stromwechselwirkungen, die zweite die neutra-
len Stromreaktionen und die dritte Zeile die elektromagnetischen Wechselwirkungen. Die
Kopplungskonstanten der Theorie sind: [g, ¢'] or [eq, sin fy].

e Die elektromagnetische Kopplung eqg = vV4ra ~ %

tismus festgelegt.

wird innerhalb des Elektromagne-

e Der zweite Parameter ist nicht durch die schwachen Wechselwirkungen festgelegt, da

der geladene Strom nur die Beziehung G—\/g =3 g; festlegt.
w
Mit der Notation
. _ 1=
j;r = VeVu 9 €
3
. v, T Ve
Jp = (e) w§<€> (4.31)
L L

jZm = —eye

148t sich die Wechselwirkungslagrangedichte schreiben als

_ 9 oyt
‘Cint = _%]NW M+h.C.
9

cos Oy

-em

{j; —sin® O gy 2" (4.32)
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. e
wobei g = m

Diese Lagrangedichte enthélt aber noch keine Massenterme fiir die Fermionen und die Eich-

bosonen. Die Theorie mufl so modifiziert werden, daf§ die Teilchen ihre Masse erhalten ohne
in Konflikt mit der der Theorie zugrundeliegenden Eichsymmetrie geraten.

4.5 Einfiihrung der W, Z Boson- und Fermionmassen

Wiederholen wir. Mit den Stromen

j;f = l_L%TilL where [ = (v, €)L

. - 1

in = ZL'YMQT?)ZL (4.33)
Jit= —eyue (4.34)

kann die Wechselwirkungslagrangedichte geschrieben werden als

g .
Liw = ——=j W™+ h.c.
SV
g a0 . om
oo 0w {j; —sin® Oy j"} 2% (4.35)
eafim AR (4.36)

und die Kopplungen erfiillen die Relationen

/
g _ tan Oy,
g
Gr g9
B — 4.37
V2 8m3, (4.37)
eo = gsinfy .

Die Erzeugung der Massen fiir die 3 Vektorfelder, also die Absorption der 3 Goldstoneboso-
nen, ist nicht moglich mit 3 skalaren Feldern. Die minimale Losung ist die Einfithrung eines
komplexen Dubletts mit 4 Freiheitsgraden,

N L Oy = (¢ +ign)
¢= ( <Z50) it o = £(¢3+i¢4) (4.38)

Die Lagrangedichte des Dublettfeldes ¢ lautet

Ly =0,0"0"¢ — 120" — (¢ )2 (4.39)

Sie ist SU(2) x U(1) invariant. Das Feld ¢ transformiert sich gemé&s
¢ — e 297290 g (4.40)

Nach spontaner Symmetriebrechung ist der Vakuumerwartungswert des skalaren Feldes

<¢>:%<2) vt =w (4.41)
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Dieser bricht die SU(2), x U(1l)y Symmetrie, aber ist invariant unter der U(1)e,, Sym-
metrie, welche durch den elektrischen Ladungsoperator erzeugt wird. Da jedes (would-be)
Goldstoneboson mit einem Generator assoziiert ist, der das Vakuum bricht, gibt es4—1 =3
Goldstonebosonen. Die Quantenzahlen des Feldes ¢ sind

Ii(¢1) = + Y(gpy)=+1) Qo) = 1
I3(po) = — Y(¢pg) = +1 } Qo) = 0 (4.42)

(Das Feld @ transformiert sich wie ein SU(2);, Dubett und mufl daher die Hyperladung
Y, = 1 haben.) Die Eichfelder werden durch die minimale Kopplung eingefiihrt,

D [0 [ =

/

i, — 10, — gm?u - %BM . (4.43)
Entwickelt man um das Minimum des Higgspotentials
¢+(x) =0
bola) = sl +x(@)]  xx=x (4.4

V2

so erhélt man aus dem kinetischen Teil der Lagrangedichte des skalaren Feldes
2

Lo = [|@Zew +ilB)(
2 2 Vo)
Wi ! g W
Lo | W, g’ Wy
= —— 4.45
24 [ Wy 9*  —g¢ W3 (4.45)
B _gg/ g/2 B
mit den Eigenwerten der Massenmatrix
2,2
2 _ 2 _ gV
mp = My 1
2 | 12),2
m; = W (4.46)
m; = 0

Also sind die Massen der Eichbosonen

m2 = 0 (4.47)
1

my, = 1921)2 (4.48)
1

my = (g% (449)

Sie erfiillen die folgenden Massenbeziehungen:

(i) W Boson Masse: Wir haben e2 = g?sin? fy = 4v/2G - sin? Oyym?,, woraus folgt

(4.50)
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mit o ~ a(m%) (effektive Strahlungskorrektur). Mit sin? fy ~ 1/4 ist die W Boson Masse

(ii) Z Boson Masse: Mit
2
MW o gy (4.51)

my
erhalten wir

2
sin? Oy = 1 — —W (4.52)
mz

Schliefllich erhélt man mit Eq. (4.48) fir den Higgs Vakuumerwartungswert

L_ 9% e (4.53)
- — » )
2 Am3,
und also
1
V= ———= 246 GeV  (4.54)
V2Gr

Der Vakuumerwartungswert v ist die charakteristische Skala der elektroschwachen Symme-
triebrechung.

Der Higgsmechanismus fiir geladene Leptonmassen: Die Fermionen koppeln iiber die eichin-
variante Yukawakopplung an das Higgsfeld ¢, siehe Fig. 4.8.

Abbildung 4.8: Die Yukawakopplung ®f f.

Die Wechselwirkungslagrangedichte lautet

L(ee®) = —fe< Z ) der + h.c. (4.55)
L

Sie ist invariant unter SU(2), x U(1)y. Nach Entwicklung des Higgsfeldes um den VEV
erhdlt man

E(ee@) = —fe%[GLGR+6R6L]+...

= —feiée + ...

V2

= —meee+ .. (4.56)
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Die Elektronmasse ist gegeben durch

_Jev
Me = )

(4.57)

4.6 Quarks in der Glashow-Salam-Weinberg Theorie

In diesem Kapitel wird der hadronische Sektor in das Standardmodell der schwachen und
elektromagnetischen Wechselwirkungen implementiert. Dies wird im Kontext des Quarkmo-
dells getan. Da Quarks und Leptonen sich dhneln, ist die Konstruktion auf Quarkniveau
zwar klar, aber nicht trivial.

Aus den vorigen Kapiteln wissen wir, daf die Leptonstrome aus Multipletts aufgebaut sind.

((’;e )L €r (:“ )L Jirs <TVT )L T (4.58)

Dies kann auf die Quarkstrome verallgemeinert werden.

Fiir die Quarkstrome fiir u, d, s haben wir:

1) Der elektromagnetische Strom, nach Summation iiber alle moglichen Ladungen, ist
gegeben durch

celm B 2 1 1
]Hl = E Qqquuq = gu’mu - gd’md - 53’7;15 (4'59)
Qq

2) Aus Niederenergieexperimenten (Pion-, Kaonzerfillen) weif§ man, daf§ der linkshéndige
schwache Strom, d.h. der Cabibbo-Strom, gegeben ist durch

1 1
J. = cos 9612%6(1 — 75)d + sin 9071%5(1 —Y5)s
1
= ﬂfyué(l — 75)[cos O.d + sin 0.5 (4.60)

mit sin? 6. ~ 0.05. Wir definieren die Cabibbo-gedrehten Quarks

d. = cosf.d+sinf.s
s, = —sinf.d+ cosf,s (4.61)

Hier,

d,s  sind verschiedene Richtungen im (u, d, s) Raum der Quarks, charakterisiert durch

unterschiedliche Massen, d.h. sie sind in der Massenbasis.
de, s, sind Richtungen im Quarkraum, die charakterisiert sind durch die schwache
Wechselwirkung; sie stellen die Strombasis dar.
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Der Strom jj kann ausgedriickt werden in der Form jI = Q17,7 Q1 mit den Multi-
plett Definitionen

u UR
< dC >L ScL ch ScR (462)

3) Der entsprechende neutrale Isovektor-Strom ist dann gegeben durch

. ~ 1
Ji = Z QL’Y;L§7'3QL
Dubletts

~ aL’YuuL - JcL’Yuch
= Uryuur — cos® QCJLde — gin? 0:5LYu51L
— sin 6, cos 0.[dry,st + 517,d1) (4.63)

Die erste Zeile ist ein diagonaler neutraler Strom. Die zweite Zeile ist ein Strangeness
andernder neutraler Strom mit der Stédrke ~ sinf,., wie der Strangeness dndernde
geladene Strom.

Dies ist im eklatanten Widerspruch zu dem experimentellen Nicht-Vorhandensein von Stran-
geness andernden neutralen Stromreaktionen. Es existieren strikte experimentelle Grenzen
an die Zerfallsraten, die durch Strangeness d&ndernde neutrale Strome vermittelt werden, wie
etwa

=1 exp ~4-107°

(K — ptp) {GF sin 90]2

I'(K — pv,) Gpsinf,
['(K — mete) Gpsinf, ]’ 4
N _ <10- 4.64
['(K — mev,) [GF sin 0, o | )
Kp)—m(K

Der Prozess K, — ptp~ kann im Rahmen der QED und der bekannten Ubergangsrate
K; — ~7v verstanden werden und li8t wenig Raum fiir einen elementaren sd — p*p~
Ubergang. Ein dhnlicher Schluf kann aus der Kleinheit der Observablen gezogen werden, die
einer AS = 2 Ubergangsamplitude entsprechen, wie etwa die K — K¢ Massendifferenz.

Deshalb ist es wichtig, in dem Weinberg-Salam Modell, oder allgemeiner in Modellen, die
neutrale Stromreaktionen zulassen, die proportional sind zu der dritten Komponente des
schwachen Isostroms, das Auftreten von Strangeness dndernden neutralen Stromen zu un-
terbinden. Eine elegante Losung des Problems von flavour-dndernden neutralen Stromen
wurde von Glashow, Iliopoulos und Maiani vorgeschlagen.

Wir benétigen also einen “natiirlichen Mechanismus”, d.h. hervorgerufen durch eine Symme-
trie, stabil gegen Stérungen, der 8 Grolenordnungen unterdriickt. Dies kann erreicht werden
durch die Einfiihrung eines vierten Quarks, das Charm Quark c. [Glashow, Iliopoulos, Maia-
ni, PRD2(70)1985]

Die neue Multiplett-Struktur ist dann
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u C UR CR
4.65
( de )L < Se )L der  Scr (465)

(a) Der Isovektorstrom lautet nun:

‘ 1 1 . . )
=2 QLWQT?’QL = gleyeur — diyuds + Coyuer — Spyusil (4.66)
doublets

Das Hinzufiigen des Charm Quarks ¢ diagonalisiert den neutralen Strom ( GIM Mechanismus)
und eliminiert (AS # 0, NC) Reaktionen.

(b) Der elektromagnetische Strom ist gegeben durch:

L

-em 2 . = 7, =
I = gl + evue] = Sldyud + 57u8] (4.67)

(c) Der geladene Strom lautet:
1 1
gy = ﬂ%ﬁ(l — 75)[cos O.d + sin 0.s] + éfyu§(1 — 75)[—sin 6.d + cos 0,.s] (4.68)

Der erste Term ist der Cabibbo Strom, der zweite der Charm-Strom mit starker (¢, s) Kopp-
lung.

4.7 Die CKM Matrix

4.7.1 Die Fermion Yang-Mills Lagrangedichte

Wenn man die Down-artigen Quarks in der Strombasis nimmt, so ist die Matrix fiir die
schwache Wechselwirkung der Fermionen diagonal (siehe auch Glgen. 4.61 und 4.68). Mit
den Definitionen

u d
U = c D=\ s
t v
(& Ver,
E = 1% NL: VurL s (469)
T VrL

wo ' die Felder in der Strombasis bezeichnen, bekommen wir fiir die Yang-Mills Fermion
Lagrangedichte

] D ) ; aTa . U
Lyy-rp = (Ur, D')iy" (0, + ZQWME +ig'YB,) ( D%L )

N R N
+ (NL,EL)w“(@,ﬂrngM?+zg’YLBM) ( Ei)

+ > Uiy (9, +ig'YrB,) U
Ur=Ug,D),ER

= Ui@U + D"idD' + EidE + NpiNp, + Lipns - (4.70)
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Die Wechselwirkungslagrangedichte lautet
e e
IhcZy— —=——(J "W +hc). 4.71
oZu = (T he) (@.71)

Der elektromagnetische Strom ist gegeben durch

Lipp=—eJt A — —no
" T sin Oy cos Oy

Jh, = QuUAMU + QuD'y" D' + Q.EV'E (4.72)
der neutrale schwache Strom durch
— — T3 UL — — T3 NL .
Jve = (ULaD/L)’YME < D, ) + (NL,EL)’YME < B, ) — gin? Ow JE,,
1- 1~ , 1- 1- 9
= §UL’Y’MUL — §D/L"}/uDL —+ §NL’Y“NL — éEL"}/“EL — S1n HWJéLm (473)

und der geladene schwache Strom durch
- _ — A, MTl+iT2 UL = — MT1+iTQ NL
J (UL7 D L)’Y 9 D/L + (NL7 EL)’Y 9 Er
= UL’}/MD/L + NL’}/MEL . (474)

(Letzterer ist rein linkshdndig und diagonal im Generationenraum.)

4.7.2 Massenmatrix und CKM Matrix

Vorbemerkung: Seien xi, x2 SU(2) Dubletts. Dann gibt es zwei Moglichkeiten, ein SU(2)
Singulett zu bilden:

1) xjx2 und xhx
2) xTexs und xTexy, wobei

e:<_01 (1])

Beweis: Fiihre eine SU(2) Transformation durch

xi(z) — Ul@)xi(z)  xf = o

xo(r) — Ul@)xa(z)  xh—xaU", (4.75)
wobei
Uz) = ea@/2 (4.76)

1) ist invariant unter dieser Transformation.
2) Hier haben wir

(Ux1)"eUxz = x7UTeUxa = X{ €xa (4.77)
denn mit
_ iA - (A" T _ (@AT)" _ T
U=e _ZT:>U _Zin! , A—wa(x)g. (4.78)

0 n
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Und da (7%)Te = —e7?, erhalten wir
UleU = eU™'U =€, (4.79)
so daf} 2) auch invariant ist.

Die Yukawa Lagrangedichte: Wir schreiben die allgemeinste, renormierbare, SU(2), x U(1)y
invariante Hermitesche Fermion-Fermion-Boson Lagrangedichte auf. Mit den SU(2) Dubletts

() (&) 2= (%) o

und den SU(2) Singuletts

Ur,D% ,Er (4.81)
konnen wir 2 SU(2) invariante Wechselwirkungen konstruieren,
o (00 = @+ ) (1.8
2L
und
dT'e ( V1 ) = ¢ ihor — P*Up (4.83)
VoL

so daf} wir fiir die Yukawa Lagrangedichte bei Erhaltung der Hyperladung erhalten:

<I>T<V6L) cb%(“%)
Lyu. = —(er, jig,7r)Cp | @1 < I:jL ) + (@r, cr, tr)Cu ‘I)T€< E/L )
L L

ot [ VL oTe [ r
TI, bL
i YL
o (i)

—(J/R, 873, ER)CD of < C/L ) + h.c.. (4.84)

Die U, Cy, Cp sind beliebige komplexe Matrizen. Wir machen durch die folgenden unitéren
Transformationen einen Ubergang in eine dquivalente Feldbasis (Felder sind keine Observa-

blen!)
Ei(z) — ViEp(z)  Di(z) = VaDi(z)
ER(ZL') — UlER(ZL') UR(I‘) — UQUR(fL’)
Diglar) = Us Dip(x) | (4.85)
wobei Uy, Uy, Uz, V1, V5 unitire 3 x 3 Matrizen sind. Da sich Lepton und Quarkdubletts auf

dieselbe Weise transformieren, dndert dies nicht die Yang-Mills-, die Higgs- und die Yang-
Mills Fermion Lagrangedichte. Lediglich die C' Matrizen werden verédndert:
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Indem man die UlT und Vi Matrizen geeignet wihlt, kann C'r diagonalisiert werden,

he
UlCcgv, = h, mit R, by, he > 0. (4.87)
h,
Genauso,
hu
UlCyVy = he mit Ay, he, by >0 . (4.88)
hy

Glg. (4.88) legt die Matrix V; fest. Indem man Us geeignet wihlt, erhélt man

hg
UlcpVy = h VYt omit Ay, he ke > 0. (4.89)
Iy

wobei VT eine unitéire Matrix bezeichnet. Wir transformieren D, durch D — VD), und
erhalten

ha
Cp—=V hg VT, (4.90)

Wir entwickeln & um den Vakuumerwartungswert

0
P=| iHw (4.91)
NG)

wobei H (z) ein reelles Feld ist, und erhalten

v (i)
hg dp
sty | v er()
hy, tL
v (i)
i Lo+ ),
= (d, 5, VR)V h, Vi o+ Hx)sy, | . (4.92)
hy, %(v+H(x))b’L
Nach einer Basistransformation
d d’
s | =V & (4.93)
b v
haben wir schlielich
_ B hd 1 dL
(dR,ER,bR) hs —(U—FH(J?)) SL, . (494)
hy, V2 br,
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Die Yang-Mills und die Higgs-Lagrangedichte &ndern sich nicht unter der Transformation
(4.93). Aber die Yang-Mills Fermion Lagrangedichte wird

Lyy-r = UidU + DidD + Ei)E + NpidNy, — eJ! A,

€ (&

_ R 7, — ————(J "W + h.c). 4.95
sin By cos By, " NOTH ﬂsin@w< w ) ( )

mit
JH = UL’)/MD,L + NL’)/MEL = UL’)/MVDL + NL’}/MEL . (496)

Die unitdre 3 x 3 Matrix V wird CKM (Cabibbo-Kobayashi-Maskawa) Mischungsmatrix
genannt.

Die Matrix V ist unitér, d.h. VIV = VVT = 1. Schauen wir die Anzahl der freien Parameter
an. Fiir eine n x n komplexe Matrix haben wir 2n? freie Parameter. Da die Matrix unitér ist,
ist die Anzahl freier Parameter um n? Bestimmungsgleichungen reduziert. Auflerdem kénnen
die Phasen durch eine Redefinition der Fermionfelder absorbiert werden, so dafi die Anzahl
der freien Parameter um weitere (2n — 1) Bedingungen reduziert ist:

Parameter:  n x n komplexe Matrix: 2n?
Unitaritét: n?
freie Phasenwahl: 2n — 1
(n — 1)? freie Parameter

In der Euler Parametrisierung bekommen wir

Drehwinkel:
Phasen:

n(n —1)
n—1)(n—2)

1
2
1
2

So finden wir fiir n = 2,3

n ‘ Winkel Phasen
2 1 0
3 3 1

So finden wir, dafl in einer

2 — Familien Theorie ~ Cabibbo: keine CP Verletzung mit L Stromen
3 — Familien Theorie ~ KM: komplexe Matrix — CP Verletzung
“Vorhersage einer 3-Familien Struktur*

Als néchstes schauen wir uns an, wie wir die Matrix parametrisieren konnen:

(i) Asthetische Parametrisierung:

Vory = Rap(02)U(6) Rea(01) Rap(03) (4.97)
mit
- < §< 47w (4.98)
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und
1 0 10 0
Ry(6) =1 0 cosfy sinfy etc. U=101 0 (4.99)
0 —sinfy cosby 0 0 €9
(ii) Guinstige Parametrisierung (Wolfenstein):
1—4)2 A AN (p —in)
V= —A 1— 12 AN? (4.100)
AN(1—p—in) —AN 1
Die Bestimmung der Parameter erfolgt durch
(a) Cabibbo theory: A = 0.221 £ 0.002
(b) b — c decays: Vi = AN? — A =0.784+0.06
(¢) b — u decays: Vio/Ves| = 0.08 £0.02  — (p? +n*)Y2? = 0.36 £ 0.09
(d) t Matrixelemente durch Unitaritét
(e) CP Verletzung:
Die Unitaritdt der CKM Matrix fithrt uns zu dem Unitaritéts-Dreieck
ViaVia + Vi Vis + Vi Ve =
AN —p—in) — AN+ AN (p+in) = 0
= (p+m+(1—-—p—in) = 1 (4.101)

Wir haben also das Unitaritéts-Dreieck in Fig. 4.9 (siehe auch Fig. 4.11)

Abbildung 4.9: Das Unitaritétsdreieck.

mit den Ecken (0,0), (1,0), (p,n) (in der komplexen Ebene) und den Winkeln a, 3,. Die
Bestimmung erfolgt durch

(i)  p*+n? Kreis um 0, aus b — u/b — ¢ Zerfillen.
(77)  m > 0 aus der CP Verletzung im K System.
(iii) By — By Oszillationen:
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- W .
L) “4- \"l

=2 e

b \ d
i

Abbildung 4.10: By — By Oszillationen.

4.8 Eichung

In Eichtheorien haben wir das Problem, dafl die eichinvariante Lagrangedichte die Eichfelder
nicht eindeutig festlegt. Aufgrund der Eichsymmetrie haben viele Feldkonfigurationen die-
selbe Wirkung. Dies wird gelost, indem die die Eichung festgelegt wird. Im folgenden werden
wir im Detail untersuchen, wie die Eichfixierungsbedingung in die Lagrangedichte eingebaut
werden kann.

1S5 v T s T T T T

excluded area has CL>0.85 | %%
B

2

e

1.0

0.5

‘IJ\I‘\}

=
= o0 ~ =
e \\ é
-0.5 — \
B e ]
g ‘ " A
= 'Y i sol w/eos 28 <0
L i (excﬂlat-CL>ﬂ,95) S
15 R g L i L AN
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Abbildung 4.11: Einschrinkungen in der p, 7 Ebene. Die schattierten Fldchen haben 95% CL
(aus PDG).

4.8.1 Feynman Pfadintegrale

Die Lagrangefunktion L ist das fundamentale Objekt in der klassischen Mechanik. Davon
ausgehend wird die klassische Wirkung konstruiert,

S = / ’ dtL(q,q) , (4.102)

t1
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wobei ¢(t) die verallgemeinerte Koordinate und ¢(t) = dg/dt die verallgemeinerte Geschwin-
digkeit ist. Die Bewegungsgleichungen folgen aus dem Hamilton-Prinzip der kleinsten Wir-
kung, nach der die Variation

to
55 =3 / dtL(q,d) = 0 (4.103)
t1

unter der Nebenbedingung, dafl die Variationen der verallgemeinerten Koordinaten an den
Endpunkten #; und 5 verschwinden. Der physikalische Pfad ist also die spezielle Trajekorie,
die ¢1 = q(t1) und ¢u = q(t2) verbindet und entlang derer die Wirkung stationér ist. Eine
wichtige Verallgemeinerung auf die Quantenmechanik als eine gewichtete Summe iiber die
Pfade ist von Feynman entwickelt worden. Wir haben in der Quantenmechanik

Abbildung 4.12: Trajektorie.

< oty >~ /quxp 1S (4.104)

In der Quantenfeldtheorie ist die Theorie bestimmt durch das Pfadintegral

W ~ / Dge™® (4.105)
S = / d'zL (4.106)
1T 1T }e

Abbildung 4.13: Feldwerte am Punkt z.

Das Integral wird iiber alle ¢ Feldwerte an jedem Punkt x ausgefiihrt,

W~ lim [ Hado exp {z ZB: 645(@3)} (4.107)

Quantenmechanik: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diskutieren wir Quantenmecha-

nik in 1 Dimension. Sei ¢ die Raumkoordinate. Ein Zustand im Heisenberg-Bild und im
Schroedinger-Bild sind verbunden durch

[, >5= exp (—%ﬁt) [V >n . (4.108)
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Der Raumoperator im Heisenberg-Bild ist durch den im Schroedinger-Bild gegeben durch

Qu(t) = e Qge M. (4.109)
Wir definieren:

lg,t >= exp <%ﬂt> lg > . (4.110)
Damit

(g, t) =< g, t >s=< qlexp(—i/KHt)|¢) >y=< q. 1| > . (4.111)

Wir interessieren uns fiir den Zustand am Ort ¢y zur Zeit ty,
V(gp tr) = <qptely >u= /dq@' < qp telgi, ti >< i ti >m

= /inK(QfatﬁQiati)w(%‘ati) : (4.112)

Die gesamte Information iiber die Dynamik des Systems steckt im Integranden K (qr,tr;qi ti).
Man nennt diesen Propagator. Wir betrachten nun das Ubergangsmatrixelement (im folgen-
den ist i = 1 gesetzt)

SHE D g >y (4.113)
Wir teilen es in (n + 1) Teilintervalle 7 = (¢ — t)/(n + 1).

s <q, gt >s=p<dle

Abbildung 4.14: Teilintervalle.

Wir benutzen die Vollstindigkeitsrelation 1 = [ dg|g >< ¢| und erhalten fiir Glg. (4.113)
(im Folgenden werden die Indizes H, S vernachlissigt):

/dqn...dql < ¢ G tn >< oy tnlGn_1,th1 > . < qu, t1]q, t > . (4.114)
Wir betrachten ein Matrixelement genauer
<G tilgt; > = < gale™ g >=< |l —iHT + O(7%)]g; >
= 0(qj+1 — ¢j) — iT < | Hlg; > +O(7%) . (4.115)

Mit dem Hamilton-Operator H = P2/(2m) 4+ V(Q) erhalten wir

A~ A

ot s i < it~ |
il —laj > = pdp < gjlp’ ><plo—lp ><plg; >
1 L 2 dp . 2
— /dpdp/?el(p q]'+1*pq]')2p_m5(p_p/) :/ﬁew(%ﬂq}')zp_m (4.116)
\V 4T
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Und

< g V(Q)lg >=V(g) < gjulg; >=V(4)8(q11 — 4;) = /g—ieip(q”lqj)v(%) (4.117)
Damit bekommen wir fiir das Matrixelement

< gl Hlg; >= / Z—ieip(qj“qj)H(P, a) - (4.118)
Und schlieBlich

< i1, Lylgg, by >= / %eiw(qu_qj)e_iTH(pj’qj) : (4.119)

Damit haben wir fiir das Ubergangmatrixelement (4.113)

< t)gt>= hm/ n 02 (H” dq]) i=olpi(aj+1—a;)—TH(pj.q;)] (4.120)
Mit der symbolischen Notation

lim [ II_,dq,1T;_ 0 /D ) Dp(t) (4.121)

n—o0 2

welches die Defintion des Funktionalintegrals (="Integration iiber Funktionen”) ist, haben
wir

< d bl ta >= / Dy(t) Dp(t) ¢t i Hpi-Hwa)] (4.122)

wobei ¢(t,) = q und ¢(t,) = ¢’. Das quantenmechanische Ubergangsmatrixelement ist durch
das oo-dimensionale Integral iiber die klassischen “Pfade” gegeben. Falls H = % + Vi(g)
kann die Integration iiber p ausgefiihrt werden. Mit der Formel

/ da e~ 0% Fhrte — 64_+c\/? (4.123)
s a

erhalten wir
n+1

1\"" /2 =N i e (G
< ¢, tlg,te >= lim <_> ( 7-Tm) /H}leqje £ylrg (B52) vl (4.124)

21 1T

Im Kontinuumlimes erhalten wir
< tlg,ta >= N/Dq ¢ a4 L) (4.125)
wobei N ein Normierungsfaktor ist. In einer analogen Rechnung erhalten wir fiir

<, t1Q(to)|g, t >= /qupq(to)eiﬁ dripg=H] (4.126)
Denn
< g tlajlgi—1,ti > = < qjlgexp(—iH(t; —t;-1))|gj—1 >
< QJ|QeXp( H(tj —t- 1))|QJ 1>
= < qj|exp(—iHt;) exp(iHt;)Q exp(—iH (t; — t;—1))|gj—1 >
= <q; t1Q)|g -1t > . (4.127)
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Betrachen wir A =< ¢/, /|Q(t1)Q(t2)|q, t >. Wenn t; > to:

A = /(qu]) < q/,t/|qn,tn > qn,tn‘qnfl,tnfl > < q]'I,t]’1|Q<t1)‘q]'1,1,tj171 >
- < Qj2>tj2|Q(t2)|Qj2—1atj2—1 > ... < Q1at1|Qat > . (4'128)

Und wir erhalten (Rechnung wie oben)

4= /Dq Dpqty)q(ty) ') 4=t (4.129)

J/

P
Wenn t, > t; entspricht P
P=<q.t|Q(t2)Q(t))|q, t > . (4.130)

Die Pfadintegralformel entspricht also dem Matrixelement des zeitgeordneten Produkts T[Q(t1)Q(ts)].
Wir haben dann im allgemeinen

< ¢ HT[Qt).-Qtn)]|a,t >= /Dqu a(tr) (ta)..qlty) € it (4.131)

Wir wollen nun die Vakuum-nach-Vakuum-Amplitude bei Anwesenheit einer “Quelle” J
haben, welche die Erzeugung und Vernichtung von Teilchen beschreibt. Wir ersetzen die
Lagrangedichte durch

L — L+ hJ(t)q(t) (h=1), (4.132)
wobei J die Quelle bezeichnet. Unser Ziel ist, < 0, = c0|0,t = —oco > zu erhalten.
o0
e -Lf
K
/
%
-0

Abbildung 4.15: AuBere Quelle J.

Wir haben die Pfadintegralformel
< Q/,T/|Q,T >; = N/quif;, dt[L+Jq]
= /dq dq/ < Q/a T/‘q/7t/ >Jj=0< q/7 t/‘qvt > J£0< q7t‘Q7T >J=0<4133)

N ist ein Normierungsfaktor, der von der p Integration kommt. Wir haben

< Ql, T'|q', t/ > _0=< Q/|6—iﬁT’6+iﬁt’|q/ ~>— Z ¢m(Q/)¢:n(q/)e—iEm(T’—t’) ’ (4134)



Das Standardmodell der Teilchenphysik 51

wo wir 1 = . |Energie >< Energie| eingefiigt haben. Und analog

<@ tQ.T >r-0=Y _ u(q)d}(Q)e™ T . (4.135)

Wir beniitzen einen Trick und rotieren die Zeitachse ein wenig, ¢ — te’, und bilden die
Limites 7" — ooe® und T — —ooe®. Dies bedeutet, daf in der Summe nur die Beitréige des
Grundzustandes Ey < Fj; iibrig bleiben, so dafl wir

lim < QTNRQT>; = ¢(Q)go(Q)e 0

T — +ooe™
T — —oce™™@

/@@%Wﬂ%@ﬁ<d#%ﬁn (4.136)

erhalten. Dieses Integral ist dquivalent zu < 0,#]0,¢ >;. Wir bilden nun auch ¢ — oo,
t — —oo und erhalten

| <Q.T|Q.T >,
< 0,00[0,—00 >; = lim . d -
T’ — —|-ooe_i6 gbO(Q)gbO(Q/)e_ZEO(T -7)
T — —occe™

mit <Q.\TNQ,T>;=N / Dyt e+ O] (4.137)

Bemerkung: Anstatt die ¢-Achse zu rotieren, kann der Grundzustands-Beitrag auch durch
H— H— i§q2, €e>0,e —>0,%e L — L+ %eq2 isoliert werden. Damit haben wir schliellich

< 0,000, —00 >; ~ Z[J] erzeugendes Funktional

wobei Z[J] = / Dq e o AT 0t 5e’] (4.138)

Wir definieren die Funktionalableitung fiir ein Funktional F[f] das C™(M) — C abbildet,
wobei der Funktionenraum durch M = R, C gegeben ist:

SEU@)] _ . FIf@) + bz — y)] = FIf()
) 1_}0 - . (4.139)
Wir haben dann z.B.,
0f(@) s
) oz —vy) . (4.140)

Fiir die n-fache Ableitung von Z[J] nach J bekommen wir

5" Z[J]
57 (t1)--0 (1)

J=0

~ ()" < O|T[Q(t,)...Q(,)]0 > (4.141)
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4.8.2 Skalare Felder

Ein 1-dimensionales quantenmechanisches System entspricht einer Feldtheorie in 0 Raumdi-
mensionen. (In der Quantenmechanik haben wir die Operatoren Q(t), P(t), H(t).)

In der skalaren Feldtheorie haben wir die skalaren Felder &(Z,t) und den Impuls TI(Z, )
und die Hamilton- und Lagrangedichte H(¢, 1), £L(¢, 0,¢). Wir betrachten als Beispiel die
klassische Lagrangedichte der ¢* Theorie

1 m? A
L= 3 GO — 7¢2 — Ep‘l . (4.142)

Die Vakuum-nach-Vakuum Amplitude der Quantenfeldtheorie bei Anwesenheit einer “Quel-
le” J(x) ist gegeben durch

< 0,00[0, —00 >;~ Z[J] (4.143)
mit
2] = / Dop e 7 dt 100)+ e @)+ T@)o(a)] | (4.144)

Die Felder ¢ sind klassische Felder. Und
Do = Ilz,do(Z,1) . (4.145)

Um die Funktionalintegrale genau zu definieren, diskretisieren wir Raum und Zeit.
Wir haben die partielle Ableitung

8¢ . Qb(xn + a,yn,zn,tn) - ¢(xnaynaznatn)
— = lim )
ox a—0 a

(4.146)

(Znstn)

Fiir das Integral iiber die Lagrangedichte erhalten wir
/d% L(¢) ~ > d L(G(Fntn) . (4.147)
Gitterpunkte
Das Maf3 11,d®(z) wird

Do = IV de(z;) . (4.148)

Das Funktionalintegral Z[J] wird dann ein N* dimensionales, also gewohnliches endlich
dimensionales Integral (das z.B. auf einem Computer bestimmt werden kann — numerische
Simulationen der Gitterfeldtheorie). SchlieBlich bilden wir die Limites

a) L—oo, itee. N=——00 unendlicher Volumen-Limes
a

b) a—0 Kontinuum-Limes . (4.149)

Wir erhalten die Green’s Funktion der skalaren Quantenfeldtheorie durch die Funktionalab-
leitung:

1 "Z[J]
" 6J(21)...00 ()

B %/D¢¢(x1)~--¢($n)eifd4x[L+%¢2]

= < 0,00|T[d(x1)...0(x)]]0, —00 >,_{4.150)

J=0
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mit
N = /D¢eifd4x[£+%¢2} . (4.151)

Um (4.150) zu zeigen, bendtigen wir zunéchst einige Formeln fiir die Funktionalintegration
iiber c-Zahl Funktionen. Wir betrachten zuerst Integrale iiber endliche Dimensionen:
1) 1-dimensionale Gaufi Formel, zeR:

© o, 21\ /2
/ e29% gy = <—7T) . (4.152)
o a

2) Reelles Integral iiber n Dimensionen:

n S (27T)n/2
/Hjldl’]e 2 k=1 Tk = ﬁ . (4153)
Sei
ai
az
A= : , (4.154)
Qn
und wir beniitzen fiir das Skalarprodukt die Notation
€
S i = (2 Ar) =] . |. (4.155)
k .
Tn
Wir definieren das Maf}
d"x
dr) = ——— . 4.1
(@) = G5 (1156)
Dann haben wir
/ e BEAD (gpy = L (4.157)
Vdet A
Die Formel gilt fiir jede reelle, symmetrische positive Matrix A.
3) Verallgemeinerung auf beliebige quadratische Formen der Art
1 -
Q(T) = 5(:/?, AZ) + (b, %) + ¢, (4.158)
wobei A eine positive Matrix ist. ) kann geschrieben werden als
— ]' — — — —
Q = Q7o) + a(x — Ty, A(Z — 7)) (4.159)

mit 7y = —A~1b. Damit haben wir
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/ " e B@EAD D ()

e3(BATIE)—c

vdet A

(4.160)

4) Komplexe Variablen. Sei z = =+ iy e C und 2* = z — iy. Damit dx dy = —%i dzdz*. Unter

Verwendung von

2
/e_“(x2+y2)dx dy = 2—7T (4.161)
a
erhalten wir
odzt d 1
emarts 208 _ 2 (4.162)
V2miN2mr a
—_——
=(dz*)(dz)

Mit n komplexen Variablen 2, A als einer positiv definiten Hermiteschen Matrix und der

Definition des MaBes (dz) = ( d"z

27”')n/27

analog (dz*), haben wir

1

dz") (dz) e A9 = .
/<z><z>e 5

(4.163)

Wir verallgemeinern die Gleichungen (4.157),(4.160),(4.163) auf unendlich-dimensionale Funk-

tionalintegrale

T = (;) eR" = ¢(x) e F(My) ,

(4.164)

x ist ein kontinuierlicher Index, ¢ eine reelle Funktion. Das Skalarprodukt ist definiert als

(61, ) = / 0z 6,() ().

Die Verallgemeinerung von Glg. (4.157) ist

(4.165)

27

dgb(l’)) ,lfdél 1
I, o [ Aty o) Adl) _
J(

Vdet A’

(4.166)

wobei A ein positiver Operator ist und ¢ eine reelle Funktion. Falls ¢(z) eine komplexe

Funktion ist, dann

det A’

/ (degb*(x) d¢($)>efd4y¢*<ym¢<y) .

V21 A/ 2m

(4.167)

Die Verallgemeinerung der Glgen. (4.157),(4.160),(4.163) ist, genauer aufgeschrieben, im Fall
von komplexen Feldern (analog fiir reelle Felder)

det A’

(4.168)

/ (Hx d¢*(x) dgb([[’)) e—fd4x1 d*zo ¢* (21) A(z1,32) (22) —
V2T 2me
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wobei A(xy, ) ein positiver Operator ist, der unabhéngig von ¢ ist.

Wir wenden dies nun auf die reelle skalare Feldtheorie an. Sei die klassische Lagrangedichte
1
£0=:§«%¢éw¢-—nﬁ¢%. (4.169)
Das normierte erzeugende Funktional ist
1 - 4 i€ 42
a$n=—i/p¢émxﬁ+ﬂ+wﬁ (4.170)
N
Der Exponent ist

d%:—z O+ m?* —ie)p +iJo| + _E/
/ [ Q(b( )9 ] \2 Rand von sy

—ofalls ¢(x) schnell genug abfallt.

dn, ¢ "¢ . (4.171)

Wir beniitzen Eq. (4.160), verallgemeinert auf Funktionalintegrale: Setze A = i(0+m? —ie),
b=—1J,c=0=
1

Z[J] = ﬁeifJ<$)(D+m2_i5)_lJ(y)d4xd4y [det (O + m? — ie)] /2 (4.172)
[, dj%e—% ;14z¢(u+m2ﬂe)¢>
Bemerkungen:

1) Die Faktoren 1/+/27 im Z#hler und N eliminieren sich.
2) Da Z,[0] = 1, haben wir N = [det (0 + m? — i¢)]~/2.
3) Das Inverse des Differentialoperators (O + m? — ie) ist

(O+m?—ie) = =Ap(x—y), (4.173)

wo Ap der Feynman-Propagator (=kausale 2-Punkt Green’s Funktion) ist, der definiert ist
als

(O, +m? —ie)Ap(z —y) = —6*(z —y) . (4.174)
Also

d*k 1
Ap(z —y) =lim

—ik-(z—y) 4.175
=0 ) (2m)* k%2 —m? + iee ( )

Damit haben wir schliefilich

Zo[J] = o5 [ (@) Ap(—y) J(y)d*adty (4.176)

So ist z.B. die 2-Punkt Green’s Funktion
1 622y J]

<OTp(x) o0 > = - 5J(x)0J(y)

J=0

1 »
= TAF(ﬂj —y) =1iAp(r —y),

wo wir Ap(z —y) = Ap(y — x) benutzt haben.

_ %5Ji$> K; /d4x2 Ap(y — 22) J(23) — %/d{m () Ap(ay — y)) e

i

2

:
J=0

(4.177)
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4.8.3 Grassmann Variablen

Im folgenden werden wir antikommutierende Felder im Pfadintegralformalismus behandeln.
Dafiir benétigen wir “antikommutierende Zahlen”. Diese werden Grassmann-Variablen ge-
nannt. Wir betrachten zunéchst ihre Eigenschaften, bevor wir sie beniitzen.

Gewohnliche Zahlen: x; mit [z, z;] = 0 kommutierend

Grassmann Zahlen: 7, mit {7n;,n;} = 0 antikommutierend

Die Grassmann-Zahlen sind also iiber die Algebra {n;,n;} = nmn; + n;n; = 0 fiir alle 14, j,
definiert. Dies fithrt direkt zur Nilpotenz der Grassmann-Variablen,

;=0

Eigenschaften:

1) Funktionen f(n;) der Grassmann-Variablen.

Sei f eine analytische Funktion, dann enthélt die Taylor-Entwicklung von f(7;) nur eine
endliche Anzahl von Termen. Zum Beispiel

fm) = fot+fin  dan®*=0.  flp,m) = fo+ fim + fanz + framne (4.178)

2) Ableitungen
Die Ableitung (=Links-Ableitung) einer Grassmann-Variablen ist definiert durch

0 0

8—mnj = di; , 8—ma =0 wobei a eine ¢ Zahl ist. (4.179)

Zu beachten: Die Ableitungsoperatoren sind antikommutierend untereinander und mit Grassmann-
Variablen (0/0n;, n;). Zum Beispiel

0
= i1y — Osomy 4.180
o, (mm2) 1712 2" ( )
Bemerkung: Manchmal ist es geeignet, auch eine Rechts-Ableitung zu definieren.
8R( ) =( ) 5 = 1M10; 0; (4.181)
an, mmnz) = (mmn2 an; = M1052 — 12041 - .
Da der Ableitungsoperator selbst antikommutierend ist, haben wir
o 0 0? 0\
on;" O, om; o

was bedeutet, da3 die Ableitungen nilpotent sind genau wie 7;. Dies impliziert, dafl das
Integral iiber Grassmann-Variablen nicht definiert werden kann als Inverses der Ableitung,
da die Ableitung kein Inverses hat.

3) Integration
Das Integral ist so definiert, daf} es dasselbe liefert wie die Ableitung.

a) 1 Grassmann-Variable 7

Sei f eine analytische Funktion von 7, f(n) = ag + a;n. Dann haben wir d%f = a; und
d2

s (n) = 0. Die Integrationsregeln sind also definiert durch
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/dn a = 0, fiir eine c-Zahl a
/dn an = a (4.183)

é/ dnf(n) = /dn(ao+am)=a1

b) n Variable »;

¢) Seien 7, 7 unabhéngige Grassmann-Variablen, d.h.

/dn = /dﬁ:()
/dnn = /dﬁﬁzl. (4.185)

Wir haben
_ \2
e M = 1—7777+(m27) +..=1—mn
——

0, da n2=m2=0
= /dndne””:/dndn—/dndnnn:0+/dnn/dnn:+1. (4.186)

d) Verallgemeinerung auf mehrere Variablen

Sei

n = ( Z; ) n = ( Z; ) and 1 = M1 + N2n2 (4.187)
dann

(7m)* = 2mmans (4.188)
und hohere Potenzen

()" =0 firp>3 (4.189)
Also

e =1~ (mm + anz) + Mmians - (4.190)
Mit der Definition

dijdn = dimjdmdnadns (4.191)

finden wir

/dﬁ dne™™ =0+ /dﬁ1 dmp dijz dng impfane = +1 . (4.192)
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Variablenédnderung
Sei
n=Bc und fG=c¢cH (4.193)

wobei B, H 2 x 2 ¢-Zahl Matrizen sind, mit det H # 0, det B # 0. (n, ¢ sind Grassmann-
Zahlen.) Wir haben

mne = (Biicr + Biacy)(Barcr + Bazcy) = (B11Bay — Ba Bia)cicy = det B cicy (4.194)
Wir miissen fordern, dafl

dnidn, = (det B) tdeyde, (4.195)
so daf} die Integrationsregel

/dﬁldﬁz mmnz = /d01d02 C1C2 (4.196)
erhalten bleibt. Damit finden wir

(det(BH))™* / dedc e~ = 1 (4.197)

Sei A= HB. Dann det A = det HB = det BH und damit

/dc dc e = det A (4.198)

Dies kann sofort auf 2n Variable c;, ¢; verallgemeinert werden.

/dc dc e~ i3 G4ii% — det A
dée de = dec; dey ... de, dc, (4.199)

Bemerkung: Fiir komplexe Zahlen x,y haben wir

/dx dy e "9 = (det Q)~* /d:p dz e ™ ~ (det Q)" . (4.200)

4.8.4 Eichfixierung

Im folgenden betrachten wir die Eichgruppe SU(N) mit den Eichfeldern A%(z),a = 1,..., N*—
1. In Bezug auf die Eichinvarianz gibt es in der Pfadintegralformulierung ein Problem: Wir
betrachten das Eichfeld A, (z) = Af(x)T*. Der so genannte Orbit A, ist definiert als der
Satz von Funktonen { A/} mit

_ — 1 B
AT =UAU" — gUaﬂU L (4.201)

wobei

U(z) = exp{iw,(x)T*} € SU(N) . (4.202)
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Das bedeutet, dafl der gesamte Eichfeldraum in Aquivalenzklassen {[lg} zerlegt werden kann,
mit A, als Reprisentant. Wir betrachten das Pfadintegral

/ DA, (4.203)
mit

DA = I I, d A% (2) . (4.204)
Die Wirkung S ist unter lokalen Eichtransformationen invariant, d.h.
S[A]] = S[A,] (4.205)

Und fiir das Integrationsmafl haben wir (schematisch)

/ DA = / DA / DU | (4.206)

so daf} wir fiir das Pfadintegral

/ DA S = / DA S / DU (4.207)

erhalten. Letzteres ergibt co. Und den unendlichen Faktor zu vermeiden, schrinken wir die
Eichfreiheit ein. D.h. wir fithren die Eichfixierungsbedingung F(A) = 0 ein.

Eichfixierung, Fadeev-Popov Trick

Wir wollen die Eichfixierungsbedingung F' C”(AZ) = (0 in das Funktionalintegral einbauen, und
dies auf eichinvariante Weise.

Bemerkung: In nicht-Abelschen Eichtheorien sind die Coulomb-Eichung ﬁffz = 0 oder die
Euklidische Lorentz-Bedingung 85 A% = 0 nicht eindeutig fiir “grofie” Eichfelder (d.h. Eich-

feldkonfigurationen jenseits der Storungstheorie). Dies bedeutet, dafl VAU = 0 mehrere

Losungen U(x) fiir ein gegebenes A“ jenseits der Storungstheorie hat. Dieses Phdnomen
heifit Gribov Ambiguitiit.
Mathematische Bemerkungen:

a) Das Funktionalintegral-Integrationsmafl DA =11, 4 ,d Af,(x) ist eichinvariant.

Beweis:

Wie betrachten die Eichtransformation A, — A/, = UA,U™" — éU 0,U~'. Die Eichfelder
sind Af, = Tr(27*A,,) und damit A} — A;f = Tr(2T"A},). Das Integrationsmaf wird

DA’
DA = DA det b (4.208)
z, 2! \ 04
v
a,b
und (A, = AZT*)
DAY
o) TRTU(@)T U ()6 (x — 2')g,” (4.209)

9As (/)

v
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wobei U(x) = ¢™=@7T° Wir verwenden die Formel
2

¢BTae™B = T° 4 (B, T + %[B, [B,T°] + ... (4.210)
Mit ¢ = U(x) haben wir
(BT = wy[T°, T =i fucT ws (4.211)
Und damit erhalten wir fiir Glg. (4.209) mit Glg. (4.210)
0 (x—a)g,” (Bap + 1% foarws + --2) (4.212)
MatriXEb+Cab

Wir verwenden die Formel

n

det(I +C) =expTrin( + C) = exp (i (=" Tr(C”)) (4.213)

n=1

Wir wenden dies auf Glg. (4.212) an und erhalten

QA"
[k _
det <8Ag> =1 (4.214)

in der Gitter-Regularisierung. (Die Gitter-Regularisierung macht aus 6 (z—z') das Kronecker
dz4-) Dies bedeutet, dafl det(...) unabhéngig von w,(x) ist und damit auf die Invarianz von

DA fiihrt.

(Bemerkung: Es wiirde auch ausreichen, die Invarianz von DA unter der infinitesimalen
Eichtransformation U(z) = I + iws(x)T* + O(w?) zu zeigen.)

b) Invariante Gruppenintegration iiber kompakte Gruppen G (= Haar Maf)

Sei geGG eine kompakte Lie-Gruppe und f(g) eine Funktion von g. Fiir kompakte Liegruppen
existiert ein invariantes Gruppenmafl (= Haar Maf}) dg, fiir das gilt

/dg f(990) = /dg' f(g) Rechtsinvarianz
G ~ G

!

g

/dg f(gog9) = /dg” f(g") Linksinvarianz (4.215)
G ~ €]

1

9
fiir beliebige gg e G.

Eine Integration iiber GG entspricht einer Integration iiber Gruppenparameter. Mit

G = {9(w)|lw = (w1, ..., Wa)) eDcRd(G)} (4.216)
und dem metrischen Tensor auf der Gruppe

M;; = Tr[g"(Di9)9 " (9;9)] , (4.217)
wobei

Dhg = 2 (w) (4.218)

haben wir die explizite Formel



Das Standardmodell der Teilchenphysik 61

/ dg f(g / %D dw; | det M|Y2 f(g(w)) (4.219)

in welcher die Normierungskonstante K durch die Forderung

1 é/dg:K/ duw | det M|"/? (4.220)
G D
festgelegt wird. Beispiel:

Ul) = {’|—nr<60<n}
|det M|Y? = |2V =1

[datto) =5 [ o sy (1.221)

Fadeev-Popov-Trick
Wir betrachten das Funktional

A[A] = / DU §(F[A"]) (4.222)

wo DU = IL,dU () das Gruppenmaf (links- und rechts-invariant, da U eine kompakte Grup-
pe ist) ist. Das 6 Funktional ist explizit IT, ,6(F*[AY (x)]) und AU UAU = 2U9,U

A~ ist eichinvariant

ATHAY] = / DU’ §(F[AYY]) = / D(UU")§(F[AYYY)
= / DU"5(F[AY"]) = A™'[A] (4.223)

Trick: Baue dies in das Pfadintegral ein. Wir haben

1= A[4] / DU §(F[AY]) (4.224)
und damit
/DA e = /DA A[A] /DU S(F[AY])e™ . (4.225)

Wir fiihren eine Eichtransformation A} — A, durch und beniitzen, daB DA, S[A], A[A]

eichinvariant sind, so daf§ wir

/DA e /DAA /DU5 /DA A[A ])eiS/DU (4.226)

erhalten und damit jetzt das Funktional Z = [ DAe™ definieren als (4 — A)

Z—Z= % / DA A[A]§(F[A])e™ (4.227)
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Wir berechnen nun A~!'[A]. Mit der Reskalierung des minimalen Eichtransformations-Parameters
mit der Eichkopplung g, w® — gw?, und U(z) = 1 + igw,7* + O(w?) und U™t = 1 —
igwa(7)T* + O(w?) erhalten wir

Al () — A;f(x) =Tr(27T°A},) = A + gfabcAch — 9,w" + O(w)h.228)

Wir haben

DU = I dU(z) = LAY dw,(2)\/ det M|K = Duw (4.229)
und damit

ATA] = / Dw T, .6 (F*[AY) (2)]) (4.230)
was nach der Variablentransformation w®(z) — F¢[AY“)] auf

O(FA"]) 1
= DF T spa. — “ (4231)
/ e ]~ [ T

fiihrt, wo A die Losung von F[AY] = 0 ist fiir gegebenes A. (Im allgemeinen gibt es mehrere
Losungen fiir F[AY] = 0, Gribov Ambiguitiit. Aber wir machen hier Stérungstheorie.) Wir
wollen Stérungstheorie machen und schauen nur Fluktuationen um (die Feldkonfiguration)
A% =0 an. Damit hat F*[AY] = 0 eine eindeutige Losung und wir erhalten

1
- - (4.232)
| det fs_ﬂa:o
so daf3
0F*
A[A] = | det S [AY]|5=0 (4.233)

Dies wird genannt:

Fadeev-Popov-Determinante
A[A] = | det My (x,y)| (4.234)
1’7y
wobei
OF[Ay ()]
Myp(z,y) = ————= 5= 4.235
b(x y) 5wb(y) | 0 ( )

Es reicht aus, F%[AY] fiir infinitesimale Eichtransformationen auszuarbeiten. Fiir die Berech-
nung von My, (x,y) beniitzen wir, dafl

A (z) .
5(,0:(?/) = - Eauéab + gjeabAu(x)zé(Zl) ("E - y) (4236)
=Aab

A, ist die kovariante Ableitung in der adjungierten Darstellung. Fiir die kovariante Eichfi-
xierungsbedingung F[A] = 0" A}, = 0 finden wir

FO[A,] = 0P A (z) = 0" A% (x) — 0" (A%wr(x)) (4.237)

Der erste Summand ist 0 aufgrund der Eichfixierungsbedingung. Und damit
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OF*A,(x e
M) = 25 oy 05,00 )
= 0D+ g A0V~ y) (4.235)

Fiir die Eichfixierungsbedingung F*[A] = 0 — F°[A] = B*(x) (B* sind Funktionen un-
abhéngig von A) haben wir die gleiche Fadeev-Popov Determinante wie fiir den kovarianten
Eichfixierungsfall und damit das Funktional Z

Z ~ / DA A[A]§(F[A] — B)e™ (4.239)

Eichinvariante Groéflen sind unabhéngig von einem Wechsel der Eichfixierungsbedingung.
Deshalb mitteln wir iber B%(x) mit

/ DB exp <—22—§ dz ZBﬁ@:)) £eR (4.240)

Dies éndert lediglich den Normierungsfaktor. Wir beniitzen, daf3
det(4;;) = /dédc e~ i Gidisei (4.241)

wobei {¢;, ¢;} =0, ¢; Grassmann Variablen sind. Fiir die Fadeev-Popov Determinante
A[A] = | det (—iM)| (4.242)
z,Y
a,b

(der Faktor (—i) ist Konvention) haben wir dann

|det(—iM)| = const./Dch exp (i/d4:p1 d*x, ca(:pl)Mab(xl,:pQ)cb(xQ)) (4.243)
wobei
D¢ De =11, ,dé,(x) deq(x) (4.244)

und ¢,(z), é,(z) Grassmann-Felder sind. D.h.

{ca(@),co(y)} =0 {ca(2),@(y)} =0 {calx),aly)} =0. (4.245)

Die Felder c¢,,¢, transformieren sich als skalare Felder unter Lorentz-Transformationen,
d.h. sie sind antikommutierende Spin-0 Felder. Sie haben die falsche Statistik. Sie werden
Fadeev-Popov Geistfelder genannt und sind pure Hilfsfelder. In der kovarianten Eichung
0, A" = 0 haben wir Glg. (4.238) und nach partieller Integration

i [ dtedty o) Mac(y) =i [ ' 0 cu@)Oudn + ol (0)er(a) (4.246)
so dal3 das Funktional

Z ~ / DA D De ¢t @' £egs(2) (4.247)
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mit
Eeff = Eclass(x) + Egaugefim (37) + Eghost(x) (4248)
1
Lelass — i(@Aa“)Q + 0"Ca(2)(0uab + g fearAl,)co() (4.249)
Fassen wir zusammen: Wir haben fiir das gesamte Wirkungsfunktional mit Fermionen
Z ~ /D@/_) Dy DA Dé Dc expi/d4x L+ Lar + Lrp] (4.250)
L = ibliche Lagrangedichte
1
Lor = Eichfixierung, Lop = —i(ﬁA)Q etc.
Lrp = 0cAc fiir Eichtheorien, nicht-Abelsche und nicht-lineare Eichfixierung

Propagatoren: Die Matrizen zwischen den Bilinearformen der Felder in der gesamten La-
grangedichte hangen von der Eichung ab.

Beispiel:
Lor = L9404
GF = 2%
1
Z ~ / DA expi / d*z d'y QAZ[A;(:C — )l AL
1
A;l}“b = [-0°guw + 0,0, — gﬁ,ﬁy]d;(x — )0
dyw 4y
ab _ —
Auu(Q) - qg i ic dul/ = G Tt (1 - 5)2—2 (4251)
't Hooft-Feynman Eichung;:
Higgs Phénomen in SO(2):
Ly 1 2
A T 2
V(o) 1 (¢2 — 7) iD, =0, — gA, . (4.252)

Mit ¢ = (¢1 + v + i¢2) haben wir

1 g*v? 1 1
L = —ZFiu + TAZ + 5(@@2)2 — '+ §<au¢1)2
+gvA, (0"¢p2) + 3er und 4er Kopplungen (4.253)

Eichfixierung: Die Eichfixierung ist so gewéhlt, daBl £, diagonal in den bilinearen Aus-

driicken ist (Eichfelder, Goldstonefelder). Es gibt also keine Uberginge zwischen Eich- und
Goldstonefeld.

1

[0, A" + Emaga)®  ma = gv (4.254)
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Die diagonalen Propagatoren sind:

1

Goldstone Feld: m (4255)
-9 1/_'_(1_5) q_uq:]
Fichfeld: — i—0—— © ¢ (4.256)
q= —my
und
¢ — oo : unitdre Theorie (kein Goldstone-Beitrag)
¢ —1 : Feynman Eichung (Goldstone Propagator ~ m,4 Masse)

Renormierung maximal vereinfacht (4.257)

Geister: Kanzellieren die unphysikalischen longitudinalen Betrége in den Propagatoren der
Eichfelder

v : Quy i€ 4
A/J' — e _g y _'_ M _ H
" pop A N e
i Qulv L Guy
= — 9w+ — 4.258
Die Eichfixierungslagrangedichte fiir die GSW Theorie in der R¢ Eichung lautet:
1
Lor = —5[1772 + FZ +2F,F] (4.259)
1
F, = 1—/28MA“ (4.260)
g
1
z
1 +u . +
w
Die Propagatoren fiir die Eichbosonen in der R, Eichung sind
i k. k
o5 9w T (- — fir V =W+, 2
kQ—m%/+ie[ Guar + fV)k:Q—&/m%/+i.s] . ’
_iguu ..
firV=A. 4.263
k? + ie o ( )
Die Geistpropagatoren sind
i
firV=W,Z7
k? — &ym?, + ie o '
! fir V=A. (4.264)

k2 + ie
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4.9 Wechselwirkungen

Wir gehen von der folgenden Lagrangedichte aus

L= 5(0:0)(0"6) — (m* = i0)6* — £67() = Lo+ Ly mit Ly = —L.6"(2) (4.265)
Das Vakuumfunktional kann geschrieben werden als

Z[J] =N / Do exp (% / d4z£WW(gz5(z))) exp (% / d4x[£0+J¢]) | (4.266)
Mit

h o )

757 "'5J(:1:n)ZO[J] = N/D<Z5 P(1)...0(z,) exp (% /d4:c[£0 + J(b]) (4.267)

erhalten wir:

Z[J) = N/D¢exp (%/d%cww <§%(z))) exp (%/d4x[£0+J¢])

= N'exp (%/d‘*:ccww (7—3%)) Zo[J] . (4.268)

N ist gegeben durch Z[0] = 1. Damit ist die Meister(innen)formel der Stérungsrechnung

s 2 (= o (i) ) 200 (4.269)

exp (% [ d*z Lww (%%)) ZO[J]’

J=0

Fir wechselwirkende n-Punkt-Funktionen haben wir dann

h_ 6  h_$ i [ g h_o

(OIT[d(w1)... 0 ()] 0)ww = i — I=04.270)
exp (ﬁ [ d*z Lyw (;W)) ZO[J]’J:O
Der Nenner beschreibt die Vakuumgraphen, die herausdividiert werden.
4.9.1 ¢* Theory
Wir werten Glg. (4.269) bis zur Ordnung A aus fiir (ab jetzt wieder h = 1)
A
Lww = —7; L (4.271)

Fiir den Zahler Z haben wir

-2 / dt (1 5Jiz>)4 + 0(A2)] exp (—5 / diad'yJ (2)Ap(z — y>J<y>)<4.272>

J/

J =

ZolJ]
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Nebenrechnung;:
(1) Fsy20] = — [d*2J(2)Ap(z — ) Z]J]
@ dadam Bl = {i860) + [ dodr - 0)1@)"} 2]
3) (%(S;S(Z))S'ZO[J] = {=31AR(0) [ d'adp(z — 2)J(x) = [[ diad (@) Ar(z — )]} 2ol
@ (L) 2l = {-BARO +6iAH0) [ dizAr(z — 2)T()]’

+[[ deAp(z — :c)J(:c)]4} Zo[J] .

Darstellung im Diagramm:

1 5 \*
(; 5 J(z)> Z[J] = {—3 Vakuumdiagramm-Bild1 ) + 6i / d*zid*zy Bild2 + / IT;_,d*z; Bild3

{+0X} Zo[J] . (4.273)

Der Nenner N:
A

N=Zjoo=1- i d*z(—3 Vakuumdiagramm + O()\?) . (4.274)
Damit ist
Z[J] = 52:11;1 = Zéhler (1 + Z4—>'\ /d4z(—3 Vakuumdiagramm ) + (9()\2)>
- {1 —% / d*z <6z’ / d*rid*r, Bild + / I d'z; Bild) + (’)(AQ)} Zo[J] .

(4.275)

Das heifit, Vakuumdiagramme treten in normierten Z[J] nicht auf. Dies gilt in allen Ord-
nungen der Storungstheorie. Fiir die 4-Punkt-Funktion

(OIT[§ (1) (x2)d(w3)d(4)]|0) [ww (4.276)
bekommen wir mit Glg. (4.270) und (4.138) dann

= 7(z129)7(w324) + T(X123)T(X224) + T(2124) T (2223) + Te (21, T, T3, T4) (4.277)
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Dabei bezeichnet 7. zusammenhdngende Greenfunktionen. Gesucht ist ein Erzeugenden-

Funktional W[J] fiir zusammenhéngende Greenfunktionen 7.(z1, ..., z,). Dieses ist gegeben
durch

Z[J] = exp(iW[J]) . (4.278)

Dies sieht man folgendermafien. Wegen Z[0] = 1 ist W[0] = 0. Und fiir die Ableitungen
haben wir

1 9 ow : ow
1 90 o ow oW . . W :
Fir J = 0 gilt:
62w ,
5o @) |,y iT (1, T9) (4.281)
1 o

= 7(x1,23)7 (20, 24) + T(21, 4)T (T2, T3)

it 0J(x1)0J(22)0 ] (23)0J (x4) Z J=0

+7'(.I’1, $2)7(1’3, 1’4)
1 W

—i)= 4.282
T ST T w) (%Y
Und damit
§w
1 = T(x1, 29, T3, 74) . 4.283
0.J (1)0J (22)0J (x3)0.T (x4) | ,_g (21,3, 73, 24) (4.283)
Somit erzeugt W[J| = —iln Z[J] die zusammenhéngenden Greenfunktionen.

4.10 Fermifelder

Mit der kanonischen Feldquantisierung der Diracfeldoperatoren

D), dz) =i, (4.284)
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mufl man, damit sich die Fermistatistik ergibt, die Antivertauschungsregeln postulieren,

(@), 0.} = (@), 0,)} =0
{I;T(x)v@s(y)}xozyo = 5rs(s(3)(f_37> . (4285)

In der Funktionalintegralquantisierung benétigen wir, da es kein ¢-Zahl-Aquivalent zu ’lj),’(?)
gibt, Grassmann-Variablen.

Wir hatten fiir die Grassmann-Variablen ¢;, ¢; (i = 1,...,n) gesehen

/ de de e 2 GG — det A
dcdec = de¢, dey ... de, de, . (4.286)

Um Fermifelder zu beschreiben, machen wir nun den Ubergang zur unendlich-dimensionalen
Grassmann-Algebra

¢ = Y(x) =¢.(r) , r= Spinor-Index . (4.287)

Hier ist ¢(x) ein Grassmann-"Feld”, d.h. eine Grassmann-Variable mit kontinuierlichem
Index z € My. Es gilt die Grassmann-Algebra

{Ur(2),¥s(y)} =0 (4.288)
und
0 5@ — _ _
50 (y)@/}r(af) 6,50 (2 —y) / dipe(2) =0, / A, (2) s (x) = 65 - (4.289)
Wir benétigen noch das unabhingige Grassmann-Feld ¢(x) = v,.(z). Es gilt die Algebra
{¥r(2), ¥s(y)} = {r(2), ¥s(y)} = 0. (4.290)

Die Differentiation und Integration sind analog zum Fall ¢(z).

Die Lagrangedichte fiir die freie Diractheorie lautet

Ly = ip(z)y" 0 (x) — my(x)P(z)

= iy 0 —mlip . (4.291)

Wir schreiben ein normiertes erzeugendes Funktional analog zum skalaren Feld. Dazu fithren
wir die Grassmann-Felder n = 7,(r) und 7 = 7j5(z) ein, welche als Quellen fiir die Felder
Y (x) bzw. ¥(x) dienen. Damit haben wir fiir das normierte erzeugende Funktional

2ol = 5 [Divsess (i [ delto+ataue) + vt ) (4.292)
wobei
N = / DyYDp exp (z / d4x£0(x)) (4.293)

und
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Die Greenfunktionen sind gegeben durch

~

1 /1

52”30 [?77 77]

OT Do), ()0, ()i 00100 = | 5 (51) o] (4209
1 Oy \Yn) | p=n=0
Die Faktoren 1/(—i) treten deswegen auf, weil
b - _ 5 -
T N\Pr r = —¥r ~ 7 = —Ys;\Yi) - 4.296
e (@) = 0 (o) 5 e) = i) (4.296)
Beachte weiter, dafl
U i (4.297)

on(z)on(y)  on(y)on(z)

Wir suchen nach einer Formel Z; analog zum skalaren Fall. Wir fiithren die folgende Notation
ein

Spt =iy, 0" —m. (4.298)
Dann
(179,05 — m)pr, Sprys(@ — y) = Grs0 (z—y), (4.299)

wobei Sy(x —y) der Feynman-Propagator fiir ein freies Diracfermion ist. Wir haben

Sp(x —y) = / (d% ftm e~ kl@=y) | (4.300)

2m)4 k2 — m? + ie
Auflerdem gilt die Darstellung
Sk(x —y) = (iv- 0: + m)Ap(z —y) . (4.301)
Wir schreiben deshalb Glg. (4.292) als

1 - -

Bl = 5 [ DIDpe 2, (4.302)
wobei

Q = VS +i + Y . (4.303)

Lo

Es ist

Q=Qo+ (¥ —0)Sz' (¢ — ) , (4.304)
wobei

Qo = —nSpn=—n(z) /d4zSF(x —2)n(z) (4.305)

vy = —Spn= —/d4ZSF(ZL‘ —2)n(z) (4.306)

Yo = —NSp=-— /d42ﬁ(Z)SF(z — ). (4.307)
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Damit also

Zlil = spew (i [ dedza@si - )

[oipvens (i [ atato - dasite - w) (4.308)
Wir fiithren eine Feldtransformation durch:
V(z) = (@) —vo(z)  und  ¥(x) =P(x) — (). (4.309)
Es ist
DYDY’ = DYD . (4.310)
Wir wenden Glg. (4.286) auf das 2. Integral an und erhalten
det(iS;') = det[i(iy - 9 —m)] . (4.311)
Damit haben wir
N = det(iS;") (4.312)
und also fiir das normierte erzeugende Funktional
Zo[i7,m) = et Pedyn@)Se@—yn) (4.313)
Check:
A -1 52
O[T () (y)]|0) = = 5n@)on ) |
— W;}(y) {1 — i/d4z1 diz, (z1)Sk(z1 — 22)n(22) + } o
= iSp(z—vy). (4.314)

4.10.1 Erzeugendes Funktional fiir wechselwirkende Feldtheorien

Wir betrachten eine wechselwirkende Feldtheorie fiir ein hermitesches skalares Feld und ein
Diracfeld. Die klassische Lagrangedichte sei von der Form

wobei der Index 0 die freien Lagrangedichten bezeichnet und der Index [ fiir interaction, d.h.
Wechselwirkung steht. Ein Beispiel fiir eine Wechselwirkung ist die Yukawa-Wechselwirkung

L= —hpd (4.316)
wobei N die Yukawa-Kopplung bezeichnet. Bemerkung: Bei Diracfermionen enthélt £; die
gleiche Zahl von v und v, da sonst die wechselwirkende Lagrangedichte die Ladungserhaltung

verletzen wiirde. Wir kénnen eine Formel fiir das erzeugende Funktional der obigen Theorie
herleiten, indem wir in £; die folgenden Ersetzungen machen:

O e IR e B R (4.317)

Damit erhalten wir die Meiserformel der funktionalen Stérungsrechnung
eXp ('l f d42 ,CI (_%577%3 ) %5,{@)7 %5]?@)) ZQ [J]Zo[f]’ ’r]]

)
exXp (Z fd4Z L[ (%577(22)’ %577(23)7 %5;?2,))) ZO[J]Z(][T_]’ T}] ‘J

Z[J,m,m] =

(4.318)
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4.11 Nicht-abelsche Eichtheorien

Im folgenden betrachten wir die Eichgruppe SU(N), d.h. wir haben die Eichfelder Af(z)
(a=1,..,N*—1) und ein Diracfeld ¢;(z) (j = 1,..., N) in der Fundamentaldarstellung F
bzw. 1;(z) in der Darstellung F'. Die Felder transformieren sich gema8

A, = A =UAU ' - gUﬁuUl (4.319)

v = () =U(x)Y(z) (4.320)

Vo= () = 9@)UN (@), (4.321)
wobei

U(z) = expiw,(z)T* € SU(N). (4.322)

Die Generatoren der Gruppe SU(N) sind durch 7* bezeichnet. Die klassische Lagrangedichte
ist gegeben durch

£(x) = — 3 Fi ()PP (2) £ 0(x) (in# D, — m)i(a) (4.323)
Dabei ist ['* der Feldstarkentensor, D, die kovariante Ableitung und m die Masse des
Fermions. Wir haben den Fadeev-Popov-Trick kennengelernt, mit dem wir das Problem der
Eichinvarianz bei der Pfadintegralquantisierung in den Griff bekommen koénnen. Damit wird
die Eichfixierungsbedingung in die Lagrangedichte implementiert. Ferner treten die Fadeev-
Popov-Geister auf, die reine Hilfsfelder sind. Es handelt sich hier um skalare Felder, die aber
der Fermistatistik unterliegen. Ferner haben wir gesehen, wie der Pfadintegralformalismus
fiir Fermifelder aussieht. Damit konnen wir schluflendlich das erzeugende Funktional fiir
nicht-abelsche Eichtheorien aufschreiben. Dieses ist proportional zu

Z~ / DA DY DYDeDe e ) @'#bers @) (4.324)

Dabei ist L ;¢ in der kovarianten Eichung gegeben durch

Eeff - Eklass(x) + ‘CEichfim<x) + EGeist(x)
1

1 oy a
= _ZFLFGW + (i Dy — méy )i — 2 (9, A “)2
+0"Ca()(0ubab + g fearAy,)cn(T) - (4.325)

Fiir die Berechnung von Greenfunktionen fithren wir Quellen ein:

Al(z) < J"(z) reelle Funktion (4.326)
Vs, (x) <« 7;(x) Grassmann-Variable (4.327)
Us,(x) <> ns,(zr) Grassmann-Variable . (4.328)

Aus mathematischen Griinden fithren wir auch Quellen fiir die Geistfelder ein:

co(r) <+ (o(xr) Grassmann-Variable (4.329)
ca(z) > (u(x) Grassmann-Variable . (4.330)
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Damit erhalten wir fiir das normierte erzeugende Funktional

1 _ A P
Zo[J;m,1,¢, ¢l = N /DA Di) Dy D De ¢ Fellept At utibntivtec+ie} (4.331)
wobei
N == ZahlerJ:n:ﬁzczgzo . (4332)

Die Greenfunktionen sind gegeben durch

(OITLA%() ., (y) by, (2). 8y (w)...Ea(0)]]0) (4.333)
15 146 1 5 146 1 6
) T, ) i (2) T 66w i 0 Quellen=o 435

Das erzeugende Funktional fiir zusammenhédngende Greenfunktionen ist gegeben durch

1
WIJ.n.17, ¢, ¢] = = Z[Jn,7, ¢, (] - (4.335)

Beispiel: Wir betrachten die abelsche U(1)-Eichtheorie mit kovarianter Eichung,

0"A, =0. (4.336)
Damit haben wir, da fy;. = 0,
Myy(2,y) = —0"9,6W (x —y) . (4.337)
Das erzeugende Funktional fiir physikalische Greenfunktionen ist dann
Z[Jn, 0 = /DA Dy Dy ot die {Lklass*%(a#AH)Q‘FJA‘HvZW‘H?w}
/ DeDe el 40 e (4.338)

-1
{/DA IDIE ’Dzl/} eifd4${'cklass_%(auz4“)2} /DEDC eifd4maﬂca#c} .

Da es keine Geist-Photon-Wechselwirkung gibt, faktorisiert der Geistanteil und kiirzt sich
gegen den Nenner raus. Wahlt man allerdings eine nichtlineare Eichfixierungsbedingung,
dann gibt es auch im abelschen Fall Geister.

Nicht-abelsche Eichtheorie: Axiale Eichungen:

FIA"] =A% =0, (4.339)
wobei
n* = konst. 4 — er Vektor oft n* =(0,0,0,1) . (4.340)

Damit ist die Fadeev-Popov-Determinante A unabhéngig von Aj und der Geistanteil im
Zéhler von Z kiirzt sich gegen den im Nenner raus. Allerdings liefert diese Eichung einen
komplizierten Eichfeldpropagator.
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4.11.1 Greenfunktion in der Stérungstheorie

Wir beniitzen im folgenden die kovariante Eichfixierung. Wir zerlegen die Wirkung, d.h.

S = /d“xﬁeff = /d4:c£0—|—/d4x£1. (4.341)

Dabei ist mit

Fi, = 0,A5 — 0,A% — g fanc A} A (4.342)
und nach partieller Integration
1 _
Ly = §AZ <g‘“’82 — (1 — g> 6“8”) A% 4y (i@ — m)ahy — €,0%¢c, (4.343)
und

‘CI = L[(A,”LE,”L#,E,C)
2
= g Fape(OP AV — 7 A1) Ab1 A — gz Fate Foae A AP A6 AL+ g fope( D) cn A%
—gU T AL 1 Farbindizes . (4.344)

Unter der Annahme, daf die Kopplung ¢ klein ist, konnen wir e** entwickeln. und erhalten

9 2
ot fd'z (Leps+ Quellterme )  _ {1+i/d4x£[(x)+% </d4z£1(z)) +}

i d'z Lo+ Quellterme ) (4.345)
Und somit haben wir die Meister(innen)formel der funktionalen Stérungstheorie

Zfd4Z£1%56 %%7 [J

_ ) 2T, 7,¢, C]

Z = 0 4.34
[Jvnvna CaC] Zahler|QueHen 0 ( 3 6)

Dabei ist das normierte erzeugende Funktional der freien Theorie gegeben durch

f DA D’g/_) D’g/) DéDe eif d*x {Lo(x)+J A+pn+ip+CeteC}

Zahler‘Quellen 0
—  ifdedy {3I@DE, (2)) T )1 (@), (2—y)ns; (1) +Ca (@) AF (2 —y,m=0)Gy (v) } (4.347)

)

ZOI

mit der kausalen Greenfunktion Dp,,, fiir die gilt

(82gz - (1 - E) 0" ) 5,0 D (1 — ) = 8,060 (2 — )

Dab ( _ y) = lim d4/{j e_z‘k(x—y) . guu + (1 . g)ﬂ 5 , (4 348)
Fu\T e—0+ (27‘()4 k2 + e (kZ + ’i€)2 ab - .
Wir haben folgende Eichparameter:
=1 Feynman-Eichung
£E=0: Landau-Eichung . (4.349)
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Fiir den Geistpropagator haben wir
50’ AL (x —y,m =0) = =00V (z —y) =
AR (x —y) = lim / Pk _ab _ —iv(z- (4.350)
F Y =15 (2m)* k% + ie ' .
Und fiir den Fermionpropagator
(i7"0y — M) O Sty s (x — y) = 010,50 (z —y) =
: Ak (F+m)s0y
LJ —y) =1 rsOly —ik(z—y)
Spps(@ —y) = lim @n) K 1 ic : (4.351)
Check: Die 2-Punkt-Funktion der freien Theorie ist gegeben durch
- - 1 52 Z,

OIT[AL(2) AL (N]|0)fpei = = =iD¥ (v — 4.352
< | [ M('x) V(y)” >frel Z»2 (5Ja“<l’)5jb”(y) Queuen:o 1 F;,u/(x y) ( )
OIT W (@ a0 i = 57 r5(x =) (4.353)

O|T[a(@)5 )]0 frey = AL (x — y,m = 0) . (4.354)

Im folgenden wird beschreiben, wie ein T-Matrixelement 7;; berechnet wird. Wir betrachten
hierfiir den Prozess ¢ — f bis zur Ordnung ¢". Wir haben

(fI(S = D) = iT(2m)*8 W (ps — pi) -

Die Vorgehensweise ist

1.

2.

Bestimme das Funktional Z bzw. W bis zur Ordnung ¢".

Bestimme die dem Prozess entsprechende Greenfunktion

G(zlﬁé,lﬂ.'i...r...s(xla oy T) = <0|T[AZ($)> s Uty e, QZJSJ’]|O>zus.h'a'mgend

durch funktionale Differentiation von W.

. Amputieren, d.h. mit inversen freien Propagatoren multiplizieren. BILD

Liefert

G

zus.hidngend,amputiert (@1, Tn) -

. Fouriertransformation

G(prs o) (27) 6 (ps — i) = / Md'z;e 0% G(a) |

Mit externen Wellenfunktionen multiplizieren und on-shell gehen.

= T = 2h_>m2 Gtrunc -

i @

(4.355)

(4.356)

(4.357)

(4.358)

(4.359)
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4.12 Die Feynmanregeln der Quantenchromodynamik

Wir haben Quarks ¢ mit Spinorindex r = 1,...,4 und Farbindex [ = 1, ..., 3, ¢,.;(z). Quarks
sind Tripletts beziiglich der SU(3). Wir haben Gluonen G mit Lorentzindex p = 1,...,4 und
Farbindex a =1, ...,8, G,(z). Es handelt sich um masselose Spin-1-Felder. Die Fourierzerle-
gung ist gegeben durch

d3

G (x) = / W;T)“ ;{eme;au)aa*(k, A) +e e (N)at(k, M)} (4.360)

wobei €, der Polarisationsvektor ist und A = 1,...,4 den Polarisationsindex bezeichnet. Bei
oM handelt es sich um den Vernichter (Erzeuger). Die Polarisationsindizes A = 1,2 bezeich-
nen physikalische, die Indizes 3,4 unphysikalische Polarisationszustdnde. Fiir die Erzeuger
und Vernichter gilt

[ (k, \), ol (K X)] = —(27)% 2k g 6und® (K — K) . (4.361)
Die Polarisationssumme ist gegeben durch

Kk, + /?;uk:,,)

*a b _
Z eu (kv )‘)Eu(ka >‘) - 5ab <_guu + k;l;;

physikal. Pol. x=1,2

(4.362)

wobei k = (ko, k) und k = (ko, —k). Aufgrund der Erhaltung des Fermionstromes hatten wir
in der Quantenelektrodynamik (QED)

> (kb Ne(k,A) = —gu  fiir QED. (4.363)
physikal. Pol. x=1,2
In der QCD gilt diese Regel aber nicht mehr. Fiir die Geistfelder haben wir die Fourierzer-
legung

(x) = / % [fe(k)e ™ + di*(k)e™ ] | (4.364)

wobei fe(k) (d™) einen Geist vernichtet (erzeugt) und a = 1,...,8. Fiir die Quark- und
Antiquark-Spinoren gilt

(ﬁ - m)ss’uls’ (pa T) = 0 (4365)
1
(Pp+m)sgvg(p,r) = 0 wobeir = :té . (4.366)
Sie sind normiert auf
ﬂl(pv T) : Uj(p, T,) = 2m5rr’5lj (4367)
ulp,r)-vi(pr') = =2méy, 1,j=1,23 r, 1" =1.4. (4.368)

Ferner gilt

> t(pr)ue(p,r) = O+ m)e (4.369)

r=+1/2

> vl r)ve(pr) = 0(p—m)aw . (4.370)

r==£1/2
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3-Gluon-Vertex: Als Beispiel leiten wir den 3-Gluon-Vertex her. Die Vorgehensweise wurde im
vorigen Abschnitt 4.11.1 beschrieben. Wir betrachten in der Wechselwirkungslagrangedichte
L (siehe Glg. (4.344)) nur den 3-Gluon-Anteil L35 und bestimmen den relevanten Aneil von
Z bis zur Ordnung g. Also

et e lsa — +z’/d4x£3(; +0(8%) . (4.371)
Und damit
Zrelevant = ll + / d'r Lig GL) + ] ZoalJ] - (4.372)
i 6J%(x)
Mit
ZOG[J] _ e—%fd‘lml d*ao JUH(21) DY, (x1—22) 7" (22) (4.373)

haben wir fur

. 1 9
Z/d SL’LgG <;5J“7“(:L‘) Zog[J]
) 1 9 1 0 1 9

g 4 1
— 5 J abc d 0, T, N 81/_. - -
ZQf ’ / ’ ( "i8Jw(x) i 5J‘W(x)> i 0J5(x) i 0.J5(x)
= —z’%fabc / d*x d*yy dtyy d*ys {QfDSZi(:E —y) — O, D (v — y1)}
Dipg?"(x = y2) Dy (@ — yiz) TP (y1) TP (y2) J 7 (y13) Zo [ J]
+ Terme mit # 3.J's . (4.374)

Zoc|J]

Wir betrachten W = 1/iIn Z. Durch Differentiation von W erhalten wir die zusammenhéngende
3-Punk-Greenfunktion. Also

conn.al1a2a. 1 1 53
GiGumm . = T35 B2l
11 53

i3 Zre evant|J=0 - 4.375
743 (5Ja1u1(xl)JaQ,uz(xQ)Jag%(xs) l t‘J 0 ( )

Die Differentiation ergibt 6 Terme,

conn. aiasas
G?’Gﬂlﬂ2ﬂ3 (xla €9, :L‘3)

= —igfabe / d*x {aﬁD“‘“ (. —x1) — DY (x — x1) } DZ‘;W(x — x9) D (x — 13)

Vil HpL

+ {(123) & (231)} + {(123) <> (312)} . (4.376)

Mit der Fouriertransformierten

d4k e*ikl’ k k
D®(y) = g+ (1= phv 4
() 5‘“’/ (2m)4 k2 + ie [ g+ (1= &) (4.377)

-~

duv (k)
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erhalten wir

conn. aijaza : d4k1 d4k32 d4k3 4 i(k1x1 +koxot+ksx
G (X)) = Z/ (2m)4 (2m)* (2m)4 8D (ki + ki + ky)e'Rrmtharathsrs)

d,uwl (k1>duzl/2 <k2)dusl/3 <k3)

L2L2 2 gfa1a2a3{(k1 - k2)y3gyly2
1723
Hky — k3)" g™ + (ks — k1) g™} (4.378)
Glk:)

Die trunkierte 3-Punkt-Funktion erhélt man, indem man 3-mal den Gluonpropagator

(4.379)

abspaltet. Damit erhdlt man

éé@ﬁfg;%% (ki) = =9 farazas { (k1 = k2) s Gne + (K2 — K3) 0 Guaps + (K3 — K1) 1o G s }(4-380)

wobei alle Impulse einlaufend sind und am Vertex 4-er Impulserhaltung Zk, = 0 gilt. Der

Vertex ist bosesymmetrisch unter Vertauschung von (u;, a;, ki) <> (15, a;, kj). Analog leitet
man die Feynmanregel fiir den 4-Gluon-Vertex ab. Zusammenfassend sind die Feynmanregeln



Das Standardmodell der Teilchenphysik 79

der QCD

u(p) Quark im Anfangszustand

u(p) Quark im Endzstand

v(p) Antiquark im Anfangszustand

v(p) Antiquark im Endzustand

1 Geist im Anfangs- oder Antigeist im Endzustand
1 Geist im End- oder Antigeist im Anfangszustand
e*  Gluon im Anfangszustand

e**%  Gluon im Endzustand

(4.381)
a v Hp i
S 4 (1 — )22 i
ab 7
J (p? +-ic)
lj i
oY (p—m+i€)sr

—g:["[(p — @)’ g™ + (¢ = 1)"g" + (r — )" g""]
3-Gluon-Vertex [alle Impulse einlaufend, p + ¢ + r = 0]

—igs 7o f g 9" — 9" g""]
—ige 7 [ (g g7 — 979"
—ig fr [l g g T — g7 g
4-Gluon-Vertex [alle Impulse einlaufend,
Summe aller vier Impulse = 0]

g, S
Geist-Geist-Gluon-Vertex, Impulse p, £ von Gluon und Geist

einlaufend, Impuls ¢ von Geist auslaufend

—igs(t*) " (4.382)
Quark-Quark-Gluon-Vertex, Impulse p, £ von Quark und

Gluon einkommend, Impuls ¢ von Quark auslaufend

[, 7 Farbindex des einlaufenden Quarks, des auslaufenden Quarks
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Bemerkungen: Fiir jede geschlossene Fermion- und jede Geistschleife muf3 ein Faktor (-1) hin-
zugefiigt werden. Bei geschlossenen Gluon-Schleifen muf3 ein Statistikfaktor hinzugefiigt wer-

den. Diesen erhélt man, indem man alle moglichen Konktraktionen von Feldoperatoren in

der Storungsentwicklung zahlt. (BILD)




