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Aufgabe 1: Differentialgleichung - Gravitation

Wir betrachten die Gravitationskraft in einem eindimensionalen System. Eine Punktmasse m
am Ort a werde von einer im Ursprung fixierten Masse M mit der Kraft

1
F(x) = —GmMﬁ

angezogen. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ruhe die Punktmasse.
(a) Geben Sie die Bewegungsgleichung der Punktmasse an.
(b) Zeigen Sie, dass dies auf d.1., d 1

gt = gleM

fithrt und integrieren Sie beide Seiten iiber die Zeit. Hinweis: Multiplizieren Sie die

Bewegungsgleichung mit . Obige Beziehung lduft uns spéter als Energiesatz wieder iiber
den Weg.

(c) Losen Sie die verbliebene DGL der Form @(t) = —v2GM /1 — L durch Separation

der Variablen und bestimmen Sie die Zeit T', zu welcher die beiden Massen zusammen-
prallen, also z(T") = 0 ist.

Lésung der Aufgabe

(a) Die Newtonschen Axiome liefern sofort

1 1
X x

(b) Man erweitere beide Seiten mit &, dann erhalt man
T

ir=-GM—

2

Dies kann man nun schreiben als Ableitung nach der Zeit, wenn man die Kettenregel im
Hinterkopf behélt:
d .1 2 d 1

[§$
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Wenn man beide Seiten tiber ¢ integriert erhélt man unter Beachtung von #(0) = 0 und

2(0) = a:
i(t)? = 2GM (1 — 1)

T a

Diese Gleichung ist nur fiir z € [0, a sinnvoll.
Wir suchen die Losung mit © < 0 und erhalten so
. 1 1
(t) = —V2GMy/— — —
T a

Wie angegeben empfiehlt sich die Losung durch Separation der Variablen. Man erhalt:

1 2GM
de = — ¢ dt

a_1 a

Dies liefert bei Integration von ¢ = 0 bis 7" auf der rechten Seite und von x = a bis 0 auf

der linken Seite:
0 T
/ dx :_/ gt /2GM:_ /QGMT
a A/ % -1 0 a a

Das Integral auf der linken Seite ldsst sich durch die Substitution £ = sin®u (siehe
Aufgabe 3, Blatt 4) 16sen:

2a8In u cos u

0 1 0 0
/ dxa— = / dy———— = 2@/ dusin® u
a Va1 /2 /1f_si§12u /2

= 2 /ﬂo du%(l — cos(2u)) = 2a F(u B Sin(;U) >]0 ar

Man kann auch partiell integrieren:
/sin2udu = —sinucosu + /c052 udu = —sinu cosu + u — /Sin2 du
. 9 1 .
— sin” udu = §(u — sinu cos u)

Somit erhalten wir fiir die Zeit des Zusammenpralls:

Aufgabe 2: Inertialsysteme - Transformationen zwischen Bezugssystemen

Ein Massenpunkt bewege sich in einem Inertialsystem auf der Bahnkurve 7(t) = v,té, + zo€,

ausgedriickt in kartesischen Koordinaten im R3. Bestimmen Sie die Bahnkurve in nachfolgenden
Bezugssystemen B und begriinden Sie, welche der Systeme Inertialsysteme sind:
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(a) B, sei um yy€, gegeniiber dem Ursprungssystem verschoben.
Hinweis: Der Koordinatenursprung von B, liegt im Ursprungssystem also bei yyéj,.

(b) By sei um den Winkel 5 um die y-Achse gegeniiber dem Ursprungssystem gedreht.
Hinweis: Fiihren Sie bei Drehungen neue Einheitsvektoren ein, hier z.B. €7, = —é, etc..

(c) Be sei um den Winkel 7 um die 2-Achse gegeniiber dem Ursprungssystem gedreht.

(d) By bewege sich mit gleichféormiger Geschwindigkeit v.€, gegeniiber dem Ursprungs-
system und falle zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit dem Ursprungssystem zusammen.

(e) B, bewege sich mit konstanter Beschleunigung a(é, + €,) gegeniiber dem Ursprungs-
system und falle mit diesem zum Zeitpunkt ¢ = 0 zusammen. Auch die Relativgeschwin-
digkeit der beiden Systeme verschwinde zum Zeitpunkt ¢t = 0.

Lésung der Aufgabe

(a) Die Bahnkurve in B, ist

—

To(t) = vytey — Yo€y + 20€:

Man beachte das negative Vorzeichen, weil die Bahnkurve im ’alten’ System gegeben war.

(b) Eine Drehung um 7/2 um die y-Achse verdreht die z-Achse auf die x-Achse (€7, = €,)
und die z-Achse auf die -z-Achse (€7 = —¢&,). Die Bahnkurve kénnen wir mit Hilfe diese
neuen Basisvektoren ausdriicken:

7(t) = vpt€y + 206, = vite," — 208,

Alternativ kénnen wir dies auch durch die entsprechende Drehmatrix ausdriicken, wobei
zu beachten ist, dass es sich bei diesen Koordinatentransformationen um passive Drehun-
gen handelt. Wir benotigen daher die Transponierte der Drehmatrix. Die Bahnkurve
ausgedriickt in den Koordinaten des neuen Systems sind daher (der Strich ’ soll hier
andeuten, dass die Komponenten des Vektors im neuen System angegeben sind)

00 —1 Uyt —Zp
7)) =0, (x/2)7F= [0 1 0 0f=1[o0
1 0 O 20 Vgt

(c) Hier gehen wir nun nach Rezept der vorherigen Teilaufgabe vor. Es ist

1 0 0 'Uzt Uxt 1
) =0 /) r=0 5 |0 |=750]| =t —=xnE,+e)
0 L 2\, g V2
V2 V2 0 V20

(d) Wie in der ersten Teilaufgabe liefert dies einfach
Fd(t) = Uxtgx + (Zo — Uzt)gz

Fiir ¢t = 0 fallen beide Systeme wie gefordert zusammen.
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(e) Da bei t = 0 wieder beide Systeme zusammenfallen und die Relativgeschwindigkeit
entfallt, treten keine Integrationskonstanten auf und es ist

1 1
7 (t) = (vpt — §at2)e} + (20 — §at2)€z
Alle Systeme bis auf B, sind Inertialsysteme. Die Transformation in (e) ist aufgrund der
Beschleunigung keine Galilei-Transformation.

Aufgabe 3: Keil auf Waage

Ein Keil mit Winkel o zur Horizontalen ist auf einer Waage montiert. Die Waage sei mit dem
Keil auf 0 justiert. Eine Masse m wird auf der Waage befestigt und die Waage zeigt ihr Gewicht
an. Die Masse wird gelost und kann reibungsfrei den Keil herabrutschen. Wie &ndert sich die
Anzeige der Waage? Wie grof3 ist die Kraft der Masse auf den Keil in beiden Situationen?

Lésung der Aufgabe

Die Gewichtskraft des Keils ist gegeben durch Fo= mg = —mge,,. (‘T__j
Wenn die Masse m fest am Keil befestigt ist, wird diese gesamte

Kraft von der Waage kompensiert. Die Waage zeigt die auf sie
entlang der Richtung g = —é€, gewirkte Kraft an, in diesem Fall

also § - Fg = mg. B ¢
Fg ¥

Wenn die Masse sich reibungsfrei auf dem Keil bewegen kann, werden die Beitrige der Ge-
wichtskraft entlang der Bewegungsrichtung Z nicht mehr vom Keil kompensiert, wodurch
die Masse entlang dieser Richtung mit der Kraft z - Fn = mg sin a beschleunigt wird. Die
Beitrage der Gewichtskraft in y-Richtung sind die Normalenkraft. Fiir diese erhalten wir
Fy = —mgey cos . Die Waage zeigt wieder nur den Beitrag dieser Kraft entlang ¢ an, also
g- Fy = €, - €gmg cos a = myg cos® a < mg. Die Waage zeigt im zweiten Fall also weniger an.

Die Normalenkraft auf den Keil ist in beiden Fillen Fy = —myg cos a€y. Beriicksichtigt man
aber auch die Beitriage parallel zur Oberfliche des Keils, kann man fiir die fest am Keil befestigte

Masse aber auch die Gewichtskraft mg angeben (diese ist allerdings nicht der Anpressdruck auf
den Keil).

Aufgabe 4: Atwood-Maschine
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Zwei Massen my; und ms sind iiber einen Faden miteinander
verbunden. Der Faden lduft iiber eine reibungslose Rolle, so dass
die Massen auf beiden Seiten herabhéngen. Der Faden und die
Rolle seien masselos.
(a) Wie lauten die Bewegungsgleichungen fiir die beiden
Massen? m;
(b) Bestimmen Sie die Beschleunigung der beiden Massen. ms

(c) Mit welcher Kraft ist der Faden gespannt und wie
grof} ist die Kraft auf die Aufhdangung?
Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse jeweils fiir Ihre Erwartungen bei
myp = Mma.
Die einfache Atwood-Maschine wird nun an einer Seite einer

zweiten Atwood-Maschine befestigt. Auf der anderen Seite haben
wir eine Masse ms.

(d) Bestimmen Sie die Beschleunigung a; der drei Mas-
sen. Hinweis: Machen Sie einen Ansatz mit der zunédchst
unbekannten Fadenkraft. Eine weitere Gleichung bekom-
men Sie aus einer Nebenbedingung, die durch das System

vorgegeben ist.

Loésung der Aufgabe [4]

(a) Auf die beiden Massen m; wirkt jeweils die Gewichts-
graft ﬁG’i = —m;ge,, sowie die Spannkraft des Fadens
ﬁg = Fgse,, die der Gewichtskraft entgegen wirkt. Die
Spannkraft ist im gesamten Faden betragsméBig gleich
und iibt auf beiden Seiten der Rolle eine Kraft nach unten
aus. Diese auf die Rolle wirkende Spannkraft wird von der
Kraft auf die Aufhingung kompensiert. Die Bewegungs-
gleichungen lauten also

miZy = —mig + Fs
mgég = —MmMag + Fs.
(b) Die Lange des Fadens ist zeitlich konstant, z; + 2z = const.. Hieraus folgt 2, + 2, = 0

und somit Z, = —Z;. Setzen wir dies in die 2. Bewegungsgleichung ein und ziehen diese
von der ersten Bewegungsgleichung ab, erhalten wir

(m1 + mg)él = (m2 — ml)g
.. Mo — My ..
i =——"—g=—%
mi + Mo
Fiir m; = my ist die Beschleunigung wie erwartet 0. Falls die Massen unterschiedlich
sind, wird die leichtere nach oben beschleunigt.
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(¢) Die Spannkraft bekommen wir, indem wir die im vorigen Aufgabenteil bestimmte Be-
schleunigung wieder in eine der Bewegungsgleichungen einsetzen. Mit der 1. Bewegungs-
gleichung erhalten wir:

my — My Mo — My + My + Mg mimsy

Fo=m—g+mig=m =2——=¢.
5 1m1+m2g 1 ! mi + my g m1+m2g

Die Kraft auf die Aufhingung ist das doppelte der Spannkraft, F)y = 2F%.
Fiir den Fall dass beide Massen gleich sind erhalten wir wie erwartet

2
FS:2m_g:mg>
2m

Fy =2mg.

(d) Bei der einfachen Atwood-Maschine war die Kraft auf die Aufhdngung gegeben durch
Fy = 2Fg. Wenn wir diese Atwood-Maschine an einer weiteren befestigen, wirkt nun
diese Kraft als Fadenspannung der 2. Atwood-Maschine, Fgo = 2Fg. Daraus erhalten
wir die Bewegungsgleichungen

miz = —myg + Fg
MaZy = —Mag + Fyg
m323 = —mg3g + 2FS

Da die Fadenlédngen konstant sind, gilt

z1+ 2
! 2 + 23 = const.
2
und somit
21+ Z ..
! 2 2 +23:0.

Zusammen mit den Bewegungsgleichungen sind dies 4 Gleichungen fiir die 4 Unbekannten
Z1, 29, 23, Fis. Im Folgenden schreiben wir a; = Z; und eliminieren zunéchst az in der
letzten Bewegungsgleichung

a1 + ag

—ms B = —mgg+2F5

ms a1 + ao
—Fs=—"1|9g— .
s 5 (9 9 )

Die Fadenspannung koénnen wir in die ersten beiden Bewegungsgleichungen einsetzen:

ms a1 + as
miar = —maig + — | g —

2 2
ms ai + ag
MGy = —Mag + 5 977

— (4my + m3)a; + mzas = (2mz — 4my)g

mga; + (dmg + mg)as = (2mg — 4my)g,
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wobei wir die Terme mit gleicher Beschleunigung zusammengefasst und beide Gleichungen
mit einem Faktor 4 multipliziert haben. Um aus diesen Gleichungen as zu eliminieren,
multiplizieren wir die erste Gleichung mit (4msq + m3) und die 2. Gleichung mit (—ms)
und addieren dann beide Gleichungen:

— (4my + mg3)(dmy + m3)a; — mgal = (2mg — 4my)(dms + m3)g — m3(2ms — 4msy)g
— (16mymg + 4mymg + dmams)a; = (—16myms — dmyms + 12mams)g

—4m1m2 — myims + 3m2m3
— a1 = .

4m1m2 + mims + moms
Aufgrund der Symmetrie des Problems erhalten wir analog fiir as:

—4m1m2 — Maoms + 3m1m3

a9 =
dmimsg + mims + moms

Fiir die Beschleunigung der Masse mg erhalten wir dann:

a1+ as  4dmimge — mims — MaMms

az = — = .
2 4m1m2 + mims + maoms

1

erhalten wir
mi1+ma

Anmerkung: Erweitern wir den Ausdruck fiir az mit

4dmimo
mi+ma

4dmimso g
mi+mg + ms3

as —

4mimo

. und ms.

Dies entspricht einer einfachen Atwood-Maschine mit den Massen M =
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