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Aufgabe 1: Operatoren in der Quantenmechanik (10 P)

(a) Der Kommutator für zwei lineare Operatoren A und B ist definiert durch

[A,B] := AB −BA

Zeigen Sie die folgende Eigenschaften des Kommutators, wenn A,B,C lineare Operatoren und
λ ∈ R sind:

• Antisymmetrie: [A,B] = −[B,A]

• Linearität: [λA+B,C] = λ[A,C] + [B,C]

• Prodktregel: [A,BC] = [A,B]C +B[A,C]

• Jacobi-Indentität: [
A, [B,C]

]
+
[
B, [C,A]

]
+
[
C, [A,B]

]
= 0

(b) In der Quantenmechanik werden die physikalischen Observablen als Operatoren identifiziert.
Die Ortskoordinaten und Impulse von Teilchen werden nun durch den Ortsoperator X bzw.
Impulseoperator P dargestellt, die auf die Wellenfunktion ψ(x, t) wirken. Dies ist eine Eigen-
wertgleichung:

Xiψ(x, t) = xiψ(x, t)

Piψ(x, t) = piψ(x, t)

wobei xi, pi ∈ R den gemessen Orten bzw. Impulsen entspricht. In der Ortsraumdarstellung gilt:

Xiψ(x, t) = xiψ(x, t)

Piψ(x, t) = −i~
∂

∂xi
ψ(x, t)

(i) Zeigen Sie in dieser Darstellung die kanonischen Vertauschungsrealtionen[
Xi, Pi

]
ψ(x, t) = i~δijψ(x, t)

(ii) Der Hamilton Operator für ein freies Teilchen lautet H =
∑

i P
2
i /2m. Zeigen Sie

[
Xi, H

]
ψ(x, t) =

i~
m
Pkψ(x, t)
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Aufgabe 2: Gaußsches Wellenpaket (10 P)
Gegeben sei ein Wellenpaket für ein freies Teilchen mit der Impulsverteilung

g(k) =

√
a

(2π)1/4
exp

(
− a2k2

4

)
Wir betrachten ein Wellenpaket aus ebenen Wellen mit genau dieser Verteilung:

ψ(x, t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

dkg(k)ei(kx−ωkt)

mit der Dispersionrelation ωk = ~k2/2m.

(a) (4 P) Zunächst diskutieren wir den Zeitpunkt t = 0. Zeigen Sie, dass ψ(x, 0) auch eine Gauß-
Funktion ist und bestimmen Sie die Breite der Wahrscheinlichkeitsdichte, |ψ|2. Wie hängt diese
von a ab?

(b) (3 P) Die Standard-Abweichung einer Observablen O ist definiert durch:

∆O :=

√
〈O2〉 − 〈O〉2

wobei der Erwartungswert definiert ist durch

〈O〉 (t) =

∫ ∞
−∞

dxψ†(x, t)Oψ(x, t)

Zeigen Sie für t = 0, dass ψ(t = 0) ein Zustand minimaler Unschärfe ist, sodass folgendes gilt:

∆x∆p = ~/2

(c) (3 P) Bestimmen Sie nun ψ(x, t) für beliebige Zeiten t und diskutieren Sie das Verhalten der
Wahrscheinlichkeitsdichte mit der Zeit. Ist es immernoch ein Zustand minimaler Unschärfe?
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