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Aufgabe 1: Identititen der Vektoranalysis (8 P)
Zeigen Sie die Giiltigkeit der folgenden Identitéten fiir die Funktionen f, g und die Vektorfelder A, B:

V(fg) = ng+gi (1)
V-(AxB)=B-(VxA)—A-(VxB) (2)
Vx(Vf) = 3)
V- (VxA)= (4)
Vx(VxA)= (V-A)—VQA (5)

wobei wir den Laplace-Operator V2 =V -V = a; + 88—52 + g—; benutzt haben.

Aufgabe 2: Kugel- und Zylinderkoordinaten (5 P)

Es ist oft einfacher, ein dreidimensionales physikalisches Problem in einem anderen Koordinatensys-
tem zu formulieren, z.B. Kugelkoordinaten oder Zylinderkoordinaten. Die Koordinatentransformation vom
kartesischen Koordinatensystem zu Zylinderkoordinaten ist als Vektorgleichung mit dem Ortsvektor r

x pcosf
r=|y]| =|psind
z z
gegeben und fiir Kugelkoordinaten gilt das

x rsin @ cos ¢
r=|y]| =|rsinfsing

z rcosf

Die entsprechende Volumenelemente sind dann:
3 _ | p-dpdfdz flir Zylinderkoordinaten
dr = dedydz =dV = { r?sinf - drddd¢ = r2drd(cosf)d¢ fiir Kugelkoordinaten

Das niitzlichste Koordinatensystem hiangt von der Symmetrie des physikalisches Problems ab, z.B. wenn
wir einen Draht betrachten, dann ist es klar, dass wir Zylinderkoordinaten verwenden sollen. Wenn wir ein
anderes Koordinatensystem verwenden, miissen wir darauf achten, dass der Nabla-Operator die Form

1
V= epaap + e9p689 + eZ% (Zylinderkoordinaten )
0 10 1 0
e tep- L ey Kugelkoordi
V=e 8r+e9r8«9+e¢rsin00¢ (Kugelkoordinaten)



besitzt. In dieser Form kénnen Sie den Nabla-Operator als den Gradient-Operator verwenden. Leider ist
das nicht das Ende der Geschichte. Die Divergenz-Operatoren sind:

10 104y 0A, . )
V- A= ;%(p o) + 500 + 3 (Zylinderkoordinaten)
10, 1 0,. G .
V-A T—QE(T r) + sy %(sm 0Ap) + m%@%) (Kugelkoordinaten)
Die Rotations-Operatoren sind:
_ (10A, 04y 0A, 0A. 170 04, )

Vx A= (; - E)ep (@ o Jeo+ f(a—(p 0) — W)ez (Zylinderkoord.)

1 0 ) DAy 1,1 04, 0 1,0 0A,
VXxA= g (%(A(ﬁ sinf) — a—¢)er - (m% - E(TAQS))GG + ;<E<TA9) T )e¢ (Kugelkoord.)

(a) (3 P) Berechnen Sie (in Kugelkoordinaten)
(i) V-e, V(V-e), Vxe,V-esV xep

(ii) die Divergenz der Funktion

v = rcos e, + rsinfleg + rsin f cos ey

(b) (2 P) Berechnen Sie die Divergenz und die Rotation der Funktion
v = p(2 +sin’0)e, + psin 6 cos fey + 3ze,
in Zylinderkoordinaten.
Aufgabe 3: Integralsitze von Stokes und Gaufl (7 P)

(a) (4 P) Der Gaufsche Satz beschreibt den elektrischen Fluss durch ein geschlossene Flache.
Seien a(r) ein hinreichend oft differenzierbares Vektorfeld und V' ein Volumen mit geschlossener
Oberflache 9V, dann gilt:

/V(V ~a(r))d’r = ?éava'df

Betrachten Sie eine Kugel mit Radius R, deren Mittelpunkt der Ursprung ist. Bestétigen Sie
die Giiltigkeit des Gauflschen Satzes fiir das Vektorfeld

vi = r’e, = rr.

Gilt der Gauflsche Satz fir das folgende Vektorfeld?

e,
Vo = —&
r2

(b) (3 P) Der Stokes’sche Satz - Seien a(r) ein hinreichend oft differenzierbares Vektorfeld und F
eine Fldche mit dem Rand JF, dann gilt:

/F(V xa(r))df:jiFa-dr

Betrachten Sie die rote dreieckige Flache unten:



~

Testen Sie den Stokes’schen Satz fiir das Vektorfeld: v = (zy)e, + (2yz)e, + (3z2)e,



