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Aufgabe 1: Vektoren im Hilbertraum (7 P)
Die Vektoren |v1〉 , |v2〉 bilden ein vollständiges Orthonormalsystem (VONS) in einem zweidimensionalen

HilbertraumH, d.h. 〈vi|vj〉 = δij . In Abhängigkeit dieser zwei Basisvektoren definieren wir die zwei Vektoren
|φ〉 , |χ〉 ∈ H durch

|φ〉 = (3− i) |v1〉+ (1 + 2i) |v2〉
|χ〉 = (1 + i) |v1〉+ (1− i) |v2〉

(a) Berechnen Sie das Skalarprodukt 〈χ|φ〉. Zeigen Sie dann, dass die Vektoren
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ebenfalls ein VONS bilden und bestimmen Sie die Komponenten von |φ〉 und |χ〉 bezüglich dieser
neuen Basisvektoren.

Hinweis: Für einem Vektor |A〉 = α |a〉 gilt 〈A| = (α |a〉)† = α∗ 〈a|.

(b) Projektoren Pi auf Unterräume Hi haben die Eigenschaften P 2
i = Pi (Idempotenz) und

∑
i Pi =

1 (Vollständigkeit), falls die Hi den gesamten Raum H aufspannen. Betrachten Sie nun die
Projektoren Pu1 = |u1〉 〈u1| und Pv1 = |v1〉 〈v1|.
Welche mathematischen Objekte sind durch Pu1 bzw. Pv1 beschrieben? Bestimmen Sie die
Komponenten 〈vj |Pu1 |vk〉 von Pu1 bezüglich der |vi〉 und die Komponenten 〈uj |Pv1 |uk〉 von Pv1

bezüglich der |ui〉. Schreiben Sie schließlich Pu1 in der Basis |vi〉.

Aufgabe 2: Geladener Harmonischer Oszillator (13 P)
Betrachten Sie einen harmonischen Oszillator mit der Ladung e in einem konstanten elektrischen Feld

E, der durch den Hamiltonoperator

Ĥ =
1

2m
P̂ 2 +

mω2

2
X̂2 + eEX̂

beschrieben wird.
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(a) Zeigen Sie, dass Ĥ durch die Auf- und Absteigeoperatoren
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in die Form

Ĥ = ~ω
(
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2
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)
gebracht werden kann. Der Störterm ist dabei gegeben durch

∆ =
eE

ω
√

2~mω
(
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)
(b) Bringen Sie den gestörten harmonischen Oszillator in Diagonalform. Nutzen Sie dabei einen

Shift der Auf- und Absteigeoperatoren

â(†) = b̂(†) + c

mit c ∈ R und bestimmen Sie c so, dass der Hamiltonoperator in kanonischer Form vorliegt

Ĥ = ~ω
(
â†â+ d

)
Wie sieht das Energiespektrum des gestörten harmonischen Oszillators aus?

(c) Berechnen Sie die Ortsunschärfe ∆X des harmonischen Oszillators. Tipp: Für die Eigenzustände
|n〉 von Ĥ gilt:

â† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉

und a |n〉 =
√
n |n− 1〉

Bonus: Delta-potential (10 P)
Betrachten Sie das Potential einer Delta-Funktion der Form

V (x) = c δ(x) .

(a) Bestimmen Sie die Wellenfunktionen ψI und ψII sowie den Reflexionskoeffizienten r und den
Transmissionskoeffizienten t für den Fall c > 0.

(b) Was passiert für c < 0? Zeigen Sie, dass in diesem Fall nur ein einziger gebundener Zustand
existiert.

Hinweis: Ein gebundener Zustand ist ein Zustand mit Energie E < 0.
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