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Aufgabe 1: Identititen der Vektoranalysis (8 P)
Zeigen Sie die Giiltigkeit der folgenden Identitéten fiir die Funktionen f, g und die Vektorfelder A, B:

V(fg) = fVg+gVf (1)
V-(AxB)=B-(VxA)—A-(VxB) (2)
V x (Vf)=0 (3)
V- (VxA)=0 (4)
Vx(VxA)=V(V-A)-V?A (5)

wobei wir den Laplace-Operator V2 =V -V = 86—;2 + 88722 + g—; benutzt haben.

Aufgabe 2: Kugel- und Zylinderkoordinaten (5 P)

Es ist oft einfacher, ein dreidimensionales physikalisches Problem in einem anderen Koordinatensys-
tem, z.B. Kugelkoordinaten oder Zylinderkoordinaten, zu formulieren wenn das betrachtete System eine
entprechende Symmetrie aufweist. Die Koordinatentransformation vom kartesischen Koordinatensystem zu
Zylinderkoordinaten ist als Vektorgleichung mit dem Ortsvektor r

x pcosf
r=1|y]| =|psind
z z
gegeben und fiir Kugelkoordinaten gilt
T rsin 0 cos ¢
r=|y] =|{rsinfsing
z r cos 6
Die entsprechende Volumenelemente sind dann
3 - | p-dpdfdz fiir Zylinderkoordinaten
d'r = dedydz =dV = { r?sinf-drdfd¢ = r2drd(cosf)de¢ fiir Kugelkoordinaten

und der Nabla-Operator ist gegeben durch

1
V= epaap + e9p689 + eZ% (Zylinderkoordinaten )
0 10 1 0
e tep- L ey Kugelkoordi
V=e 8r+e9r8«9+e¢rsin00¢ (Kugelkoordinaten)



In dieser Form lasst sich der Nabla-Operator als Gradient-Operator verwenden. Fiir die Divergenz- und
Rotations-Operatoren folgt! hieraus:

10 104y  OA. . .
V- A= ;gp(pAp) + 550 + (Zylinderkoordinaten)
V-A—lg( 2A)+ 2(in@A)—i— 1 2(A) (Kugelkoordinaten)
“ 2oV ) T e e 0T sin g )0 ¢ tgetoordinate
(104, 04 04, O0A, 10,0 04, . .
VxA= <p 9 " 0n )ep (—az ~ o )eg + P (8p (pAy) — 20 )ez (Zylinderkoordinaten)
1 0 : 0Ay 1,1 04, 0 1,0 0A,
A= 94 e o (— P ~(Z(ray) - Kugelkoord.
VX rsin@(@ﬁ( ssinf) =52 Jer r(sinH 2 or'" d)))ee—i_r(@r(r ")~ 0 Jeo  (Kugelkoord.)

(a) (3 P) Berechnen Sie (in Kugelkoordinaten)
(i) V-e, V(V-e),Vxe,V-esV xep

(ii) die Divergenz der Funktion
v = 71 cosfle, + rsinfeg + rsin 6 cos fey
(b) (2 P) Berechnen Sie die Divergenz und die Rotation der Funktion
v = p(2 +sin®0)e, + psin 6 cos fey + 3ze,
in Zylinderkoordinaten.
Aufgabe 3: Integralsitze von Stokes und Gau3 (7 P)

(a) (4 P) Der Gaufsche Satz beschreibt den elektrischen Fluss durch ein geschlossene Flache.
Seien a(r) ein hinreichend oft differenzierbares Vektorfeld und V' ein Volumen mit geschlossener

Oberflache 9V, dann gilt:
/ (V . a(r))dgr :jé a-df
1% v

Betrachten Sie eine Kugel mit Radius R, deren Mittelpunkt der Ursprung ist. Bestatigen Sie
die Giiltigkeit des Gauflschen Satzes fiir das Vektorfeld

v, =r’e, = rr.

Gilt der Gauflsche Satz fiir das folgende Vektorfeld?

e?”
V2 = —
r2

(b) (3 P) Der Stokes’sche Satz - Seien a(r) ein hinreichend oft differenzierbares Vektorfeld und F'
eine Fldche mit dem Rand JF, dann gilt:

/F(v xa(r))df—yiFa-dr

Betrachten Sie die rote dreieckige Flache unten:

'Diese Ausdriicke lassen sich herleiten, indem man den Nabla-Operator auf beispielsweise A = A e, + Ages + A.e. anwendet

. . . Bep _ . Oeg __
und berticksichtigt, dass 5 = eq, sowie 57 = —e,.



~

Testen Sie den Stokes’schen Satz fiir das Vektorfeld: v = (zy)e, + (2yz)e, + (3z2)e,



