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Kapitel 1

Einleitung

Der von Higgs, Kibble, Guralnik, Hagen, Brout und Englert erforschte und auf den

Fall nicht-abelscher Eichtheorien verallgemeinerte Mechanismus für Erzeugung von

Massen für Eichbosonen durch spontane Symmetriebrechung ist unter dem Stich-

wort Higgs-Mechanismus bekannt. In der Theorie der elektro-schwachen Verein-

heitlichung, eingeführt durch Glashow, Weinberg und Salam, wird ein komplexes

Isospin-Dublett-Skalarfeld (Higgs-Dublett), das vier Freiheitsgrade besitzt, postu-

liert. Nach der spontanen Symmetriebrechung werden drei Freiheitsgrade durch

die Eichbosonen Z und W± absorbiert, welche dadurch ihre Masse erhalten. Das

Photon bleibt aber massenlos; ergo muss ein freies Higgs-Boson existieren.

Trotz der erfolgreichen Beschreibung der elementaren Teilchenphysik durch das

Standardmodell (SM), welches die vereinheitlichte Theorie der elektro-schwachen

Wechselwirkung und die Theorie der starken Wechselwirkung, die Quantenchro-

modynamik, umfasst, blieb das Higgs-Boson unentdeckt und somit die Struktur

des Higgs-Sektors experimentell unerforscht. Das SM wird außerdem heutzutage

als eine effektive Theorie angesehen, denn es enthält nicht die vierte fundamen-

tale Kraft, die Gravitation, es ist keine wirkliche Vereinheitlichung der starken

und elektro-schwachen Wechselwirkung, die Kopplungskonstanten treffen sich auf

der Skala der Großen Vereinheitlichten Theorie (GUT) nicht in einem Punkt, es

enthält keinen Kandidaten für die dunkle Materie,... Es ist also reichlich Platz für

Erweiterungen vorhanden. Eine phänomenologisch interessante Erweiterung des

Higgs-Sektors des SM erhält man durch die Hinzunahme eines zweiten komplexen

Isospin-Dublett-Skalarfeldes. Dies ist das sogenannte Zwei-Higgs-Dublett-Modell

(2HDM). Nach spontaner Symmetriebrechung enthält dieses Modell, im Vergleich

zum SM, fünf Higgs-Skalare: zwei neutrale CP-gerade h0- und H0-Bosonen, ein

neutrales CP-ungerades A0-Boson und zwei geladene H±-Bosonen. Ein weiterer

viel versprechender Kandidat für die Physik jenseits des Standardmodells ist das

minimal supersymmetrischerweiterte SM (MSSM). Es enthält das gleiche Higgs-

Spektrum, wie das 2HDM und bringt einige Eigenschaften mit sich, die Probleme

des SM lösen, wie z.B. das Hierarchie-Problem.

Die Suche nach den Higgs-Teilchen des SM und MSSM sowie die Erforschung ihrer
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Kopplungen ist die Hauptmotivation für den Bau eines neuen Beschleunigers und

Speicherrings am CERN, des Large Hadron Colliders (LHC). Der experimentelle

Beweis ihrer Existenz würde die vollständige Bestätigung der elektro-schwachen

Vereinheitlichung bedeuten, aber auch Anzeichen für eine Theorie jenseits des SM

(z.B. Supersymmetrie) ergeben.

Als wichtige Quellen für die Produktion von neutralen Higgs-Bosonen am LHC

werden Gluon-Fusion und die Fusion elektro-schwacher Eichbosonen betrachtet

[1]. Im Rahmen des MSSM ist jedoch die Produktion des CP-ungeraden Higgs-

Bosons A0 durch Fusion von elektro-schwachen Eichbosonen auf Born-Level-Niveau

nicht möglich, denn die direkten Kopplungen an Eichbosonen sind durch CP-
Invarianz verboten [2]. In dieser Diplomarbeit wird deshalb die Gluon-Fusion als

Quelle für die Produktion von A0 verwendet. Des Weiteren führen reelle Emissions-

Korrekturen der Ordnung α4
s zur Higgs-Produktion durch Gluon-Fusion zu einem

A0+2-Jet-Endzustand [1]. Die zur A0+2-Jet-Produktion beitragenden Subprozesse

sind: Quark-Quark-Streuung, die Dreieck-Quark-Schleifen enthält, Quark-Gluon-

Streuung, welche sowohl Dreieck-Quark-Schleifen als auch Box-Quark-Schleifen

beinhaltet und Gluon-Gluon-Streuung, die zusätzlich Diagramme mit Pentagon-

Schleifen benötigt. In dieser Diplomarbeit werden die oben genannten Diagramme

analytisch berechnet und mit Hilfe des Fortran-Programms VBFNLO numerisch

ausgewertet. Anschließend werden die für die Phänomenologie am LHC wichtigen

Ergebnisse diskutiert. Als Grundlage für die Diplomarbeit wurde die Publikation

[1] verwendet.

Im Kapitel 2 wird anhand lokaler Transformationseigenschaften der freien Dirac-

Lagrangedichte unter der nicht-abelschen Gruppe SU(N) die Lagrangedichte der

QCD hergeleitet. Außerdem werden die Eigenschaften und das Teilchen-Spektrum

der QCD beschrieben sowie Propagator-Ausdrücke für Quarks und Gluonen ange-

geben. Des Weiteren wird der Higgs-Mechanismus innerhalb des Standardmodells

und des 2HDM sowie des MSSM kurz beschrieben.

Detailierte Angaben zu den Berechnungen der Quark-Quark-, Quark-Gluon- und

Gluon-Gluon-Streuprozesse sind im Kapitel 3 angegeben.

Die Matrixelement für alle Subprozesse wurden numerisch getestet. Die wichtigen

Test-Methoden werden in Kapitel 4 beschrieben.

Das Kapitel 5 enthält die Ergebnisse der numerischen Auswertung, die mit Hilfe

des Fortran-Programms VBFNLO durchgeführt wurde und die daraus gewonnenen

Erkenntnisse für die LHC-Phänomenologie.

Im Anhang A werden die Eigenschaften der chiralen Darstellung kurz wiederholt.

Der Anhang B enthält nützliche Formeln für die Berechnung von Farbgenerator-

Spuren innerhalb der Gruppe SU(N).

Wichtige Eigenschaften und Identitäten der Passarino-Veltman-Reduktion von Ten-

sorintegralen sind im Anhang C zusammengefasst.



Des Weiteren sind im Anhang D Ausdrücke für den Quark-Gluon-Vertex, Drei-

Gluon-Vertex und Vier-Gluon-Vertex angegeben.

Der Anhang E enthält alle Feynman-Diagramme für den gg → ggA0-Prozess.

Im letzten Anhang F ist der komplette Ausdruck des Passarino-Veltman-reduzierten

Fünf-Punkt-Tensorintegrals angegeben.
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Kapitel 2

Eichtheorien und

Higgs-Mechanismus

Eichsymmetrie bezeichnet die Invarianz der Lagrangedichte unter einer Gruppe G,

bei der die Gruppen-Transformation für jeden Raum-Zeit-Punkt unterschiedlich

ist. Eines der
”
ersten Beispiele“ hierfür ist die Allgemeine Relativitätstheorie. Die

Eichgruppe dieser Gravitationstheorie ist die GL(4), d.h. die Gruppe der linea-

ren Transformationen des Koordinatensystems [3]. Ein weiteres bekanntes Beispiel

ist die Quantenelektrodynamik (QED), deren Ursprung in Maxwells Elektrodyna-

mik liegt. Diese unterliegt der abelschen Gruppe U(1) der lokalen Phasenrotatio-

nen. Heutzutage spielen nicht-abelsche Eichtheorien, eingeführt von C. N. Yang

und R.L. Mills im Jahre 1954 [4], eine wichtige Rolle in der Teilchenphysik. Hier-

zu zählen die Theorie der starken Wechselwirkung, die Quantenchromodynamik

(QCD) und die Theorie der elektro-schwachen Wechselwirkung. Letztere beinhaltet

den Higgs-Mechanismus, der eine Konsequenz der spontanen Symmetriebrechung

ist.

2.1 Nicht-abelsche Eichtheorie, QCD

Anhand der lokalen Transformationseigenschaften der freien Dirac-Lagrangedichte

unter der nicht-abelschen Gruppe SU(N) wird in diesem Abschnitt die Form der

Yang-Mills-Lagrangedichte entwickelt. Anschließend werden weitere charakteristi-

sche Eigenschaften der QCD beschrieben und die Feynman-Regeln angegeben.

2.1.1 Die Yang-Mills-Lagrangedichte

Die freie Lagrangedichte

L0 = ψ̄
(

iγµ∂µ −m
)

ψ (2.1)
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mit dem Dirac-Feld-Multiplett

ψ(x) =













ψ1(x)

ψ2(x)
...

ψn(x)













(2.2)

soll unter der lokalen Transformation

ψ −→ ψ’ = U(x)ψ = exp
(

iαa(x)ta
)

ψ,

ψ̄ −→ ψ̄’ = ψ̄U †(x) = ψ̄ exp
(

− iαa(x)ta
)

(2.3)

invariant sein, wobei die ta die Generatoren der SU(N)-Gruppe sind. Die zugrun-

deliegende Lie-Algebra wird im Anhang B beschrieben. Der kinetische Term ∂µψ

in Gleichung (2.1) ist unter der Transformation (2.3) nicht invariant, denn es tritt

dabei ein Term auf, der proportional zur Ableitung von α(x) ist:

∂µψ −→ ∂µψ
’ = exp

(

iαa(x)ta
)(

∂µψ + iψta∂µα
a(x)

)

. (2.4)

Betrachtet man außerdem die Ableitung des Spinors ψ in Richtung des Vektors nµ

[8]

nµ∂µψ = lim
ε→0

1

ε

[

ψ(x+ εn)− ψ(x)
]

, (2.5)

so sieht man, dass sich der Spinor ψ an den beiden Raum-Zeit-Punkten x + εn

und x nach Gleichung (2.3) jeweils unterschiedlich transformiert. Aus der Sicht

der Differential-Geometrie befinden sich die beiden Objekte ψ(x + εn) und ψ(x)

an unterschiedlichen Punkten der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit. Um sie mit-

einander vergleichen zu können, muss einer von ihnen von x + εn nach x durch

einen Parallel-Transport verschoben werden. Denn nur wenn sich die beiden Spi-

noren im gleichen Koordinatensystem befinden, kann die Differenz zwischen ihnen

bestimmt werden. Die Differenz, welche die Transformation (2.3) hier unmöglich

macht, kann mit Hilfe einer neuen Größe V (y, x), die von den beiden Raum-Zeit-

Punkten abhängig ist und sich folgendermaßen transformiert,

V (y, x) −→ V ’(y, x) = exp
(

iαa(y)ta
)

V (y, x) exp
(

− iαb(x)tb
)

= U(y)V (y, x)U †(x), (2.6)

kompensiert werden. Die Größe V (y, x) ermöglicht es nun eine kovariante Ableitung

zu definieren, welche den kinetischen Term unter der Transformation (2.3) invariant

lässt. Gleichung (2.5) lautet somit:

nµDµψ = lim
ε→0

1

ε

[

ψ(x+ εn)− V (x+ εn, x)ψ(x)
]

. (2.7)

4



Die Entwicklung von V (x + εn, x) für infinitesimal benachbarte Punkte hat die

Form:

V (x+ εn, x) = 1 + igεnµAa
µt

a +O(ε2), (2.8)

wobei Aa
µ in der Differential-Geometrie als affiner Zusammenhang bzw. hier als

Eichfeld bezeichnet wird. Das Einsetzen der Gleichung (2.8) in Gleichung (2.7)

ergibt nun den endgültigen Ausdruck für die kovariante Ableitung:

Dµ = ∂µ − igAa
µt

a. (2.9)

Diese hat natürlich die gewünschten Transformationseigenschaften wie der Spinor

ψ(x) (2.3):

Dµψ(x) −→ D’
µψ

’(x) = exp
(

iαa(x)ta
)

Dµψ(x). (2.10)

Des Weiteren lässt sich mit Hilfe von Gleichung (2.6) und der Entwicklung (2.8)

das Transformationsgesetz für das Eichfeld Aa
µ bestimmen:

Aa
µt

a −→ Aa’
µ t

a = Aa
µt

a +
1

g
(∂µα

a)ta + iαaAb
µ

[

ta, tb
]

= Aa
µt

a +
1

g
(∂µα

a)ta + fabcαbAc
µt

a

= Aa
µt

a +
1

g
Dµα

ata. (2.11)

Dabei wurden nur Terme der Ordnung α berücksichtigt. Der Faktor fabc ist die

Strukturkonstante der SU(N)-Lie-Algebra. Der dritte Term in der zweiten Zeile

von Gleichung (2.11) entspricht der Symmetrie-Transformation unter der adjun-

gierten Darstellung der SU(N)-Gruppe [Anhang C].

Für eine wechselwirkende Theorie benötigt man noch einen kinetischen Term für

das Eichfeld Aa
µ, d.h. einen lokal-invarianten Term, der nur die Ableitung des Eich-

feldes beinhaltet. Dieser kann wieder durch eine geometrische Überlegung kon-

struiert werden. Dazu betrachtet man zwei Wege auf einem Rechteck, die durch

aufeinanderfolgende Parallelverschiebungen von ψ realisiert werden können [6]:

C2

C1�
εnµ

εmν

εnµ

εmν

x + εm x + εn + εm

x x + εn

Abbildung 2.1: Parallelverschiebung

Der auf dem Weg C1 zum Punkt x+ εn parallel verschobene Spinor ψ(x) hat die

folgende Form:

ψ(x+ εn)|| = ψ(x+ εn)− εnµDµψ(x) , (2.12)
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wobei die Abkürzung ψ(x + εn)|| = V (x + εn, x)ψ(x) und die Gleichungen (2.5)

mit einem infinitesimalen ε, (2.8) und (2.9) verwendet wurden. Eine weitere Ver-

schiebung zum Punkt x+ εn+ εm ergibt:

ψ(x+ εn+ εm)
||
|| = ψ(x+ εn+ εm)|| − εmνDνψ(x+ εn)||. (2.13)

Nach dem Einsetzen von Gleichung (2.12) in (2.13) erhält man:

ψ(x+ εn+ εm)
||
|| = ψ(x+ εn+ εm)− εnµDµψ(x+ εm)

− εmνDνψ(x+ εn) + εnµεmνDνDµψ(x). (2.14)

Der zweite Weg C2 ergibt:

ψ(x+ εn+ εm)
||
|| = ψ(x+ εn+ εm)− εmµDνψ(x+ εm)

− εnµDµψ(x+ εn) + εnµεmνDµDνψ(x). (2.15)

Die Differenz zwischen (2.14) und (2.15) ist eine kovariante Größe, weil jeder Sum-

mand kovariant ist:

∆ψ(x) = ψ(x+ εn+ εm)
||
|| − ψ(x+ εn+ εm)

||
||

= εnµεmν
[

Dµ, Dν

]

ψ(x) . (2.16)

Der Kommutator in Gleichung (2.16) ergibt den gewünschten kinetischen Term für

das Eichfeld:
[

Dµ, Dν

]

= −igF a
µνt

a (2.17)

mit

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAa

µ + gfabcAb
µA

c
ν . (2.18)

Mit Hilfe von Gleichung (2.8) und (2.17) ergibt sich somit für die infinitesimale

Transformation der Feldstärke F a
µν :

F a
µν −→ F a’

µν = F a
µν + fabcαbF c

µν . (2.19)

Gleichung (2.19) beinhaltet auch einen Term, der sich unter der adjungierten Dar-

stellung der SU(N)-Gruppe transformiert. Einen tieferen Einblick in die Geometrie

der Eichinvarianz erlaubt eine Verallgemeinerung der Funktion V (y, x), die soge-

nannte Wilson-Schleife [8]. Die eichinvariante Kombination aus den Feldstärken

für einen kinetischen Term in der Lagrangedichte hat nun die Form:

L = −1
2
Sp
[

(

F a
µνt

a
)2
]

= −1
4

(

F a
µν

)2
, (2.20)
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wobei die Identität Sp
[

tatb
]

= 1/2δab [Anhang B] verwendet wurde. Die vollständi-

ge Yang-Mills-Lagrangedichte lautet:

LYM = ψ̄
[

iγµ
(

∂µ − igAa
µt

a
)

−m
]

ψ

+
1

2
[(∂µA

a
ν)(∂

µAνa)− (∂µA
a
ν)(∂

νAµa)]

+ gfabc(∂µA
a
ν)A

µbAνc +
1

4
g2
(

fablAa
µA

b
ν

) (

f cdlAµcAνd
)

. (2.21)

2.1.2 Die Quantenchromodynamik (QCD)

Die im letzten Abschnitt durch lokale Eichinvarianz entwickelte Lagrangedichte

(2.21) beschreibt im Falle der nicht-abelschen SU(3)-Gruppe die moderne Theorie

der starken Wechselwirkung. Diese beinhaltet neben den durch die dim
(

SU(3)
)

= 8

Eichfelder Aa
µ beschriebenen Gluonen auch Spin-1/2-Teilchen, bekannt als Quarks.

Die Quarkfelder werden mit ψif und Anti-Quarkfelder mit ψ̄if bezeichnet, wo-

bei i = 1, 2, 3 die zur fundamentalen Darstellung der internen globalen SU(3)-

Symmetrie gehörenden drei Farbfreiheitsgrade und f den davon unabhängigen

Flavor-Freiheitsgrad darstellen. Es existieren Quarks mit sechs verschiedenen Fla-

vors: u(up), d(down), c(charm), s(strange), b(bottom) und t(top). Diese werden

nach steigender Masse in Dubletts, die man Familien oder Generationen nennt,

angeordnet:
(

u

d

) (

c

s

) (

t

b

)

. (2.22)

Die Quarks in der oberen Reihe haben die Ladung 2e/3, die der unteren Reihe

−e/3. Der Grund für die Einführung der globalen SU(3)-Symmetrie war die im

Experiment gefundene Resonanz des ∆++-Baryons mit Spin=3/2 und Bahndre-

himpuls l = 0, welches durch drei u-Quarks aufgebaut ist:

|∆++〉 = |u↑u↑u↑〉. (2.23)

Es besitzt eine symmetrische Ortswellen- und Spinwellenfunktion und verletzt so-

mit Fermi-Statistik bzw. das Pauli-Prinzip [7]. Mit der neu eingeführten Farbla-

dung kann man das Pauli-Prinzip retten. In experimentellen Messungen wurden

jedoch keine freien Quarks, sondern nur hadronische Farbsingulett-Zustände be-

obachtet. Dieses Phänomen nennt man Confinement. Es wurde von K. Wilson

theoretisch begründet mit dem Ergebnis, dass asymptotische Zustände mit endli-

cher Energie (Hadronen und Mesonen) Farbsinguletts der SU(3)-Gruppe sind. In

seinem Beweis ersetzte er die Kontinuum-Eichtheorie approximativ durch ein dis-

kretes statistisches mechanisches System, basierend auf einem vierdimensionalen

euklidischen Gitter [8]. Ein weiterer Grund für das Confinement ist die Selbstkopp-

lung der Gluonen. Diese tragen auch einen Farbindex und können durch einen
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Drei- und Vier-Gluon-Vertex untereinander wechselwirken, wie man anhand der

Gleichung (2.21) sieht. Insgesamt folgt, dass die Kopplungsstärke gs der Gluonen

stark ist und daher Störungstheorie, die in Potenzen von gs entwickelt, sinnlos ist,

solange gs groß ist. Die von Gross, Wilczek und Politzer mit Hilfe der Renormie-

rungsgruppe [3] entdeckte asymptotische Freiheit von nicht-abelschen Eichtheorien

lässt sich ausnutzen, um bei hohen Energien doch noch störungstheoretisch sinn-

volle Ergebnisse zu erhalten. Anhand der laufenden Kopplung αs = g2s/4π, die

man aus der β-Funktion der Callan-Symanzik-Gleichung ableiten kann, lässt sich

die asymptotische Freiheit demonstrieren:

αs(Q) =
2π

(

11− 2
3
nf

)

log
(

Q
ΛQCD

) , (2.24)

wobei nf die Anzahl der Flavor und ΛQCD die QCD-Massenskala kennzeichnen.

Die einfachsten Farb-Singuletts, die man aus dem Farb-Triplett-Quarkzustand ψif

aufbauen kann, sind:

• Baryonen: Bf ‘f“f“‘ ∝ εijkψifψjf ‘ψkf“ ,

• Anti-Baryonen: B̄f ‘f“f“‘ ∝ εijkψ̄
if ψ̄jf ‘

ψ̄kf“

,

• Mesonen: M f ‘

f ∝ ψif ψ̄
if ‘

.

Der Pseudo-Tensor εijk ist der invariante Tensor unter SU(3)-Transformationen [6].

Die Nukleonen Neutron (udd) und Proton (uud) sind die bekanntesten Baryonen.

Neben den drei Quarks, die die Quantenzahlen der Nukleonen ausmachen, existie-

ren noch virtuelle Quark-Anti-Quark-Paare (Seequarks) aus den Generationen von

Gleichung (2.22). Ihre effektiven Quantenzahlen verschwinden im Mittel und haben

keine Auswirkungen auf die Quantenzahlen des Nukleons. Wegen ihrer elektrischen

Ladung sind sie aber in der tiefinelastischen Streuung
”
sichtbar“. Sie tragen jedoch

nur sehr kleine Impulsbruchteile des Nukleons [7]. Alle Quarks und Gluonen in-

nerhalb eines Nukleons werden unter dem Begriff Partonen zusammengefasst. Die

Wahrscheinlichkeit ein Parton mit einem longitudinalen Impulsanteil anzutreffen

ist durch die experimentell gemessenen Parton-Verteilungsfunktion (PDF) gege-

ben.

Die Yang-Mills-Lagrangedichte (2.21) lässt sich elegant mit Hilfe des von Feynman

eingeführten Pfadintegral-Formalismus [5] quantisieren. Für den Dirac-Propagator

folgt somit [8]:

〈ψi(x1)ψ̄j(x2)〉 =
∫

d4k

(2π)4

(

i

k�−m

)

δije
−ik·(x1−x2), (2.25)

mit den Indizes i, j = 1, 2, 3 der SU(3)-Gruppe. Bei der Quantisierung des Gluon-

Feldes wird zusätzlich eine Eichfixierung mit Hilfe der Faddeev-Popov-Methode
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durchgeführt. Insgesamt ergibt sich für den Gluon-Propagator:

〈Aa
µ(x1)A

b
ν(x2)〉 =

∫

d4k

(2π)4
−i

k2 + iε

(

gµν − (1− ξ)kµkν
k2

)

δabe−ik·(x1−x2), (2.26)

mit einem frei wählbaren Eichparameter ξ und a, b = 1, .., 8 den Farbindizes der

adjungierten Darstellung der SU(3)-Gruppe. Folgende Werte sind für ξ üblich:

ξ = 0 Landau-Eichung, (2.27)

ξ = 1 Feynman-Eichung. (2.28)

Die Faddeev-Popov-Methode erweitert außerdem die Yang-Mills-Lagrangedichte

durch anti-kommutierende Skalar-Felder ca und c̄b. Diese werden Faddeev-Popov-

Geister genannt und besitzen auch einen Propagator:

〈ca(x1)c̄b(x2)〉 =
∫

d4k

(2π)4
i

k2
δabe−ik·(x1−x2). (2.29)

Die Aufgabe der Geister-Felder besteht darin, unphysikalische Freiheitsgrade (lon-

gitudinale Polarisationen) der Gluonen zu kompensieren, die bei Berechnungen von

Amplituden mit Gluon-Schleifen auftauchen. Die Lagrangedichte, die alle Effekte

der Faddeev-Popov-Eichfixierung beinhaltet, hat nun die Form:

LFP = LYM −
1

2ξ

(

∂µAa
µ

)2
+ c̄a

(

− ∂µDab
µ

)

cb. (2.30)

Der Faddeev-Popov-Formalismus erzeugt Terme, die nur bilinear in den Geist-

Feldern c̄ und c sind und beschränkt sich nur auf Eich-Fixierungs-Funktionen G(A),

die der verallgemeinerten Lorentz-Eichung

G(A) = ∂µAa
µ(x)− ωa(x) (2.31)

entsprechen. Die Verallgemeinerung der Faddeev-Popov-Methode heißt BRST- Sym-

metrie. Diese deckt ein breiteres Spektrum an Eichfixierungs-Funktionen ab und

erzeugt auch höhere Ordnungen von Geist-Felder-Termen.

2.2 Higgs-Mechanismus im Standardmodell und

MSSM

Sowohl in abelschen als auch in nicht-abelschen Eichtheorien sind alle auftretenden

Eichfelder massenlos. Explizite Massenterme, wie

LMasse = m2AµA
µ, (2.32)

würden die Eichinvarianz verletzen [9]. Mit dem Higgs-Mechanismus kann man

dieses Problem umgehen. Im folgenden Abschnitt werden drei Modelle, die einen

Higgs-Mechanismus enthalten, vorgestellt: das Standardmodell mit einem kom-

plexen Higgs-Dublett, das Zwei-Higgs-Dublett-Standardmodell und das minimal

supersymmetrische Standardmodell (MSSM) mit zwei Higgs-Dubletts.
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2.2.1 Higgs-Mechanismus im Standardmodell

Das Standardmodell basiert auf dem direkten Produkt der nicht-abelschen Grup-

pen SU(3)C und SU(2)L und der abelschen Gruppe U(1)Y :

SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y . (2.33)

Die Gruppe SU(3) ist die Eichgruppe der in Abschnitt 2.1.2 beschriebenen Quan-

tenchromodynamik. Das Produkt SU(2)L⊗U(1)Y bestimmt die Struktur der elek-

tro-schwachen Theorie. Die Leptonen und Quarks werden in linkshändige Iso-Spin-

Dubletts und rechtshändige Iso-Spin Singuletts der SU(2)L-Gruppe unterteilt:

• Leptonen:

LL =

(

νe
e

)

L

,

(

νµ
µ

)

L

,

(

ντ
τ

)

L

; LR = eR, µR, τR, (2.34)

• Quarks:

QL =

(

u

d

)

L

,

(

c

s

)

L

,

(

t

b

)

L

; QR = uR, dR, cR, sR, tR, bR.

(2.35)

Die Leptonen und Quarks sowie die Eichfelder der entsprechenden Eichgruppen aus

Gleichung (2.33) werden zunächst als massenlos angenommen. Das Einführen eines

skalaren Feldes (,,Higgs-Feld”) mit der schwachen Hyperladung YΦ = 1, welches

aus einen Dublett skalarer Felder

Φ(x) =

(

φ+(x)

φ0(x)

)

(2.36)

besteht und ein Selbstwechselwirkungspotential

V (Φ) = −µ2
(

Φ†Φ
)

+
λ

4

(

Φ†Φ
)2
, mit µ2 > 0, λ > 0 , (2.37)

hat, bricht die SU(2)L ⊗ U(1)Y -Symmetrie spontan und führt nach Minimierung

des Potentials zu einem nichtverschwindendem Vakuumerwartungswert (VEV)

〈Φ〉 = 1√
2

(

0

v

)

mit v =
2µ√
λ
. (2.38)

Die U(1)Y -Symmetrie des Grundzustandes mit dem Vakuumerwartungswert 〈Φ〉
bleibt dabei erhalten. Im Gegensatz zu den Eichbosonen der SU(2)L-Gruppe erhält
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das Photon keine Masse. Die Eichboson-Masse erhält man aus dem quadrierten

Ausdruck der kovarianten Ableitung des Higgs-Feldes Φ mit VEV (2.38):

DµΦ =
(

∂µ − ig2W a
µτ

a − ig1
Y

2
Bµ

)

Φ −→
(

DµΦ
)†(

DµΦ
)

, (2.39)

wobei die τa = σa/2 mit a = 1, 2, 3 die bekannten Pauli-Matrizen [Anhang A] sind,

W a
µ die Eichbosonen, g2 die Kopplungskonstante der SU(2)L-Gruppe und Bµ das

Eichboson, g1 die Kopplungskonstante der U(1)Y -Gruppe. Nach geeigneter Diago-

nalisierung der Massen-Terme ergeben sich folgende Massen für die Eichbosonen:

MZ =
√

g21 + g22
v

2
, MW = g2

v

2
, MAµ

= 0. (2.40)

Die SU(3)-Symmetrie wird nicht gebrochen und das Gluon bleibet wie das Photon

massenlos [10]. Ein Massenterm für Fermionen (Leptonen oder Quarks) der Form

mf̄f = m
(

F̄LFR + F̄RFL

)

(2.41)

ist nicht möglich, weil das Produkt eines Dubletts mit einem Singulett nicht invari-

ant unter SU(2)-Rotationen ist. Das Einführen des Higgs-Dubletts erlaubt Yukawa-

artige Terme:

gf
[

(F̄L · Φ)FR + h.k.
]

, (2.42)

die nach der Symmetriebrechnung einen Massen-Term für Fermionen

gf
v√
2

(

f̄LfR + f̄RfL
)

(2.43)

ergeben. Das Higgs-Dublett kann um den VEV entwickelt werden [10]:

Φ(x) =
1√
2

(

φ+

v +H0
SM(x) + iχ(x)

)

. (2.44)

Die Goldstone-Bosonen φ+ und χ(x) können durch die unitäre Eichung, die die lo-

kale SU(2)Y -Symmetrie der Higgs-Dubletts ausnützt, zum Verschwinden gebracht

werden. Das Higgs-Dublett wird dabei zuerst neu parametrisiert [11]:

Φ(x) = exp

[

i
τa

v
χa

]

1√
2

(

0

v +H0
SM(x)

)

. (2.45)

Durch eine Umdefinition des Higgs-Dubletts,

Φ(x)’ = exp

[

−iτ
a

v
χa

]

Φ(x) =
1√
2

(

0

v +H0
SM(x)

)

,

und des Eichfeldes,

W a′

µ τ
a =W a

µτ
a +

1

vg
Dµχ

aτa, (2.46)
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tauchen nun in weiteren Berechnungen die Goldstone-Bosonen nicht mehr auf.

Setzt man anschliessend das Higgs-Dublett (2.46) in das Selbstwechselwirkungspo-

tential (2.37) ein, so ergibt sich für das Higgs-Boson H0
SM die Masse

MH0

SM
=
√
2µ. (2.47)

Das Standardmodell enthält also nur ein CP-gerades Higgs-Teilchen.

2.2.2 Das Zwei-Higgs-Dublett-Modell (2HDM)

Der Higgs-Sektor des Standardmodells kann (minimal) durch ein zweites Higgs-

Feld Φ2 mit Hyperladung Y = 1 erweitert werden. Das Higgs-Potential, welches

die SU(2)L ⊗U(1)Y -Symmetrie nach U(1)em bricht, hat dann die Form [12]:

V (Φ1,Φ2) =λ1
(

Φ†
1Φ1 −

1

2
v21
)2

+ λ2
(

Φ†
2Φ2 −

1

2
v22
)2

+ λ3

[

(

Φ†
1Φ1 −

1

2
v21
)

+
(

Φ†
2Φ2 −

1

2
v22
)

]2

+ λ4

[

(

Φ†
1Φ1

)(

Φ†
2Φ2

)

−
(

Φ†
1Φ2

)(

Φ†
2Φ1

)

]

+ λ5

[

Re
(

Φ†
1Φ2

)

− 1

2
v1v2 cos ξ

]2

+ λ6

[

Im
(

Φ†
1Φ2

)

− 1

2
v1v2 sin ξ

]2

, (2.48)

wobei die Koeffizienten λi reell sind. Für sin ξ 6= 0 tritt im Higgs-Sektor eine CP-
Verletzung auf. In weiteren Berechnungen wird aber ξ = 0 verwendet. Das Potential

(2.48) ist somit CP-gerade und bricht die Symmetrie Φ1 → −Φ nur schwach,

mit der man die Abwesenheit von FCNC (Flavour Changing Neutral Currents) in

der Lagrangedichte ,,natürlich” macht [13]. Die beiden Vakuumerwartungswerte

(VEVs)

〈Φ1〉 =
1√
2

(

0

v1

)

, 〈Φ2〉 =
1√
2

(

0

v2e
iξ

)

, (2.49)

stehen durch das Verhältnis

tanβ =
v2
v1

(2.50)

miteinander in Beziehung. Außerdem gilt:

sin β =
v2

√

v21 + v22
=
v2
v
, cos β =

v1
v

mit v2 = v21 + v22. (2.51)

Die Entwicklung der beiden Higgs-Dubletts um die VEVs ergibt:

Φ1,2(x) =
1√
2

(

φ+
1,2

v1,2 +H1,2(x) + iχ1,2(x)

)

. (2.52)
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Die Diagonalisierung der Massen-Matrix der Higgs-Bosonen in V
(

Φ1,Φ2

)

führt zu

den Massen-Eigenzuständen in Form von Mischungen der ursprünglichen Felder

[14]:

G± = φ±
1 cos β + φ±

2 sin β, (2.53)

H± = −φ±
1 sin β + φ±

2 cos β, (2.54)

G0 = χ1 cos β + χ2 sin β, (2.55)

A0 = −χ1 sin β + χ2 cos β, (2.56)

H0 = H1 cosα +H2 sinα, (2.57)

h0 = −H1 sinα+H2 cosα. (2.58)

Insgesamt enthält das Zwei-Higgs-Dublett-Modell fünf physikalische Higgs-Teilchen:

zwei neutrale CP-gerade Bosonen H0 und h0 mit mH0 > mh0 , ein neutrales CP-
ungerades Boson A0 und zwei geladene Bosonen H±. Mit G± werden die geladenen

Goldstone-Bosonen und mit G0 das neutrale Goldstone-Boson bezeichnet. Das Mo-

dell hat außerdem sechs freie Parameter (tanβ,Mischungswinkel α der CP-geraden
Higgs-Bosonen und vier Higgs-Massen) im Vergleich zu dem einen Parameter (v)

im SM. Nach der Art der Kopplung der zwei Higgs-Dubletts an die Fermionen

können zwei Modelle unterschieden werden:

2.2.2.1 Modell 1

Quarks und Leptonen koppeln nicht an das Higgs-Dublett Φ1, sondern an das

Higgs-Dublett Φ2 in gleicher Weise, wie im SM. Für die Yukawa-Terme in der

Lagrangedichte des Modells 1 ergibt sich [15]:

L1
Y = −

(

ξU,0ij Q
0

iLΦ̃2U
0
jR + ξD,0

ij Q
0

iLΦ2D
0
jR + leptonischer Sektor + h.k.

)

. (2.59)

Die ξ0ij sind nicht-diagonale 3× 3-Kopplungsmatrizen mit Quark-Familien-Indizes

i, j. Des Weiteren bezeichnen U0
R, D

0
R rechtshändige up-artige bzw. down-artige

Quark-Singuletts und Q
0

iL linkshändige Iso-Spin-Quark-Dubletts (2.35). Außer-

dem gilt Φ̃1,2 = iσ2Φ1,2 Der Index 0 soll andeutet, daß die Felder nicht Mas-

seneigenzustände sind. Durch bi-unitäres Diagonalisieren der Kopplungsmatrizen

[14] können die Terme in der Lagrangedichte in Masseneigenzuständen geschrieben

werden:

L1
Y = − 1√

2v

{ 1

sin β
DMdiag

D D
(

H0 sinα + h0 cosα
)

+ i cot βDMdiag
D γ5DA0

+
1

sin β
UMdiag

U U
(

H0 sinα + h0 cosα
)

− i cot βDMdiag
D γ5DA0

− cot βH+U
(

Mdiag
U KPR −KMdiag

D PL

)

D
}

+ lept. Sektor + h.k. (2.60)
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Die PR,L sind die chiralen Projektionsoperatoren (A.7) und K ist die Kobayashi-

Maskawa-Mischungsmatrix. Gleichung (2.60) ergibt somit folgenden Vertex für die

Kopplung von A0 an die Quarks:

hM1
A0,u−artig =

cot β

v
muγ

5 und hM1
A0,d−artig = −

cot β

v
mdγ

5. (2.61)

2.2.2.2 Modell 2

Das Higgs-Dublett Φ1 koppelt nur an die down-artigen Fermionen und das Higgs-

Dublett Φ2 an die up-artigen Fermionen. Die Lagrangedichte für dieses Modell hat

die Form:

L2
Y = −

(

ξU,0ij Q
0

iLΦ̃2U
0
jR + ηD,0

ij Q
0

iLΦ1D
0
jR + leptonischer Sektor + h.k.

)

= − 1√
2v

{ 1

cos β
DMdiag

D D
(

H0 sinα− h0 cosα
)

− i tan βDMdiag
D γ5DA0

+
1

sin β
UMdiag

U U
(

H0 sinα + h0 cosα
)

− i cotβDMdiag
D γ5DA0

−H+U
(

cot βMdiag
U KPR + tanβKMdiag

D PL

)

D
}

+ lept. Sektor

+ h.k. (2.62)

Die Vertizes für A0 lauten:

hM2
A0,d−artig = −

tan β

v
mdγ

5 und hM2
A0,u−artig = −

cot β

v
muγ

5. (2.63)

Die Eichboson-Massen erhält man in ähnlicher Weise wie in Gleichnung (2.39),

durch einen kinetischen Term für das Higgs-Dublett. Jedoch muss hier noch das

zweite Higgs-Dublett berücksichtigt werden:

2
∑

n=1

(

Dµ〈Φn〉
)†(
Dµ〈Φn〉

)

. (2.64)

Jeder der beiden Summanden ist bis auf die Vorfaktoren v21 und v21 identisch mit

dem Term des Standardmodells mit einem Higgs-Dublett. Mit Hilfe der Abkürzung

v2 = v21 + v22 ergeben sich die gleichen Ausdrücke für die Massen wie in Gleichung

(2.40).

2.2.3 Higgs-Mechanismus im MSSM

Das minimal supersymmetrische Standardmodell ist die einfachste supersymmetri-

sche Erweiterung des Standardmodells. Die Supersymmetrie erweitert die Poincaré-

Gruppe durch neue Generatoren, die bosonische und fermionische Freiheitsgra-

de miteinander korrelieren. Das Teilchen-Spektrum des Standardmodells wird da-

durch erweitert. Die Teilchen des SM und ihre entsprechenden Superpartner werden
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zu chiralen Superfeld-Multipletts zusammengefasst. Die Superpartner der Eichbo-

sonen (Gauginos) sind Spin-1/2-Teilchen und heißen Photinos (γ̃), Winos (W̃ ),

Zinos (Z̃) und Gluinos (g̃). Die fermionischen Superpartner der Higgs-Bosonen

sind die Higgsinos (Φ̃1,Φ̃2). Die Higgsinos und die Gauginos der elektro-schwachen

Symmetrie können außerdem zu neuen Masseneigenzuständen mischen und ergeben

dann zwei geladene Dirac-Fermionen (Charginos χ̃±) und vier neutrale Majorana-

Fermionen (Neutralinos χ̃0
1−4). Im Gegensatz dazu bildet das Gluino weder Misch-

zustände mit Higgsinos noch mit Gauginos der elektro-schwachen Symmetrie, weil

es zum Multiplett einer ungebrochenen Symmetrie angehört. Die Spin-0-Partner

der Fermion-Felder sind die Sfermionen und heißen Squarks (q̃), Sleptonen (l̃) und

Sneutrinos (ν̃l) [15]. Das MSSM enthält auch wie das 2HDM zwei Higgs-Dubletts:

Φ1 =

(

φ0
1

φ−
1

)

mit YΦ1
= −1 ; Φ2 =

(

φ+
2

φ0
2

)

mit YΦ2
= 1. (2.65)

In diesem supersymmetrischen Modell erfordert Anomaliefreiheit jedoch, daß die

Summe aller Hyperladungen verschwindet. Im Standardmodell ist diese Forderung

erfüllt. Um dies im MSSM zu gewährleisten, müssen die beiden Higgs-Dubletts ent-

gegengesetzte Hyperladung tragen um die Hyperladungen der beiden Higgsinos zu

kompensieren [16]. Die Hinzunahme von soft-brechenden Termen in der Lagrange-

dichte, die Massen-Terme für Gluinos, Winos, Binos, Sfermionen, Higgs-Bosonen,

bilineare Higgs-Boson-Terme und trilineare Kopplungsterme zwischen Sfermionen

und Higgs-Bosonen enthalten, verhindert außerdem das Auftauchen von quadra-

tisch divergenten Strahlungskorrekturen zu Massenparametern von skalaren Teil-

chen (Hierarchie-Problem). Die Yukawa-Kopplungen von Fermionen an die beiden

Higgs-Dubletts folgen aus dem Superpotential [2]:

W =
∑

i,j=Gen.

−Y u
ij ûRiΦ̂2 · Q̂j + Y d

ij d̂RiΦ̂1 · Q̂j + Y l
ij l̂RiΦ̂1 · L̂j + µΦ̂2 · Φ̂1. (2.66)

Wegen der Forderung, dass das Superpotential holomorph bezüglich der Superfel-

der sein soll, haben diese die gleiche Form, wie in Gleichung (2.62) des 2HDM Mo-

dell 2. Hierbei bezeichnen Q̂, L̂ die schwachen SU(2)-Dublett Quark- und Lepton-

Superfelder und ûR, d̂R, l̂R die schwachen SU(2)-Singulett Quark- und Lepton-

Superfelder. Die Higgs-Superfelder sind Φ̂1 und Φ̂2. Der letzte Term mit Parameter

µ ist ein supersymmetrischer Higgs-Massen-Term und die Y u,d,l
ij sind Kopplungen

innerhalb der Generationen. Das Higgs-Spektrum, welches aus dem Higgs-Potential

[2]

VH = m2
1

(

|φ0
1|2 + |φ−

1 |2
)

+m2
2

(

|φ0
2|2 + |φ+

2 |2
)

−m2
3

(

φ−
1 φ

+
2 − φ0

1φ
0
2 + h.k.

)

(2.67)

+
g21 + g22

8

(

|φ0
1|2 + |φ−

1 |2 − |φ0
2|2 − |φ+

2 |2
)2

+
g22
2
|φ−∗

1 φ0
1 + φ0∗

2 φ
+
2 |2 (2.68)
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mit Soft-Brechungsparametern

m2
1 = |µ|2 +m2

Φ1
, m2

2 = |µ|2 +m2
Φ2
, m2

3 = Bµ (2.69)

und Kopplungskonstanten g1, g2 der Higgs-Selbstwechselwirkung hervorgeht, ent-

spricht dem des 2HDM, d.h. es enthält auch zwei CP-gerade Skalare (h0, H0),

ein CP-ungerader Skalar (A0) und zwei geladenen Higgs-Bosonen (H±). Aus der

Supersymmetrie folgen außerdem einige Beziehungen zwischen den Massen der

Higgs-Bosonen und dem Parameter tan β sowie dem Mischungswinkel des CP-
geraden Higgs-Sektors, die eine starke hierarchische Struktur für das Higgs-Massen-

Spektrum ergeben:

mh0 < mZ , mA0 < mH0 , mw < mH± . (2.70)

Diese ist jedoch in der Quantentheorie wegen der großen Top-Quark-Masse durch

Strahlungskorrekturen gebrochen. Der Parameter tanβ ist außerdem durch folgen-

des Intervall eingeschränkt:

1 . tan β .
mt

mb
mit

π

4
< β <

π

2
, (2.71)

welches durch die Annahme begründet ist, dass das MSSM der Niederenergie-Limes

des supergravitativen Modells ist [17]. Der MSSM-Higgs-Sektor ist üblicherweise

durch die zwei Parameter tanβ und mA0 parametrisiert.
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Kapitel 3

Higgs-Produktionsprozesse am

LHC für A0jjX-Produktion

3.1 Einführung

Das CP-ungerade Higgs-Boson A0 wird analog zum CP-geraden H0 des Standard-

modells durch folgende 2→ 3-QCD-Prozesse der Ordnung α2
s erzeugt:

qq → qqA0, qQ→ qQA0, qg → qgA0, gg → ggA0. (3.1)

Die zwei ersten Prozesse stellen die Streuung von identischen und nicht identischen

Quark-Flavors dar. Die beiden letzten beschreiben Streuprozesse von Gluonen mit

Quarks bzw. von Gluonen mit Gluonen. Hinzu kommen gekreuzte Prozesse für:

• die (Anti-)Quark-(Anti-)Quark-Streuung:

q̄q̄ → q̄q̄A0, qq̄ → qq̄A0, q̄q → q̄qA0, (3.2)

• die (Anti-)Quark-Gluon-Streuung:

q̄g → q̄gA0 und gq → gqA0, gq̄ → gq̄A0 (vertauschte p-Strahlen),

gg → q̄qA0, qq̄ → ggA0, q̄q → ggA0. (3.3)

Die Kopplungen an die leichteren Quarks aus der ersten und zweiten Generation

(2.35) werden hier vernachlässigt und nur die schwere dritte Generation verwendet.

Die Erzeugung des Higgs-Bosons A0 erfolgt durch eine massive Quark-Schleife,

wobei je nach Größe von Parameter tanβ = v2/v1 die Yukawa-Kopplung hq = h̃qγ
5

an das top- oder bottom-Quark favorisiert wird (2.63):

ht = h̃tγ
5 = − mt

v · tan βγ
5 und hb = h̃bγ

5 = −mb · tan β
v

γ5. (3.4)
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Somit ist die top-Yukawa-Kopplung ht für große Werte von tanβ unterdrückt. Im

MSSM oder 2HDM ist ht für tan β = 7 vergleichbar mit der Bottom-Yukawa-

Kopplung hb. Für größere Werte, wie z.B. tan β = 50, erreicht hb die Größenord-

nung von hSMt des Standard Modells. Die im Abschnitt 2.1.1 vorgestellten Geister-

Felder c und c̄ (2.29) werden in diesen Prozessen nicht benötigt, weil keine Gluon-

Schleifen vorhanden sind und außerdem die Higgs-Bosonen an diese wegen mc,c̄ = 0

nicht koppeln. Des Weiteren werden hier keine Beiträge mit Squark-Schleifen be-

trachtet, denn auf Amplituden-Neveau für die Ordnung α2
s sind all diese Beiträge

gleich Null.

Die Anzahl und der Typ der Feynman-Diagramme kann aus einfachen Zwei-Jet-

QCD-Prozessen in führender Ordnung abgeleitet werden, indem man die Higgs-

Gluon-”Vertizes” auf alle möglichen Arten in die Born-Diagramme für 2→ 2-QCD-

Parton-Streuung einsetzt. Alle A0+4-Parton-Amplituden sind dann in niedrigster

Ordnung proportional zu hqg
4
s . Des Weiteren werden in den folgenden Berechnun-

gen alle Kopplungskonstanten und Faktoren, wie der Schleifen-Faktor i/16π2, der

Faktor 4imq, der aus der Berechnung der Dirac-Spuren der Quark-Schleifen resul-

tiert, und alle i’s in einen Gesamtfaktor F absorbiert:

F = 4mqh̃q
g4s

16π2
i = 4mqh̃qα

2
si mit gs =

√
4παs. (3.5)

Im Folgenden werden nur die analytischen Ausdrücke für die Amplituden der ent-

sprechenden Streuprozesse für festgelegte Polarisationen der externen Quarks und

Gluonen in der Feynman-Eichung (2.28) berechnet. Die in den nächsten Kapiteln

vorgestellten Feynman-Diagramme wurden für die jeweiligen Prozesse mit Hilfe

von FeynArts [18] generiert. Für Vereinfachung der analytischen Ausdrücke wur-

den FeynCalc [19], eine Erweiterung für Mathematica [20], und Reduce [21] ver-

wendet. Die numerische Auswertung der Amplituden und die Berechnung des Wir-

kungsquerschnitts erfolgt dann mit Hilfe eines FORTRAN-Programms (VBFNLO).

3.2 Die Prozesse qQ → qQA0 und qq → qqA0

Fügt man in die Born-Diagramme für die Quark-Quark-Streuung,

q

q

q

q

g

q

q

q

qg

Abbildung 3.1: Born-Diagramme für den Prozess qq → qq

eine Dreieck-Schleife hinzu, so ergeben sich die folgenden einfachsten Beiträge zur
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A+ 2-Jet-Produktion:

q

q

q

A0

q

g

g

t

t

t

q

q

q

A0

q

g

g

t

t

t

Abbildung 3.2: Beiträge zum qq → qqA0-Prozess.

Im Falle des qQ→ qQA0-Prozesses, in dem Q ein anderes Quark-Flavor ist, exis-

tieren nur zwei Diagramme, z.B. das erste aus der Abbildung 3.2 und ein weiteres

mit entgegengesetzte Richtung der Quark-Schleife. Alle anderen Subprozesse erhält

man durch entsprechende Crossing-Relationen (3.2). Mit Hilfe des Theorems von

Furry [22] lässt sich zeigen, dass zwei durch Ladungskonjugation in Beziehung ste-

hende Feynman-Diagramme zu einem Diagramm zusammengefasst werden können.

Anhand einer Dreiecks-Schleife wird diese Relation kurz näher erläutert:

←

←

←

←
��

Die Drei-Punkt-Funktionen für die beiden Dreieck-Schleifen haben nun die folgende

Form:

T µν
1 (q1, q2) =

−i
4mq

∫

d4k

iπ2
Sp
[ (k�+mq)
[

k2 −m2
q + iε

]γµ
(k�+ q1�+mq)

[

(k + q1)2 −m2
q + iε

]

× γν (k�+ q1�+ q2�+mq)
[

(k + q1 + q2)2 −m2
q + iε

]γ5
]

(3.6)

T µν
2 (q1, q2) =

−i
4mq

∫

d4k

iπ2
Sp
[ (k�+mq)
[

k2 −m2
q + iε

]γν
(k�+ q2�+mq)

[

(k + q2)2 −m2
q + iε

]

× γµ (k�+ q1�+ q2�+mq)
[

(k + q1 + q2)2 −m2
q + iε

]γ5
]

=
−i
4mq

∫

d4k

iπ2
Sp
[

[

(k + q1 + q2) · γT +mq

]

[

(k + q1 + q2)2 −m2
q + iε

]

(

− γν
)T

×
[

(k + q1) · γT +mq

]

[

(k + q1)2 −m2
q + iε

]

(

− γµ
)T (k · γT +mq)
[

k2 −m2
q + iε

](γ5)T
]
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=
−i
4mq

∫

d4k

iπ2
Sp
[ (k�+mq)
[

k2 −m2
q + iε

]γµ
(k�+ q1�+mq)

[

(k + q1)2 −m2
q + iε

]

×γν (k�+ q1�+ q2�+mq)
[

(k + q1 + q2)2 −m2
q + iε

]γ5
]

= T µν
1 (q1, q2), (3.7)

wobei in der zweiten Zeile der Gleichung (3.7) die Verschiebung k −→ −k− q1− q2
sowie der Ladungskonjugationsoperator,

ĈγµĈ
−1 = −γTµ mit Ĉ = γ0γ2, Ĉ2 = 1 (3.8)

und Ĉγ5Ĉ
−1 = γT5 verwendet wurden. Die Anwendung des Ladungskonjugations-

operators Ĉ führt, abhängig von einer geraden oder ungeraden Anzahl von γµ-

Matrizen, die von den Vertizes herkommen, zu einem Vorzeichenwechsel im Aus-

druck für die Quark-Schleife. Mit der Eigenschaft der Spur, Sp[(γµ)T (γν)T . . .] =

Sp[. . . γνγµ], ergibt sich somit insgesamt für die beiden Schleifen-Tensoren:

T µν
1 (q1, q2) = T µν

2 (q1, q2) ≡ T µν(q1, q2). (3.9)

Der Faktor −i/(4mq) kürzt den entsprechenden aus der Dirac-Spur kommenden

Vorfaktor. Im QED-Prozess γq → γqA0 liefern z.B. Box-Schleifen-Diagramme kei-

nen Beitrag zum Wirkungsquerschnitt, weil diese durch ihre ladungskonjugierten

Partner kompensiert werden.

Für die Berechnungen der Amplituden wurden der Formalismus und die Notation

von [1, 23] verwendet. Hier und in allen folgenden Amplituden werden die Gluon-

Impulse als auslaufend angenommen. Als Spinoralgebra für einen Subprozess, z.B.:

q(p̄1, i1) +Q(p̄3, i3)→ q(p̄2, i2) +Q(p̄4, i4) + A0(P ), (3.10)

wird hier die chirale Darstellung mit masselosen Fermionen, d.h.

p̄21 = p̄22 = p̄23 = p̄24 = 0, P 2 = m2
A0 (3.11)

verwendet. Im Anhang A sind die wichtigsten Eigenschaften dieser Darstellung

kurz angegeben. Jedes externe (Anti-)Fermion lässt sich somit durch einen zwei-

komponentigen Weyl-Spinor der Chiralität τ beschreiben [23]:

ψ (p̄i, σ̄i)τ = Si

√

2p̄0i δσiτχσi
(p̄i) . (3.12)

Der Faktor δσiτ sichert die Helizitätserhaltung, so dass Amplituden nur dann einen

Beitrag liefern, wenn die Helizität σi dem Chiralitätsindex τ gleicht. Außerdem

können sich in Subprozessen die Impulse (p̄i, q̄i) und Helizitäten σ̄i von physika-

lischen Teilchen durch einen Vorzeichenfaktor Si von den Impulsen (pi, qi) und

Helizitäten σi in den entsprechenden Feynman-Diagrammen unterscheiden, z.B.

gilt für Fermionen

pi = Sip̄i und σi = Siσ̄i (3.13)
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mit Si = +1 für Quarks und Si = −1 für Anti-Quarks. Unterschiedliche Kanäle

(3.2),(3.3) sind dann komplett durch diese Vorzeichenfaktoren festgelegt. Alle Fak-

toren der Wellenfunktion wie Spinor-Normierung, Spinor-Komponenten (3.12) und

Polarisationsvektoren εi(q̄i) sind im Folgenden explizit nur von physikalischen Im-

pulsen q̄i abhängig. Die Polarisationsvektoren werden außerdem durch eine ortho-

gonale Basis, die aus den Impulsvektoren aufgebaut ist, ausgedrückt und sind somit

reell, d.h. ε∗i (q̄i) = εi(q̄i). Es gilt [23, 24]:

εi(q̄i, 1) =
(

|~̄qi|q̄iT
)−1(

0, q̄ixq̄iz, q̄iy q̄iz,−q̄2iT
)

, (3.14)

εi(q̄i, 2) =
(

q̄iT
)−1(

0,−q̄iy, q̄ix, 0
)

(3.15)

mit

q̄µi =
(

Ēi, q̄ix, q̄iy, q̄iz
)

, Ēi =
(

|~̄qi|2 +m2
)1/2

, q̄iT =
(

q̄2ix + q̄2iy
)1/2

. (3.16)

Die so definierten Polarisationsvektoren genügen der Transversalitätsbedingung:

q · ε(q) = 0 mit εµ(q) =
(

0,~ε(q)
)

. (3.17)

Als Kurzschreibweise für die externen Fermionen wird die folgende Bra-Ket-Darstellung

eingeführt [1, 23]:

|1〉 = χσ1
(p̄1) ,

〈2| = χ†
σ2
(p̄2) ,

|3〉 = χσ3
(p̄3) ,

〈4| = χ†
σ4
(p̄4) , (3.18)

wobei hier die einlaufenden Fermionen einen ungeraden und die auslaufenden einen

geraden Index tragen. Nun lassen sich die Quark-Gluon-Vertizes und die beiden

Gluon-Propagatoren kompakt zu den effektiven Strömen [1]

Jµ
21 = δσ2σ1

χ†
σ2
(p̄2) (σ

µ)τχσ1
(p̄1)

1

q21
= δσ2σ1

〈2|(σµ)τ |1〉
1

(p1 − p2)2
, (3.19)

Jν
43 = δσ4σ3

χ†
σ4
(p̄4) (σ

ν)τχσ3
(p̄3)

1

q22
= δσ4σ3

〈4|(σµ)τ |3〉
1

(p3 − p4)2
(3.20)

zusammenfassen. Diese Ströme sind natürlich erhalten, so dass gilt

Jµ
21(p1 − p2)µ = 0 und Jν

43(p3 − p4)ν = 0. (3.21)

Die Weyl-Spinoren (3.12) und die Ströme Jµ
21 und Jν

43 können numerisch leicht

berechnet werden [23].

Nun geht es weiter mit der Berechnung der Drei-Punkt-Funktion. Die Auswertung

der Dirac-Spur im Zähler ergibt einen einfachen Ausdruck,

Sp[(k�+mq)γ
µ(k�+ q�1 +mq)γ

ν(k�+ q�1 + q�2 +mq)γ
5] = i4mqε

µναβq1αq2β , (3.22)
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der vom Schleifen-Impuls k unabhängig ist. Nach Passarino-Veltman [25] entspricht

das restliche Schleifen-Integral somit einem C0(q1, q2)-Formfaktor

− iπ2

(2π)4
C0(q1, q2) =

= − iπ2

(2π)4

∫

d4k

iπ2

−1
[k2 −m2

q ][(k + q1)2 −m2
q ][(k + q1 + q2)2 −m2

q ]
, (3.23)

der eine skalare Drei-Punkt-Funktion beschreibt. Für T µν(q1, q2) folgt somit insge-

samt:

T µν(q1, q2) = εµνρηq1ρq2η · C0(q1, q2). (3.24)

Weitere Eigenschaften der Passarino-Veltman-Reduktion sind im Anhang C zu-

sammengefasst.

Bis hierhin wurde aber noch gar nicht die Farbstruktur der Quarks und Gluo-

nen berücksichtigt. Diese Eigenschaft wird anschließend kurz separat behandelt.

Die zugrundeliegende Lie-Algebra wird im Anhang B beschrieben. Die durch La-

dungskonjugation in Beziehung stehenden Dreieck-Schleifen haben die folgende

Farbstruktur:

Sp
[

tbtc
]

T µν
1 (q1, q2) + Sp

[

tctb
]

T µν
2 (q1, q2) = δbcT µν(q1, q2)

mit Sp
[

tbtc
]

=
1

2
δbc. (3.25)

Die Farbgeneratoren tai2i1 , t
d
i4i3 aus den beiden Gluon-Vertizes, die Farbbeiträge

δab, δcd aus den beiden Gluon-Propagatoren und Gleichung (2.19) ergeben zusam-

men:

tai2i1 · δ
ab · δbc · δcd · tdi4i3 = tai2i1t

a
i4i3
. (3.26)

Die ii sind die Farbindizes der jeweiligen Quarks oder Anti-Quarks. Die Streuam-

plitude für unterschiedliche Flavors ist dann gegeben durch

AqQ = F qQJµ
21J

ν
43Tµν(q1, q2)t

a
i2i1t

a
i4i3 (3.27)

mit

F qQ = S1S2S3S44
√

p̄01p̄
0
2p̄

0
3p̄

0
4F (3.28)

und dem Faktor F aus Gleichung (3.5). Für zwei identische Quarks muss Pauli-

Interferenz berücksichtigt werden. Das bedeutet, dass zur Gleichung (3.27) noch

die Amplitude mit vertauschten Quarks 2 und 4 hinzu addiert wird:

Aqq = Aqq
2143t

a
i2i1
tai4i3 −A

qq
4123t

a
i4i1
tai2i3 . (3.29)

Die Vertauschung der beiden Quark-Spinoren führt außerdem zu einem Vorzei-

chenwechsel für die Aqq
4123-Amplitude.
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3.2.1 Quadrierte Matrixelemente für den Wirkungsquer-

schnitt

Letztendlich wird für die Berechnung des Wirkungsquerschnitts die quadrierte Am-

plitude, summiert über die Farbe der einlaufenden und auslaufenden Teilchen,

benötigt:

∑

Farbe

|Aqq|2 =
(

|A2143|2 + |A4123|2
) N2 − 1

4
+ 2Re(A2143A∗

4123)
N2 − 1

4N
(3.30)

mit

∑

i1,i2,i3,i4

tai2i1t
a
i4i3(t

b
i2i1t

b
i4i3)

† =
∑

i1,i2,i3,i4

tai2i1t
a
i4i3t

b
i1i2t

b
i3i4

= Sp
[

tatb
]

Sp
[

tatb
]

=
N2 − 1

4
(3.31)

und

∑

i1,i2,i3,i4

tai2i1t
a
i4i3t

b
i3i2t

b
i1i4 = Sp

[

tbtatbta
]

= −N
2 − 1

4N
. (3.32)

Mit A4123 = 0 in Gleichung (3.30) erhält man die quadrierten Matrixelemente für

AqQ.

3.3 Der Prozess qg → qgA0

Als Ausgangspunkt für einen Subprozess

g(q̄1, a1) + q(p̄1, i1)→ g(q̄2, a2) + q(p̄2, i2) + A0(P ) (3.33)

sind folgende Born-Diagramme wichtig:

q

g

q

gq

q

g

q

g

g

q

g

q

gq

Abbildung 3.3: Born-Diagramme für den Prozess qg → qg.

Die ai sind die Farbindizes der Gluonen in der adjungierten Darstellung. Des

Weiteren werden wieder in alle Gluon-Propagatoren und äußeren Gluon-Beinchen

Dreieck-Schleifen eingefügt:
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Abbildung 3.4: Beiträge mit einer Dreieck-Schleife zum qg → qgA0-Prozess.

Zusätzliche Beiträge erhält man durch das Hinzufügen von Box-Schleifen in das

Drei-Gluon-Vertex-Born-Diagramm:

q

g

q

A0
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g
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Abbildung 3.5: Beiträge mit einer Box-Schleife zum qg → qgA0-Prozess .

Insgesamt tragen zwanzig Feynman-Diagramme zu diesem Prozess und zu den

durch Crossing-Relationen (3.3) enstehenden Prozessen bei. Die zehn nicht auf-

geführten Feynman-Diagramme entsprechen den Diagrammen mit entgegengesetz-

tem Schleifen-Impuls k. Die Gluon-Impulse werden wie vorher als auslaufend an-

genommen, und es gilt

p̄21 = p̄22 = q̄21 = p̄22 = 0, P 2 = m2
A0 . (3.34)

Es befinden sich jetzt außerdem nicht nur Quarks in Anfangs- und Endzuständen,

sondern auch Gluonen. Für die Emission eines Gluons auf der Massenschale in der

Nähe eines externen Quarks wird die folgende Kurzschreibweise eingeführt:

|qi, 1〉 = (p�1 − q�i)−σ1
(ε�i)σ1

χσ1
(p̄1)

1

(p1 − qi)2
, (3.35)

〈2, qi| = χ†
σ2
(p̄2)(ε�i)σ2

(p�2 + q�i)−σ2

1

(p2 + qi)2
. (3.36)
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3.3.1 Dreieck-Diagramme für den Prozess qg → qgA0

Die Drei-Punkt-Funktion für die vier Feynman-Diagramme mit nur einfachen Gluon-

Vertizes hat die folgende allgemeine Form:

Tµν = −εµναβqαi P βC0

(

qi,−(qi + P )
)

. (3.37)

Für die Berechnungen ist es vorteilhaft, die Polarisationsvektoren εµi = εµi (q̄i) von

externen Gluonen mit eingefügter Dreieck-Schleife zu effektiven Polarisationsvek-

toren

eiA0ν = ενµαβε
µ
i q

α
i P

βC0

(

qi,−(qi + P )
)

(qi + P )2
(3.38)

zusammenzufassen. Die vier Amplituden lauten somit:

Aqg
1234 =

(

tatb
)

i2i1
Ãqg

12 +
(

tbta
)

i2i1
Ãqg

34

=
(

tatb
)

i2i1

[

〈2|(e�1A)σ1
|q2, 1〉+ 〈2, q1|(e�2A)σ1

|1〉
]

+
(

tbta
)

i2i1

[

〈2|(e�2A)σ1
|q1, 1〉+ 〈2, q2|(e�1A)σ1

|1〉
]

. (3.39)

Der Farbfaktor
(

tatb
)

i2i1
ergibt sich aus dem Farbbeitrag δbd des Gluon-Propagators

mit effektiven Polarisationsvektor e1/2A0 und den beiden einfachen Gluon-Vertizes

tdi2i1 , t
a
i2i1

. Ähnliches gilt für
(

tbta
)

i2i1
, jedoch mit vertauschten externen Gluonen.

Die restlichen drei Feynman-Diagramme mit einer Dreieck-Schleife besitzen einen

Drei-Gluon-Vertex [Anhang D]. Davon enthalten zwei Diagramme Gluonen mit

effektivem Polarisationsvektor e1/2A0 (3.38). Die Impulskonfigurationen an diesem

Vertex haben die folgende Form:

p = −q1 − P k = −q2 q = −(p2 − p1) mit e1A

p = −q1 k = −q2 − P q = −(p2 − p1) mit e2A

p = −q1 k = −q2 q = q1 + q2 virtuell.

Die Amplituden dieser Feynman-Diagramme lauten somit:

Aqg
567 =

[

ta, tb
]

i2i1
Ãqg

567 =
[

ta, tb
]

i2i1

×
[

2
(

e1A · ε2J21 · q2 − e1A · J21ε2 · (p2 − p1)− e1A · q2J21 · ε2
)

− 2
(

e2A · ε1J21 · q1 − e2A · q1J21 · ε1 − e2A · J21ε1 · (p2 − p1)
)

+ 2εµναβJ
ν
21

[

ε1 · ε2qα1 qβ2 (p2 − p1)β +
(

ε2 · q1εµ1 − ε1 · q2εµ2
)

× (q1 + q2)
α(p2 − p1)β

]

· C0(p2 − p1, q1 + q2)

(q1 + q2)2

]

. (3.40)

Für den Quarkstrom J21 wurde wieder die Gleichung (3.19) verwendet. Die Feynman-

Diagramme mit ladungskonjugiertem Dreieck-Schleife wurden in den Amplituden

Aqg
1234 und Aqg

567 unter Verwendung von Gleichung (3.25) mit berücksichtigt.
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3.3.2 Box-Diagramme für den Prozess qg → qgA0

Die Vier-Punkt-Funktion B̄µνα
1 (q1, q2, q3) mit der Gluon-Permutation (1, 2, 3) und

die ladungskonjugierte Version B̄µνα
2 (q1, q2, q3) haben die folgende Form:

B̄µνα
1 (q1, q2, q3) =

−i
4mq

∫

d4k

iπ2
Sp
[ (k�+mq)
[

k2 −m2
q + iε

]γµ
(k�+ q1�+mq)

[

(k + q1)2 −m2
q + iε

]

×γν (k�+ q1�+ q2�+mq)
[

(k + q1 + q2)2 −m2
q + iε

]γα
(k�+ q1�+ q2�+ q3�+mq)

[

(k + q1 + q2 + q3)2 −m2
q + iε

]γ5
]

, (3.41)

B̄µνα
2 (q1, q2, q3) =

−i
4mq

∫

d4k

iπ2
Sp
[ (k�+mq)
[

k2 −m2
q + iε

]γα
(k�+ q3�+mq)

[

(k + q3)2 −m2
q + iε

]

×γν (k�+ q2�+ q3�+mq)
[

(k + q2 + q3)2 −m2
q + iε

]γµ
(k�+ q1�+ q2�+ q3�+mq)

[

(k + q1 + q2 + q3)2 −m2
q + iε

]γ5
]

. (3.42)

Die weiteren Permutationen (2, 3, 1) und (3, 1, 2) können durch zyklisches Vertau-

schen der Grundpermutation (1, 2, 3) erreicht werden. Der Faktor −i/(4mq) kürzt

wieder den entsprechenden aus der Dirac-Spur kommenden Vorfaktor. Nach der

Auswertung der Dirac-Spur und mit der Verwendung der Abkürzung

εµναβaµbνcαdβ = εabcd (3.43)

ergibt aus dem mit den Polarisationsvektoren der externen Gluonen εµ1 , ε
ν
2 und dem

Quarkstrom Jα
21 kontrahierte Tensor B̄1µνα(q1, q2, q3) der folgende Beitrag:

Ãqg
8 = B̄1µνα(q1, q2, q3)ε

µ
1ε

ν
2J

α
21 =

[

εJ21q1q2q3ε1 · ε2 − εε2q1q2q3ε1 · J21 + εε2J21q2q3ε1 · q1 − εε2J21q1q3ε1 · q2

+ εε2J21q1q2ε1 · q3 + εε1q1q2q3ε2 · J21 + εε1J21q2q3ε2 · q1 − εε1J21q1q2ε2 · q3
− εε1ε2q2q3J21 · q1 + εε1ε2q1q3J21 · q2 + εε1ε2J21q3q1 · q2 − εε1ε2J21q2q1 · q3
+ εε1ε2J21q1q2 · q3 + εε1J21q1q3

(

2ε2 · q1 + ε2 · q2
)

+ εε1ε2q1q2
(

2(J21 · q1

+ J21 · q2) + J21 · q3
)

]

·D0(q1, q2, q3)

− εε1ε2J21q3 · C0(q1 + q2, q3)− εε1ε2J21q1 · C0(q1, q2 + q3)

+ 2εε2J21q2q3εµ1Dµ(q1, q2, q3) + 2εε1J21q1q3εµ2Dµ(q1, q2, q3)

+ 2εε1ε2q1q2Jµ
21Dµ(q1, q2, q3). (3.44)

Der Formfaktor D0(q1, q2, q3) entspricht einer skalaren Vier-Punkt-Funktion. Die

Amplitude beinhaltet außerdem ein weiteres Tensorintegral Dµ(q1, q2, q3), das pro-

portional zum Schleifen-Impuls-Vektor kµ ist. Dieses lässt sich folgendermaßen mit
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Hilfe der Passarino-Veltman-Methode [25] nach den Gluon-Impulsen q1, q2 und q3
kovariant zerlegen

Dµ(q1, q2, q3) = q1µD11 + q2µD12 + q3µD13. (3.45)

Die Berechnung der FunktionenD11, D12 undD13 wird im Anhang C näher erläutert.

Die Terme mit den Faktoren (ε1 · q1), (ε2 · q2), (J21 · q3) in Gleichung (3.44) lie-

fern eigentlich keinen Beitrag, weil der Strom (3.21) erhalten ist und die Polari-

sationsvektoren senkrecht auf den jeweiligen Impulsen stehen. Diese Terme sind

jedoch relevant für numerische Eichinvarianz-Tests, bei denen der Polarisations-

vektor durch den entsprechenden Impulsvektor ersetzt wird [Kapitel 4]. Weil die

Box-Schleife durch ein virtuelles Gluon mit dem Quark-Strom verbunden ist, lie-

fert einer der oben genannten Terme nach der Ersetzung immer einen endlichen

Beitrag.

Die Anwendung von Furrys Theorem auf die Box-Tensoren B̄µνα
1 (q1, q2, q3) und

B̄µνα
2 (q1, q2, q3) ergibt:

B̄µνα
1 (q1, q2, q3) = −B̄µνα

2 (q1, q2, q3) ≡ B̄µνα(q1, q2, q3). (3.46)

Daraus folgt für die Farbstruktur

Sp
(

tatbtc
)

B̄µνα
1 (q1, q2, q3) + Sp

(

tctbta
)

B̄µνα
2 (q1, q2, q3)

=
[

Sp
(

tatbtc
)

− Sp
(

tctbta
)]

B̄µνα(q1, q2, q3) =
i

2
fabcB̄µνα(q1, q2, q3). (3.47)

Das Ergebnis lässt sich leicht verifizieren, wenn man die Kommutatorrelation für

die Farbgeneratoren
[

ta, tb
]

= ifabctc und die zyklische Invarianz der Spur ausnutzt.

Eleganter funktioniert es aber auch mit dieser Identität

Sp
(

tatbtc
)

=
1

4

(

dabc + ifabc
)

, (3.48)

wobei dabc total symmetrisch und fabc total antisymmetrisch ist [Anhang B].

Die Summe der sechs Box-Diagramme ist dann proportional zum einzelnen Farb-

faktor fabc. Wegen der Bose-Symmetrie der Gluonen ist der kinematische Box-

Tensor

Bµνα(q1, q2, q3) =
1

2

[

B̄µνα(q1, q2, q3) + B̄ναµ(q2, q3, q1) + B̄αµν(q3, q1, q2)
]

(3.49)

total antisymmetrisch in den Gluon-Indizes (qi, µ, ν, α), i = 1, 2, 3. Die volle Am-

plitude sieht nun folgendermaßen aus:

Aqg = F qg
{

(

tatb
)

i2i1
Ãqg

12 +
(

tbta
)

i2i1
Ãqg

34

+
[

ta, tb
]

i2i1

(

Ãqg
567 − εµ1εν2Jα

21Bµνα(q1, q2, q3)
)

}

(3.50)

mit

F qg = −S1S22
√

p̄01p̄
0
2δσ1σ2

F (3.51)

und Faktor F aus Gleichung (3.5).
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3.3.3 Quadrierte Matrixelemente für den Wirkungsquer-

schnitt

Als Ausgangspunkt für die Berechnung der quadrierten Matrixelemente wird die

folgende Farbstruktur

Aqg =
(

tatb
)

i2i1
Aqg

ab +
(

tbta
)

i2i1
Aqg

ba (3.52)

verwendet. Für die über Farben summierte quadrierte Amplitude gilt somit:

∑

Farbe

|Aqg|2 =
(

|Aqg
ab|2 + |A

qg
ba|2
)

(

N2 − 1
)2

4N
− 2Re

[

Aqg
ab

(

Aqg
ba

)∗
]N2 − 1

4N
(3.53)

mit
∑

Farbe

(tatb)i2i1(t
atb)†i1i2 = Sp

[

tatatbtb
]

=

(

N2 − 1
)2

4N
(3.54)

und
∑

Farbe

(tatb)i2i1(t
bta)†i1i2 = Sp

[

tatbtatb
]

= −N
2 − 1

4N
. (3.55)

3.4 Der Prozess gg → ggA0

Für den Subprozess

g(q̄21, a1) + g(q̄22, a2)→ g(q̄23, a3) + g(q̄24, a4) + A0(P ) (3.56)

sind wieder folgende Born-Diagramme für gg → gg-Streuung wichtig:

g

g

g

g
g

g

g

gg

g

g

g

g

g

g

g

g

gg

Abbildung 3.6: Born-Diagramme für den qg → qg-Prozess.

Die ai sind die Farbindizes der Gluonen in der adjungierten Darstellung. Dieser

Prozess enthält, mit Berücksichtigung von Beiträgen mit einer ladungskonjugier-

ten Schleife, insgesamt 98 Feynman-Diagramme. Im Anhang E sind die 49 grund-

legenden Feynman-Diagramme abgebildet. Diese sind aufgeteilt in 19 Beiträge, die

eine Dreieck-Schleife, 18 Beiträge, die eine Box-Schleife und 12 Beiträge, die eine

Pentagon-Schleife enthalten. Des Weiteren gilt für alle externen Gluonen und das

Higgs-Boson:

q̄21 = q̄22 = q̄23 = q̄24 = 0, P 2 = m2
A0 . (3.57)
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3.4.1 Pentagon-Diagramme für den Prozess gg → ggA0

Es werden zuerst die Beiträge mit einer Pentagon-Schleife betrachtet, denn mit

ihrer Hilfe läßt sich die Farbstruktur sowohl für die Diagramme mit einer Dreieck-

Schleife als auch mit einer Box-Schleife vorgeben. Der Pentagon-Tensor P µναβ hat

die folgende Form:

P µναβ(q1, q2,q3, q4) =
−i
4mq

∫

d4k

iπ2
Sp
[ (k�+mq)
[

k2 −m2
q + iε

]γµ

× (k�+ q�1 +mq)
[

(k + q1)2 −m2
q + iε

]γν
(k�+ q�12 +mq)

[

(k + q12)2 −m2
q + iε

]γα

× (k�+ q�123 +mq)
[

(k + q123)2 −m2
q + iε

]γβ
(k�+ q�1234 +mq)

[

(k + q1234)2 −m2
q + iε

]γ5
]

. (3.58)

Der Faktor −i/4mq kürzt wieder den entsprechenden Beitrag aus der Dirac-Spur,

und die Abkürzung q12 bedeutet q12 = q1 + q2. Dies gilt analog für q123 und q1234.

Die Dirac-Spur von P µναβ wurde von Prof. D. Zeppenfeld mit Hilfe von Reduce

[21] und einer geeigneten Auswahl an Propagatoren auf Terme, die nur C0-, D0-,

Dµ-, E0- und Eµ-Form-Faktoren enthalten, reduziert. Die komplette Reduktion ist

im Anhang F angegeben.

Die Beiträge aus der Summe der ladungskonjugierten Pentagon-Diagramme sind

dann proportional zu der Summe von zwei Farbgeneratorspuren. Aus der Invarianz

der Spur unter zyklischen Permutationen ergeben sich nur (4−1)! = 6 unabhängige

Farbspuren, die zu drei unabhängigen Farbstrukturen kombiniert werden können

[1]:

c1 = Sp
[

tatbtctd
]

+ Sp
[

tatdtctb
]

,

c2 = Sp
[

tatctdtb
]

+ Sp
[

tatbtdtc
]

, (3.59)

c3 = Sp
[

tatdtbtc
]

+ Sp
[

tatctbtd
]

.

Die Auswertung der Spuren für Fermionen in der fundamentalen Darstellung der

SU(N) ergibt für die Farbkoeffizienten ci:

c1 =
1

4

(

2

N
δabδcd + dabmdcdm − fabmf cdm

)

,

c2 =
1

4

(

2

N
δacδdb + dacmddbm − facmf dbm

)

, (3.60)

c3 =
1

4

(

2

N
δadδbc + dadmdbcm − fadmf bcm

)

.
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Die ci sind reell, weil fabc und dabc reelle Zahlen sind. Mit Hilfe dieser Farbkoeffi-

zienten lassen sich nun nützliche Identitäten herleiten,

c1 − c2 = −
1

2
fabmf cdm =⇒ fabmf cdm = 2

(

c2 − c1
)

,

c3 − c1 = −
1

2
fadmf bcm =⇒ fadmf bcm = 2

(

c1 − c3
)

, (3.61)

c2 − c3 = −
1

2
facmf dbm =⇒ facmf dbm = 2

(

c3 − c2
)

,

die für die Farbstrukturen der restlichen Feynman-Diagramme verwendet werden

können. Bildet man außerdem die Summe aus den Differenzen der ci (3.61), so

sieht man, dass diese die Jacobi-Identität

−2
[

(

c1 − c2
)

+
(

c3 − c1
)

+
(

c2 − c3
)

]

= fabmf cdm + fadmf bcm + facmf dbm

= 0 (3.62)

erfüllen.

3.4.2 Box-Diagramme für den Prozess gg → ggA0

Alle Diagramme mit einer Box-Schleife enthalten einen Drei-Gluon-Vertex, der

proportional zu der entsprechenden Strukturkonstante fabc ist [Anhang D]. Die

Summe der ladungskonjugierten Box-Diagramme liefert eine weitere Strukturkon-

stante f (3.47), so dass der Gesamtfarbfaktor dieser Beiträge dem Produkt zweier

Strukturkonstanten entspricht. Mit Hilfe von (3.61) lassen sich nun diese Produkte

auch als Differenzen von Farbfaktoren ci darstellen.

Für einen Beitrag mit der Permutation (q1+q2, q3, q4) hat die Amplitude mit Farb-

struktur fabmf cdm die folgende Form:

2
(

c2 − c1
)

[

Bραβ

(

q1 + q2, q3, q4
)

ε1µε2νε
α
3 ε

β
4

×
(

gµν(q2 − q1)ρ − gνρ(q1 + 2q2)
µ + gµρ(2q1 + q2)

ν
)

]

. (3.63)

Außerdem gilt für die Gluon-Impulse am Drei-Gluon-Vertex [Anhang D]:

k = −q1 p = −q2 q = q1 + q2.

Die zwei weiteren Permutationen (q3, q4, q1 + q2) und (q4, q1 + q2, q3), die durch

zyklisches Vertauschen hervorgehen, haben natürlich die gleiche Farbstruktur. Als

nächstes werden noch für die restlichen fünfzehn Diagramme die entsprechenden

Farbstrukturen angegeben:

•
(

q1 + q3, q2, q4
)

;
(

q2, q4, q1 + q3
)

;
(

q4, q1 + q3, q2
)

−→ facmf bdm = −2
(

c3 − c2
)

, (3.64)
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•
(

q1 + q4, q2, q3
)

;
(

q2, q3, q1 + q4
)

;
(

q3, q1 + q4, q2
)

−→ fadmf bcm = 2
(

c1 − c3
)

, (3.65)

•
(

q2 + q3, q1, q4
)

;
(

q1, q4, q2 + q3
)

;
(

q4, q2 + q3, q1
)

−→ f bcmfadm = 2
(

c1 − c3
)

, (3.66)

•
(

q2 + q4, q1, q3
)

;
(

q1, q3, q2 + q4
)

;
(

q3, q2 + q4, q1
)

−→ f bdmfacm = −2
(

c3 − c2
)

, (3.67)

•
(

q3 + q4, q1, q2
)

;
(

q1, q2, q3 + q4
)

;
(

q2, q3 + q4, q1
)

−→ f cdmfabm = 2
(

c2 − c1
)

. (3.68)

3.4.3 Dreieck-Diagramme für den Prozess gg → ggA0

Für diese Beiträge gelten die gleichen Argumente für die Farbstruktur wie im

vorherigen Abschnitt. Vier Diagramme enthalten einen Vier-Gluon-Vertex und

sind somit proportional zum Produkt aus zwei Strukturkonstanten [Anhang D].

Die restlichen Diagramme enthalten immer zwei Drei-Gluon-Vertizes. Für diese

Beiträge muss auch ein Vorzeichenwechsel bei F berücksichtigt werden. All diese

Feynman-Diagramme lassen sich nun in drei Bereiche einteilen:

3.4.3.1 Diagramme mit zwei Drei-Gluon-Vertizes ohne effektiven Po-

larisationsvektor

Für die Permutation (q1+q2, q3+q4) ergibt sich folgende Gluonimpulskonfiguration

an den beiden Drei-Gluon-Vertizes:

p = −q2 k = −q1 q = (q1 + q2) Vertex 1,

p = −q3 k = (q3 + q4) q = −q4 Vertex 2.

Die Amplitude mit Farbstruktur fabmf cdm sieht für diesen Beitrag nun folgender-

maßen aus

(

c2 − c1
)

[

Tρσ
(

q1 + q2, q3 + q4
)

ε1µε2νε3αε4β

×
(

gµν(q2 − q1)ρ − gνρ(q1 + 2q2)
µ + gµρ(2q1 + q2)

ν
)

×
(

gαβ(q4 − q3)σ − gβσ(q3 + 2q4)
α + gασ(2q3 + q4)

β
)

]

. (3.69)

Die restlichen zwei Diagramme haben dann folgende Farbstruktur:
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• (q1 + q3, q2 + q4)

−→ facmf bdm = −2(c3 − c2), (3.70)

• (q1 + q4, q2 + q3)

−→ fadmf bcm = 2(c1 − c3). (3.71)

3.4.3.2 Diagramme mit zwei Drei-Gluon-Vertizes und effektiven Pola-

risationsvektor

Die Drei-Gluon-Vertizes sind hier über ein virtuelles Gluon miteinander verbunden.

Die Amplitude für die Konfiguration (q1 + q2, e3A0 , q4) hat die folgende Form:

2
(

c1 − c2
)

ε1µε2νe3A0αε4β

×
(

gµν(q1 − q2)ρ − gνρ(q2 + q3 + q4 + P )µ + gµρ(q1 + q3 + q4 + P )ν
)

×
(

gαβ(q4 − q3 − P )ρ + gαρ(2q3 + q4 + 2P )β − gβρ(q3 + 2q4 + p)α
)

, (3.72)

wobei e3A0α der effektiven Polarisationsvektor (3.38) ist. Des Weiteren werden noch

die restlichen Permutationen aufgelistet:

• (q1 + q2, q3, e4A0)

−→ fabmf cdm = 2
(

c2 − c1
)

, (3.73)

• (q1 + q3, e2A0, q4)

−→ facmf bdm = −2
(

c3 − c2
)

, (3.74)

• (q1 + q3, q2, e4A0)

−→ facmf bdm = −2
(

c3 − c2
)

, (3.75)

• (q1 + q4, e2A0, q3)

−→ fadmf bcm = 2
(

c1 − c3
)

, (3.76)

• (q1 + q4, q2, e3A0)

−→ fadmf bcm = 2
(

c1 − c3
)

, (3.77)

• (q2 + q3, e1A0, q4)

−→ f bcmfadm = 2
(

c1 − c3
)

, (3.78)

• (q2 + q3, q1, e4A0)

−→ f bcmfadm = 2
(

c1 − c3
)

, (3.79)

• (q2 + q4, e1A0, q3)

−→ f bdmfacm = −2
(

c3 − c2
)

, (3.80)
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• (q2 + q4, q1, e3A0)

−→ f bdmfacm = −2
(

c3 − c2
)

, (3.81)

• (q3 + q4, e1A0 , q2)

−→ f cdmfabm = 2
(

c2 − c1
)

, (3.82)

• (q3 + q4, q1, e2A0)

−→ f cdmfabm = 2
(

c2 − c1
)

. (3.83)

3.4.3.3 Diagramme mit einem Vier-Gluon-Vertex und effektiven Pola-

risationsvektor

Die vier Beiträge mit einem Vier-Gluon-Vertex [Anhang D] enthalten noch jeweils

zusätzlich einen effektiven Polarisationsvektor eia mit i = 1, 2, 3, 4. Als Beispiel

wird hier die Permutation (e1A, q2, q3, q4) gleich mit den entsprechenden Farbkoef-

fizienten ci angegeben:

2
(

c2 − c1
)

(

(

e1A · ε3
)(

ε2 · ε4
)

−
(

e1A · ε4
)(

ε2 · ε3
)

)

−2
(

c3 − c2
)

(

(

e1A · ε2
)(

ε3 · ε4
)

−
(

e1A · ε4
)(

ε2 · ε3
)

)

+2
(

c1 − c3
)

(

(

e1A · ε2
)(

ε3 · ε4
)

−
(

e1A · ε3
)(

ε2 · ε4
)

)

. (3.84)

Die restlichen Permutationen lauten:

(q1, e2A, q3, q4), (q1, q2, e3A, q4), (q1, q2, q3, e4A). (3.85)

Insgesamt können nun alle Farbstrukturen, die zum Prozess gg → ggA0 beitragen,

durch die Farbkoeffizienten ci aus Gleichung (3.59) ausgedrückt werden. Die vollen

Amplituden lassen sich somit in folgender Weise zerlegen:

Agg =
3
∑

i=1

ciAgg
i = F

3
∑

i=1

ciÃgg
i , (3.86)

mit Faktor F aus Gleichung (3.5).

3.4.4 Quadrierte Matrixelemente für den Wirkungsquer-

schnitt

Die quadrierte Amplitude, summiert über die Farben der externen Gluonen, ergibt

∑

Farbe

|Agg|2 =
3
∑

i,j=1

Agg
i

(

Agg
j

)∗
∑

Farbe

cicj . (3.87)
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Mit der Verwendung der Gleichung (3.60) findet man heraus, dass

C1 ≡
∑

Farbe

cici =

(

N2 − 1
)(

N4 − 2N2 + 6
)

8N2
, (keine Sum. über i), (3.88)

C2 ≡
∑

Farbe

cicj =

(

N2 − 1
)(

3−N2
)

4N2
, i 6= j, (3.89)

gilt. Der komplette Ausdruck für die Amplitude lautet somit

∑

Farbe

|Agg|2 = C1
3
∑

i=1

|Agg
i |2 + C2

3
∑

i,j=1; i 6=j

Agg
i

(

Agg
j

)∗
. (3.90)

34



Kapitel 4

Checks

Die im Kapitel 3 berechneten Amplituden für die Prozesse qq → qqA0, qg → qgA0

und gg → ggA0 wurden in Fortran programmiert und in das Programm VBFNLO

integriert. Mit Hilfe von VBFNLO wurden diese numerisch auf Lorentz- und Ei-

chinvarianz getestet. Außerdem ergibt der Vergleich der Wirkungsquerschnitte und

Amplituden für große Quark-Massen (z.B. 5000 GeV) eine gute Übereinstimmung

mit denen der effektiven Theorie innerhalb der statistischen Fehler des Programms.

Zusätzlich werden die Wirkungsqurschnitte der oben genannten Prozesse mit den

Wirkungsquerschnitten der Programme HadCalc [26] und Hadron2to3 [27] vergli-

chen und ergeben innerhalb statistischer Fehler die gleichen Ergebnisse. In den

folgenden Abschnitten werden die verwendeten Test-Methoden näher erläutert.

4.1 Eichinvarianz

Eichinvarianz fordert, dass Amplituden unter der Ersetzung

εi(qi) −→ εi(qi) + κiqi (4.1)

für beliebige Werte von κi invariant sein müssen. Der zweite Term in Gleichung

(4.1) impliziert somit das Verschwinden der Amplitude, wenn ein Polarisations-

vektor εi für ein einzelnes Gluon gegen den entsprechenden Impulsverktor qi aus-

getauscht wird. Diese Beziehung ist die bekannte Ward-Identität. Für den Prozess

qg → qgA0 gelten somit

qµ1 ε
ν
2

(

Aqg
)

µν
= 0,

εµ1q
ν
2

(

Aqg
)

µν
= 0 (4.2)
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und für gg → ggA0

qµ1 ε
ν
2ε

α
3 ε

β
4

(

Agg
)

µναβ
= 0,

εµ1q
ν
2ε

α
3 ε

β
4

(

Agg
)

µναβ
= 0,

εµ1ε
ν
2q

α
3 ε

β
4

(

Agg
)

µναβ
= 0,

εµ1ε
ν
2ε

α
3 q

β
4

(

Agg
)

µναβ
= 0. (4.3)

Die im Fortran-Programm integrierten Routinen für die Dreieck-, Box- und Penta-

gon-Schleifen lassen sich auch separat durch numerische Tests überprüfen.

Die Kontraktion des Dreieck-Schleifen-Tensors Tµν(q1, q2) mit dem Impuls qµ1 oder

qµ2 muss aufgrund der totalen Antisymmetrie des vier-dimensionalen Levi-Civita-

Symbols (3.22) verschwinden:

qµ1Tµν(q1, q2) = qµ2Tµν(q1, q2) = 0. (4.4)

Die Vier-Punkt-Funktion Bµνα(q1, q2, q3) der Box-Schleife kann durch die Ersetzung

qµ1γµ =
(

k�+ q�1 −mq

)

−
(

k�−mq

)

(4.5)

auf die Differenz von zwei Drei-Punkt-Funktionen reduziert werden, d.h.

qµ1Bµνα(q1, q2, q3) (4.6)

=
−i
4mq

∫

d4k

iπ2
Sp
[(k�+mq)(k�+ q�1 −mq)(k�+ q�1 +mq)
[

k2 −m2
q + iε

] [

(k + q1)2 −m2
q + iε

]

× γν
(k�+ q�12 +mq)

[

(k + q12)2 −m2
q + iε

]γα
(k�+ q�123 +mq)

[

(k + q123)2 −m2
q + iε

]γ5
]

− −i
4mq

∫

d4k

iπ2
Sp
[ (k�+mq)(k�−mq)(k�+ q�1 +mq)
[

k2 −m2
q + iε

] [

(k + q1)2 −m2
q + iε

]

× γν
(k�+ q�12 +mq)

[

(k + q12)2 −m2
q + iε

]γα
(k�+ q�123 +mq)

[

(k + q123)2 −m2
q + iε

]γ5
]

=
−i
4mq

∫

d4k

iπ2
Sp
[ (k�+mq)
[

k2 −m2
q + iε

]γν
(k�+ q�12 +mq)

[

(k + q12)2 −m2
q + iε

] (4.7)

× γα
(k�+ q�123 +mq)

[

(k + q123)2 −m2
q + iε

]γ5
]

− −i
4mq

∫

d4k

iπ2
Sp
[ (k�+mq)
[

k2 −m2
q + iε

]γν
(k�+ q�2 +mq)

[

(k + q2)2 −m2
q + iε

] (4.8)

× γα
(k�+ q�23 +mq)

[

(k + q23)2 −m2
q + iε

]γ5
]

= Tνα(q12, q3)− Tνα(q2, q3), (4.9)
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wobei
(

k�−mq

)(

k�+mq

)

= k2−m2
q , analog für k�+q�1 und Verschiebung k+q1 −→ k

im zweiten Term verwendet wurden. Des Weiteren ergeben die Kontraktionen mit

den restlichen Impulsen qν2 und qα3 :

qν2Bµνα(q1, q2, q3) = Tµα(q1, q23)− Tµα(q12, q3), (4.10)

qα3Bµνα(q1, q2, q3) = Tµν(q1, q2)− Tµν(q1, q23). (4.11)

Analog lässt sich auch die Fünf-Punkt-Funktion auf eine Differenz von Vier-Punkt-

Funktionen reduzieren:

qµ1Pµναβ(q1, q2, q3, q4) = Bναβ(q12, q3, q4)− Bναβ(q2, q3, q4), (4.12)

qν2Pµναβ(q1, q2, q3, q4) = Bµαβ(q1, q23, q4)− Bµαβ(q12, q3, q4), (4.13)

qα3Pµναβ(q1, q2, q3, q4) = Bµνβ(q1, q2, q34)−Bµνβ(q1, q23, q4), (4.14)

qβ4Pµναβ(q1, q2, q3, q4) = Bµνα(q1, q2, q3)−Bµνα(q1, q2, q34). (4.15)

Ein weiterer Test für die Pentagon-Diagramme ergibt sich, wenn man den QED-

Prozess γγ → γγA0 betrachtet. Diagramme mit einem Drei- und Vier-Boson-

Vertex müssen nicht berücksichtigt werden, denn in der QED sind diese Vertex-

Strukturen nicht vorhanden. Wie schon im Kapitel 3 erwähnt wurde, verschwinden

in der QED alle ladungskonjugierten Beiträge mit einer Box-Schleife, wenn man in

Gleichung (3.47) die Farbgeneratoren ta durch den QED-Generator 1 ersetzt. Bil-

det man die Summe aller auf die Differenz zweier Vier-Punkt-Funktion reduzierten

Pentagon-Beiträge, so muss diese in diesem QED-Prozess auch verschwinden.

4.2 Lorentz-Invarianz

In diesem Test wurden die quadrierten Matrixelemente auf Lorentz-Invarianz über-

prüft. Dieser Test ist außerdem eng mit der im vorherigen Unterkapitel beschriebe-

ne Eichinvarianz verknüpft, denn die Matrixelemente mit den geboosteten Impuls-

und Polarisationsvektoren müssen genauso die Ward-Identitäten aus Gleichungen

(4.2) und (4.3) erfüllen. Der Lorentz-Boost für diesen Test hat die folgende Form

[28]:

x
′

0 = γ
(

x0 − ~β · ~x
)

,

~x
′

= ~x+
(γ − 1)

β2

(

~β · ~x
)

~β − γ~βx0 (4.16)

mit

~β =
~v

c
, β = |~β| , γ =

1
√

1− β2
. (4.17)
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Der Referenzvektor ~v kann hier jedoch in beliebige Richtung gewählt werden. Der

in Gleichung (4.17) angegebene Zusammenhang zwischen β und γ sowie deren

Wertebereiche

0 ≤ β < 1 und 1 ≤ γ <∞ (4.18)

erlauben die alternative Parametrisierung

β = tanh(ζ), γ = cosh(ζ), γβ = sinh(ζ), (4.19)

wobei ζ als Boost-Parameter oder Rapidität bezeichnet wird. Die Gleichungen

(4.16) lauten nun folgendermaßen:

x
′

0 = cosh(ζ)x0 − sinh(ζ)~n · ~x,

~x
′

= ~x+
(

cosh(ζ)− 1
)(

~n · ~x
)

~n− sinh(ζ)x0~n (4.20)

mit dem Einheitsreferenzvektor ~n = ~β/β.

4.3 Effektive Lagrangedichte

Für Quark-Massen, die viel größer sind als die Higgs-Masse, können Niederenergie-

Theoreme ausgenutzt werden, um in diesem Limes Korrekturen für das CP-gerade
und CP-ungerade Higgs-Boson zu berechnen [29]. Die effektive Lagrangedichte für

das CP-gerade Higgs-Boson wird in [17, 29] mit Hilfe der Photon-Photon-Higgs-

Kopplung hergeleitet und in [17] auf die Gruppe SU(3) verallgemeinert. Die effek-

tive Lagrangedichte für das CP-ungerade Higgs-Boson lässt sich aus der Anomalie

des axialen Vektor-Stroms herleiten [30, 29]. Insgesamt ergibt sich die folgende

effektive Lagrangedichte für beide Higgs-Bosonen [17]:

Leff = LH0gg + LA0gg =
1

v

αs

12π
F a
µνF

µνaH0 +
1

v

αs

8π
F a
µνF̃

µνaA0 (4.21)

mit

F̃ aµν =
1

2
εµναβF a

αβ , αs =
g2s
4π
,

1

v
=
(√

2GF

)1/2

(4.22)

und

(

F a
µνF̃

aµν
)

=
1

2
εµναβF a

µνF
a
αβ

= 2εµναβ
[

(∂µA
a
ν)(∂αA

a
β) + gfabc

(

∂αA
a
β

)

Ab
µA

c
ν

+
1

4
g2
(

fablAa
µA

b
ν

) (

f cdlAc
αA

d
β

)

]

. (4.23)
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wobei F a
αβ der nicht-abelsche Feldstärke-Tensor (2.18) ist. Der Pentagon-Beitrag

reduziert sich in der effektiven Theorie auf einen Vier-Gluon-Vertex, der für den

CP-ungeraden Fall aufgrund der totalen Antisymmetrie des Levi-Civita-Symbols

und der Strukturkonstanten sowie der Bose-Symmetrie der Gluonen verschwinden

muss. Das sieht man etwa so:

εµναβAa
µA

b
νA

c
αA

d
βf

ablf cdl = −εµναβAa
µA

b
νA

c
αA

d
βf

adlf bcl

− εµναβAa
µA

b
νA

c
αA

d
βf

aclf dbl

= −εµνβαAa
µA

b
νA

c
αA

d
βf

aclf bdl

− εµναβAa
µA

b
νA

c
αA

d
βf

aclf dbl

= +εµναβAa
µA

b
νA

c
αA

d
βf

aclf dbl

− εµναβAa
µA

b
νA

c
αA

d
βf

aclf dbl

= 0, (4.24)

wobei in Gleichnung (4.24) die Jacobi-Identität verwendet wurde:

fablf cdl + fadlf bcl + faclf dbl = 0. (4.25)

Das Verschwinden des effektiven Vier-Gluon-Vertex lässt sich auch folgenderma-

ßen erklären: Die Polarisationsvektoren der vier Gluonen haben nur raum-artige

Einträge und sind deshalb auf einen dreidimensionalen Unterraum des Minkowski-

Raums beschränkt. Weil dieser Unterraum durch drei linear unabhängige Basis-

Vektoren aufgespannt wird, muss der vierte Vektor automatisch eine Linearkombi-

nation der Basis-Vektoren sein. Die Kontraktion der linear abhängigen Polarisati-

onsvektoren mit dem Levi-Civita-Symbol verschwindet somit. Der Wirkungsquer-

schnitt der effektiven Theorie wird in Abbildung 5.3 gezeigt.

4.4 Vergleich mit HadCalc und Hadron2to3

HadCalc [26] ist ein neues Frontend für FormCalc, d.h. es verwendet den erzeugten

Fortran Code mit einem spezifischen Satz Treiberprogrammen. Es wurde von Mi-

chael Rauch geschrieben, der es auch unabhängig von FormCalc betreut. HadCalc

automatisiert das Berechnen von hadronischen Wirkungsquerschnitten. Es führt

automatisch die Faltung mit PDFs durch und erlaubt es verschiedene Cuts anzu-

wenden. Wirkungsquerschnitte können entweder total integriert oder differentiell

in der invarianten Masse, der Rapidität, oder dem Transversalen Impuls berechnet

werden. HadCalc funktioniert entweder im batch mode, wie FormCalc oder inter-

aktiv, das dem Benutzer z.B. erlaubt, mit Parametern zu spielen.

hadron2to3.F [27] ist ein Zusatzprogramm (kein Frontend) für FormCalc4.1 analog
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HadCalc. Jedoch mit der Einschränkung dass nur der totale hadronische Wirkungs-

querschnitt berechnet werden kann.

Die folgende Tabelle zeigt, die mit Hilfe des Fortran-Programms VBFNLO und

der unabhängigen Programme HadCalc und Hadron2to3 berechneten Wirkungs-

querschnitte für die einzelnen Hauptprozesse mit einer top-Quark-Schleife. Für

Quark-Quark- und Quark-Gluon-Streuung wurde nur die erste Quark-Generation

verwendet (2.35). Der Vergleich der Ergebnisse zeigt eine gute Übereinstimmung

innerhalb der statistischer Fehler. Für den Vergleich wurden die folgenden Para-

LHC Totaler hadronischer Wirkungsquerschnitt in fb

Cuts: pTj > 20 GeV, ηj < 5, Rjj > 0, 6

Prozesse HadCalc Hadron2to3 VBFNLO

pp(ud)→ uAd 72, 92± 0.15 73, 01± 0, 09 73, 03± 0, 04

pp(uu)→ uAu 60, 43± 0.11 60, 49± 0.09 60, 39± 0, 04

pp(dd)→ dAd 21, 31± 0, 04 21, 34± 0, 03 21, 33± 0, 01

pp(ug)→ uAg 2910, 08± 5, 61 2909, 94± 4, 36 2909, 70± 2, 81

pp(gg)→ gAg 11679, 29± 11, 60 11689, 15± 11, 67 11675, 13± 7, 45

Tabelle 4.1: Totaler hadronischer Wirkungsquerschnitt in führender Ordnung (LO)

(via top-Quark Schleifen)

meter verwendet:

• Lepton-Massen:

me = 0, 51099907 MeV, mνe = 0 GeV,

mµ = 0, 105658389 GeV, mνµ = 0 GeV,

mτ = 1, 777 GeV, mντ = 0 GeV.

• Quark-Massen:

mu = 53, 8 MeV, md = 53, 8 MeV,

mc = 1, 5 GeV, ms = 150 MeV,

mt = 178 GeV, mb = 4, 7 GeV.

• CKM-Matrix:

VCKM = 1 .
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• Eichboson-Massen:

MZ = 91, 1875 GeV, MW = 80, 450 GeV.

• Kopplungskonstanten:

α =
e2

4π
= 1/137, 0359895 , αs(100GeV) = 0, 115587473 .

• Fermi-Konstante (muss nur in Fortran-Programm VBFNLO gesetzt werden):

GF = 1, 13006493610−5 GeV.

• Renormierungs- und Faktorisationsskala:

µR = µF = 100 GeV.

• PDF:

CTEQ5L.

• MSSM-Parameter:

tanβ = 1 , mA0 = 100 GeV. (4.26)

• LHC-Schwerpunktsenergie:
√
s = 14000 GeV. (4.27)
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Kapitel 5

Wirkungsquerschnitte am LHC

5.1 Parameter

Die graphische Auswertung der von VBFNLO berechneten Wirkungsquerschnit-

te wurde mit Hilfe der Programme PAW [31] und ROOT [32] durchgeführt. Für

Parton-Verteilungsfunktionen (PDFs) wurde CTEQ6L [33] verwendet. Die Ent-

wicklung der externen Polarisationsvektoren εµi nach den Impulsvektoren qµi ,

εµi =

4
∑

j=1

zijq
µ
j , mit i = 1 . . . 4, (5.1)

führt außerdem zu divergenten Wirkungsquerschnitten in der Gluon-Fusion gg →
ggA0, wenn die Partonen im Endzustand untereinander oder mit einer der einlau-

fenden Proton-Strahlrichtungen kollinear werden [Anhang F]. Zusätzlich können

weiche Gluonen im Endzustand zu divergenten Ergebnissen führen. Um diese Pro-

bleme zu vermeiden und den realen Akzeptanzbereich eines Detektors zu berück-

sichtigen, wird die folgende minimale Anzahl von inklusiven Selektionsschnitten

(IC) benötigt:

pTj > 20 GeV; |ηj| < 5; Rjj > 0, 6, (5.2)

wobei pTj den transversalen Impuls eines Partons im Endzustand bezeichnet, ηj
die Pseudo-Rapidität und Rjj den Abstand zweier Partonen in der

(

η, φ
)

-Ebene.

Die Pseudo-Rapidität ist folgendermaßen definiert:

ηj = − log tan

(

θj
2

)

und θj = 2 tan−1
(

e−ηj
)

. (5.3)

Der Winkel θj ist der Polarwinkel des Partons. Die folgende Tabelle zeigt einige

Werte für die Beziehung zwischen ηj und θj [34]:

θj [
◦] 90 45 40, 4 15, 4 15 10 5, 7 2, 1

ηj 0 0,88 1 2 2,03 2,44 3 4 .
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Der Abstand Rjj ist durch die folgende Beziehung gegeben:

Rjj =
√

∆η2jj + φ2
jj , (5.4)

wobei ∆ηjj die Differenz der Pseudo-Rapiditäten und φjj der Azimutalwinkel

zwischen zwei Jets sind. Um den Hintergrund von Ereignissen, die durch Fusi-

on von elektro-schwachen Eichbosonen (weak boson fusion) produziert werden,

einschätzen zu können und zusätzlich den Standardmodell-Untergrund zu unter-

drücken, verwendet man weitere Selektionsschnitte (WBFC):

|ηj1 − ηj2| > 4.2; ηj1 · ηj2 < 0; mjj > 600 GeV. (5.5)

Sie erlauben nur Jets, die in entgegengesetzten Detektor-Hemisphären liegen und

eine große invariante Zwei-Jet-Masse mjj haben. Des Weiteren werden die folgen-

den Parameter verwendet:

• MSSM-(2HDM)-Parameter: tan β, mA0,

• Vakuumerwartungswert (VEV): v = 246.2 GeV,

• Schwerpunktsenergie am LHC:
√
s = 14000 GeV,

• QCD-Kopplungskonstante: αs = 0.12,

• Fermi-Konstante: GF = 0.000011663900 (GeV)−2,

• Quark-Massen: mt = 175 GeV, mb = 4, 4 GeV.

5.2 Auswertung

Wie man anhand der Abbildung 5.1 sieht, dominiert der Wirkungsquerschnitt für

Higgs-Boson-Massen unterhalb von 200 GeV für Beiträge mit einer bottom-Schleife

gegenüber den Beiträgen mit einer top-Schleife. Der Wirkungsquerschnitt nimmt

im bottom-Fall oberhalb von 200 GeV jedoch rapide ab, während er im top-Fall

erst bei großen Higgs-Massen sehr klein wird.

In Abbildung 5.2 werden sowohl die Beiträge der einzelnen Subprozesse als auch

die Summe aller Beiträge mit einer top-Schleife für inklusive Selektionsschnit-

te und tan β = 1 gezeigt. Wie man sieht dominiert der durch Gluon-Gluon-

Streuung induzierte Beitrag im Vergleich zu den anderen Prozessen mit Quarks

in Anfangs- und Endzuständen. Das Maximum des Wirkungsquerschnittes bei

mA0 ≈ 350 GeV ≈ 2mt ist als die Schwelle für die Produktion von zwei reellen

top-Quarks zu interpretieren.
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Abbildung 5.1: A0 + 2-Beiträge zum Wirkungsquerschnitt in pp-Kollisionen als

Funktion der Higgs-Boson-Masse mA0. Es werden der Wirkungsquerschnitt aller

durch eine top-Quark-Schleife mit mt = 175 GeV und tanβ = 1 sowie durch eine

bottom-Quark-Schleife mit mt = 4, 4 GeV und tan β = 50 induzierten Prozesse

gezeigt.

 [GeV]0A
m

200 400 600 800 1000

 [p
b]

σ

-110

1

10
qq+qg+gg 
gg 
qg 
qq 

  = 175 Gev, IC
t

 = 1, mβtan 

Abbildung 5.2: A0 + 2-Jet-Beiträge zum Wirkungsquerschnitt in pp-Kollisionen als

Funktion der Higgs-Boson-Masse mA0. Es werden die einzelnen Beiträge der Sub-

prozesse für Quark-Quark-, Quark-Gluon- und Gluon-Gluon-Streuung sowie die

Summe aller Beiträge gezeigt.
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Abbildung 5.3: A0 + 2-Beiträge zum Wirkungsquerschnitt in pp-Kollisionen als ei-

ne Funktion der Higgs-Masse mA0. Es werden der Wirkungsquerschnitt aller durch

eine top-Quark-Schleife mit mt = 175 GeV induzierten Prozesse und der effektiven

Theorie mit Lagrangedichte (4.21) für mt →∞ gezeigt.

Abbildung 5.4: Wirkungsquerschnitt aller Prozesse für die Produktion des CP-
geraden Higgs-Bosons als Funktion der Higgs-Masse durch Gluon-Fusion, innerhalb

der effektiven Theorie, durch Fusion elektro-schwacher Eichbosonen für inklusive

Selektionsschnitte. Aus Referenz [1].

Der Beitrag der effektiven Theorie zeigt in Abbildung 5.3 eine gute Approximati-

on unterhalb von 200 GeV. Dieser enthält jedoch kein Maximum im Bereich von

350 GeV, weil alle Quark-Schleifen durch effektive Vertizes approximiert werden.

Die Abbildung 5.4 zeigt außerdem, dass der Wirkungsquerschnitt des CP-geraden
Higgs-Bosons für Beiträge mit einer top-Schleife und tanβ = 1 kleiner ist als für

das CP-ungerade Higgs-Teilchen.
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Abbildung 5.5: Azimutal-Winkel-Verteilung zwischen zwei Jets im Endzustand

für das CP-ungerade Higgs-Boson mit Selektionsschnitten der Fusion elektro-

schwacher Eichbosonen (5.5). Das Ergebnis wird für die Summe aller durch eine

top-Schleife induzierten Prozesse gezeigt.

Abbildung 5.6: Azimutal-Winkel-Verteilung zwischen zwei Jets im Endzustand mit

Selektionsschnitten der Fusion elektro-schwacher Eichbosonen für das CP-gerade
Higgs-Boson. Die Abbildung enthält durch eine top-Quark-Schleife und durch die

Fusion von elektro-schwachen Eichbosonen induzierten Beiträge sowie Ergebnisse

der effektiven Theorie. Aus Referenz [1]

Die Azimutal-Winkelverteilung ist ein guter Indikator für die Analyse der CP-
geraden und CP-ungeraden Kopplung. In Abbildung 5.5 wird die Azimutal-Winkel-

verteilung für eine CP-ungerade Kopplung mit WBFC gezeigt. Das Maximum der

Verteilung liegt bei einem Winkel von 90 Grad. Sowohl für kleine Winkel als auch

für Winkel nahe 180 Grad sind die Beiträge der beiden Jets unterdrückt. Als Ver-

gleich hierzu zeigt Abbildung 5.6 die Azimutal-Winkelverteilung einer CP-geraden
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Abbildung 5.7: Azimutal-Winkel-Verteilung zwischen zwei Jets im Endzustand. Es

werden A0 + 2-Jet-Beiträge mit top-Quark-Schleife und Beiträge der effektiven

Theorie für die Auswahl von inklusiven Selektionsschnitten gezeigt.

Kopplung mit WBFC, welche aus [1] entnommen wurde. Hier zeigt sich ein inver-

ses Verhalten. Die Beiträge der beiden Jets dominieren für kleine Winkel sowie für

große Winkel nahe 180 Grad. Bei 90 Grad liegt ein Minimum vor.

In Abbildung 5.7 wird noch einmal die Azimutal-Winkelverteilung gezeigt, jedoch

mit inklusiven Selektionsschnitten (5.2). Die Verteilung der effektiven Theorie hat

die gleiche Form, wie die Verteilung der Gluon-Fusions-Beiträge mit einer Quark-

Schleife und mA0 = 130 GeV. Außerdem ist diese jedoch leicht nach unten ver-

schoben. Das Maximum bei ungefähr 36 Grad ist eine Konsequenz von Rjj > 0, 6.

Dieser Selektionsschnitt verhindert hier einen divergenten Anstieg des Wirkungs-

querschnittes aufgrund kleiner ∆ηjj- und φjj-Werte.

Die Transversalimpuls-Verteilung in Abbildung 5.8 weist für die Beiträge mit einer

bottom-Schleife und tan β = 50 ein größere Steigung auf als die Verteilung der

durch top-Schleife induzierten Beiträge und kleinen tanβ. Das bedeutet, dass für

Transversalimpulse pT (Jets)min bis 70 GeV die Verteilung von Beiträgen mit einer

bottom-Schleife gegenüber den mit einer top-Schleife dominiert. Dies ändert sich

jedoch schnell zu Gunsten der Beiträge mit einer top-Schleife, wenn man schwere

Higgs-Bosonen betrachtet, wie Abbildung 5.9 zeigt. Die Verteilung für bottom-

Beiträge weist immer noch eine größere Steigung auf, ist jedoch wegen der großen

Higgs-Masse stark unterdrückt. Der senkrechte Anstieg der Verteilungen ist eine

Konsequenz des Selektionsschnittes bei 20 GeV (5.2). Gleiches Verhalten zeigen

die Transversal-Impuls-Verteilungen für harte Jets in Abbildungen 5.10 und 5.11.
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Abbildung 5.8: Transversalimpuls-Verteilung des weicheren der beiden Jets von

Beiträgen mit einer top- oder bottom-Schleife für kleine Higgs-Boson-Massen und

inklusive Selektionsschnitte.
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Abbildung 5.9: Wie in Abbildung 5.8, aber für große mA0 = 500 GeV.
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Abbildung 5.10: Transversalimpuls-Verteilung des härteren der beiden Jets von

Beiträgen mit einer top- oder bottom-Schleife für kleine Higgs-Boson-Massen und

inklusive Selektionsschnitte.
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Abbildung 5.11: Wie in Abbildung 5.10, aber für große mA0 = 500 GeV.
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Abbildung 5.12: Rapiditäts-Separations-Verteilung der zwei Jets im Endzustand für

kleine Higgs-Massen und tanβ = 1 sowie inklusive Selektionsschnitte.
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Abbildung 5.13: Rapiditäts-Separations-Verteilung der zwei Jets im Endzustand für

kleine Higgs-Massen und tan β = 1 sowie Selektionsschnitte der elektro-schwachen

Fusion von Eichbosonen.

Wie man in Abbildung 5.12 erkennen kann, sind die größten Beiträge für den Wir-

kungsquerschnitt bei kleinen ∆ηjj zu erwarten. Das Maximum bei ∆ηjj ≈ 1 wird

wieder durch den Selektionsschnitt Rjj > 0, 6 erzeugt, der große Beiträge aufgrund

kleiner ∆ηjj abschneidet. Die Rapiditäts-Separation ∆ηjj in Abbildung 5.13 ist

aufgrund der WBFC im Vergleich zur Abbildung 5.12 nach rechts verschoben und

stark unterdrückt.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit wurde der Wirkungsquerschnitt in Einschleifennäherung für

den Prozess pp → A0jjX für beliebige Quarkmassen, Higgs-Massen und MSSM-

Parameter tan β in den Schleifenbeiträgen berechnet. Die theoretischen Grundla-

gen wurden im Kapitel 2 beschrieben. Mit Hilfe der Methoden aus [1] wurden im

Kapitel 3 die Ausdrücke für die Amplituden der einzelnen Subprozesse qq → qqA0,

qg → qgA0 sowie gg → ggA0 analytisch manipuliert und berechnet und außerdem

in das Fortran-Programm VBFNLO integriert. Durch die im Kapitel 4 beschriebe-

nen Test-Methoden (Eichinvarianz, Lorentz-Invarianz, effektive Theorie für große

Quark-Massen, Vergleich mit HardCalc und Hadron2to3) konnten die program-

mierten Amplituden auf ihre Konsistenz überprüft werden.

Die numerische Berechnung der Wirkungsquerschnitte durch VBFNLO ergab im

Kapitel 5 interessante phänomenologische Erkenntnisse. Mit Verwendung der inklu-

siven Selektionsschnitten (Transversalimpuls pTj eines Partons > 20 GeV, Betrag

der Pseudo-Rapidität |ηj| < 5, Separation zweier Partonen Rjj > 0, 6) konnte ge-

zeigt werden, dass der Wirkungsquerschnitt für Higgs-Massen unterhalb von 200

GeV von Beiträgen mit einer bottom-Schleife und tanβ = 50 gegenüber den Bei-

trägen mit einer top-Schleife und tanβ = 1 dominiert. Die Abnahme des Wirkungs-

querschnittes oberhalb von 200 GeV war jedoch im bottom-Fall stärker ausgeprägt,

als im top-Fall. Die effektive Theorie zeigte eine gute Approximation des top-Fall-

Wirkungsquerschnittes mit tan β = 1 für eine Higgs-Masse, die klein gegenüber

der top-Produktions-Schwelle ist. Die Azimutal-Winkelverteilungen für die CP-
gerade und CP-ungerade Kopplung können aufgrund des deutlich unterschiedlichen

Verlaufs gut voneinander in Analysen getrennt werden. Die Transversalimpuls-

Verteilungen sowohl für weiche als auch harte Jets zeigten im bottom-Fall für große

tan β auch eine stärkere Abnahme als im top-Fall mit kleinen tanβ. Die Produk-

tion des CP-ungeraden Higgs-Bosons A0 liefert außerdem einen deutlich größeren

Wirkungsquerschnitt für kleine Higgs-Massen, als der CP-gerade Fall.
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Anhang A

Darstellungen der γ-Matrizen

In der Dirac-Darstellung haben γµ-Matrizen die folgende Form:

γ0D =

(

1 0

0 −1

)

, γiD =

(

0 σi

−σi 0

)

, γ5D =

(

0 1

1 0

)

, (A.1)

wobei σi die Pauli-Matrizen sind,

σ1 =

(

0 1

1 0

)

, σ2 =

(

0 −i
i 0

)

, σ3 =

(

1 0

0 −1

)

. (A.2)

Mit einer nicht-singulären Transformation γ −→ UγU † lassen sich auch ande-

re Darstellungen erreichen (Pauli-Lemma), z.B. die Majorana-Darstellung oder

die chirale (Weyl)-Darstellung. Die Transformationsmatrix UC , welche die Dirac-

Darstellung in die chirale-Darstellung umwandelt, d.h. γµC = UCγ
µ
DU

†
C , ist gegeben

durch [35]

UC =
1√
2

(

γ0D + γ5D
)

=
1√
2

(

1 1

1 −1

)

. (A.3)

Die γµC-Matrizen in der chiralen Darstellung haben nun folgende Gestalt:

γµC =

(

0 σµ

σ̄µ 0

)

, γ5C =

(

1 0

0 −1

)

, (A.4)

mit

σ0 = 1 = σ̄0, σ̄i = −σi, i = 1, 2, 3. (A.5)

In dieser Basis lässt sich der vier-komponentige Dirac-Spinor durch zwei jeweils

zwei-komponentige, komplexe Objekte (ξ) mit α = 1, 2 und (χ†)α̇ mit α̇ = 1, 2 in

der Van-der-Waerden-Notation ausdrücken [16]:

ψD =

(

ξα
χ†α̇

)

, ψ̄D =
(

χα ξ†α̇

)

. (A.6)
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mit (σµ)αα̇ und (σ̄µ)α̇α. Die Stellung der Indizes wird mit dem total antisymmetri-

schen Levi-Civita-Symbol, ε12 = −ε21 = ε21 = −ε12; ε11 = ε22 = ε11 = ε22 = 0,

verändert. Wendet man anschließend die Projektionsoperatoren

PL =
1

2

(

1 + γ5C
)

=

(

1 0

0 0

)

, PR =
1

2

(

1− γ5C
)

=

(

0 0

0 1

)

, (A.7)

auf den Spinor ψD an, so bleiben zwei Spinoren übrig, die jeweils nur ξα oder χ†α̇

enthalten:

ψL = PLψD =

(

ξα
0

)

, ψR = PRψD =

(

0

χ†α̇

)

. (A.8)

Diese werden linkshändiger bzw. rechtshändiger Weyl-Spinor genannt. Der her-

mitesch konjugierte linkshändige Weyl-Spinor ist ein rechtshändiger Weyl-Spinor

(ψα)
† = ψ†

α̇ und umgekehrt. Mit diesen Konventionen ist die Dirac-Lagrangedichte

in der chiralen Darstellung gegeben durch:

LD = iξ†σ̄µ∂µξ + iχ†σ̄µ∂µχ−m(ξχ+ ξ†χ†). (A.9)

Ist m = 0, so entkoppeln die zwei Dirac-Gleichungen für ψL und ψR und man

erhält die Weyl-Gleichungen:

iσ̄µ∂µξ = 0 und iσµ∂µχ = 0. (A.10)
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Anhang B

Lie-Algebra und

SU(N)-Farbgeneratoren

Eine kontinuierlich generierte Gruppe, bei der die Gruppenelemente g beliebig nahe

an der Identität durch eine Reihenentwicklung

g(α) = 1 + iαaT a +O(α2) (B.1)

und somit durch g = exp
(

iαaT a
)

ausgedrückt werden können und außerdem die

hermiteschen Operatoren T a, genannt die Generatoren der Symmetrie-Gruppe,

einen Lie-Ring mit dem Ring-Multiplikationsgesetz [X, Y ] bilden, d.h.

[

T a, T b
]

= ifabcT c, (B.2)

wird eine Lie-Gruppe genannt. Die Zahlen fabc heißen Strukturkonstanten. Den

Vektorraum, der durch die Generatoren aufgespannt wird und die Kommutatorre-

lation (B.2) enthält, welche die Jakobi-Identität
[

T a,
[

T b, T c
]

]

+
[

T b,
[

T c, T a
]

]

+
[

T c,
[

T a, T b
]

]

= 0 = fadef bcd + f bdef cad + f cdefabd (B.3)

erfüllt, bezeichnet man als Lie-Algebra.

Die Gruppe SU(N) hat N2− 1 Generatoren, welche in der fundamentalen Darstel-

lung durch hermitesche N ×N -Matrizen ta mit der Bedingung

Sp
[

ta
]

= 0 (B.4)

dargestellt werden können. Die Strukturkonstanten lassen sich dann folgenderma-

ßen wiedergewinnen:

fabc = −2i Sp
(

[

ta, tb
]

tc
)

, (B.5)

wobei die Normierung

Sp
[

tatb
]

=
1

2
δab (B.6)
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verwendet wurde. Wegen der zyklischen Vertauschbarkeit in der Spur in Gleichung

(B.5) ist fabc total antisymmetrisch. Eine weitere Beziehung lässt sich herleiten,

wenn man statt (B.2) den Anti-Kommutator betrachtet [36]:

{

ta, tb
}

=
1

N
δab + dabctc. (B.7)

Im Gegensatz zu fabc ist dabc total symmetrisch in den Indizes a, b und c und kann

folgendermaßen dargestellt werden:

dabc = 2 Sp
(

{

ta, tb
}

tc
)

. (B.8)

Mit Hilfe von (B.2) und (B.7) kann man eine nützliche Beziehung herleiten:

tatb =
1

2N
δab +

1

2
dabctc +

1

2
ifabctc, (B.9)

mit der man Spuren aus Produkten von Generatoren berechnen kann, z.B.:

Sp
[

tatbtc
]

=
1

4

(

dabc + ifabc
)

, (B.10)

Sp
[

tatbtctd
]

=
1

4N
δabδcd +

1

8

(

dabe + ifabe
)(

dcde + if cde
)

. (B.11)

Neben der fundamentalen Darstellung ist noch die adjungierte Darstellung von

Bedeutung. Hier sind die Generatoren
(

N2−1
)

×
(

N2−1
)

-Matrizen und definiert

durch [8]:

(

tb
)

ac
= ifabc. (B.12)

Das ist eine reelle Darstellung, weil die Strukturkonstanten reell sind. Bei Be-

rechnungen von Wirkungsquerschnitten in nicht-abelschen Eichtheorien tauchen

im Endergebnis Casimir-Operatoren auf. Diese sind Invarianten der Algebra und

kommutieren mit allen Generatoren der Gruppe. In der fundamentalen Darstellung

hat ein Casimir-Operator die folgende Form:

tata = CN · 1 mit CN =
N2 − 1

2N
. (B.13)

Des Weiteren lautet der Casimir-Operator für die adjungierte Darstellung:

i2facdf bcd = −CA · δab mit CA = N. (B.14)
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Anhang C

Passarino-Veltman-Reduktion

Ein-Schleifen-Tensor-N -Punkt-Integrale haben die folgende allgemeine Form [25,

37]:

TN,µ1....µP
(

q1, . . . , qN−1, m0, . . . , mN−1

)

=
i(2πµ)4−D

16π2

∫

dDk

iπ2

(−1)Nkµ1 · · · kµP

N0N1 . . . NN−1

(C.1)

mit den Nenner-Faktoren:

Nl =
(

k + ql
)2 −m2

l + iε, l = 0, . . . , N − 1, q0 = 0, (C.2)

�k + q1...N−2

k

k + q123k + q1

k + q12

qN−1

q1

q2

qN−2

q4

q3

Abbildung C.1: N-Punkt-Schleife

wobei iε (ε > 0) einen infinitesimal kleinen imaginären Anteil darstellt. Der ’t

Hooft-Massen-Parameter µ stellt sicher, dass die Dimensionen der Kopplungskon-

stanten vor dem Integral unabhängig von D bleiben. Für P = 0 wird das skalare

N-Punkt-Integral TN
0 definiert. Folgt man den Definitionen aus [25, 40], so ergibt

sich

T 1 = KA, T 2 = KB, T 3 = KC, T 4 = KD, T 5 = KE, . . . ,

(C.3)
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wobei die A, B,. . . für Passarino-Veltman-Formfaktoren stehen. Der Faktor K hat

den Wert i/16π2. Die Tensor-Integrale lassen sich weiter in Lorentz-kovariante

Strukturen mit skalaren Koeffizienten zerlegen, d.h. dass allgemein alle TN,µ1....µP

aus Tensoren P -ter Stufe, die sich aus den qµ1 , . . . , q
µ
N−1 und gµν bilden lassen,

aufgebaut werden können. Die einzelnen N -Punkt-Integrale lauten:

- 1-Punkt-Integral:

i(2πµ)4−D

16π2

∫

dDk

iπ2

−1
k2 −m2

= KA(m) =
i

16π2
A(m), (C.4)

- 2-Punkt-Integral :

i(2πµ)4−D

16π2

∫

dDk

iπ2

1; kµ; kµkν
[

k2 −m2
1

][

(k + q)2 −m2
2

] =
i

16π2
B0;B

µ;Bµν(q,m1, m2)

(C.5)

und

Bµ(q,m1, m2) = qµB1(q,m1, m2), (C.6)

Bµν(q,m1, m2) = qµqνB21(q,m1, m2)− gµνB22(q,m1, m2). (C.7)

- 3-Punkt-Integral :

i(2πµ)4−D

16π2

∫

dDk

iπ2

(−1)1; kµ; kµkν ; kµkνkα
[

k2 −m2
1

][

(k + q1)2 −m2
2

][

(k + q1 + q2)2 −m2
3

]

=
i

16π2
C0;C

µ;Cµν ;Cµνα(q1, q2, m1, m2, m3) (C.8)

und

Cµ = qµ1C11 + qµ2C12, (C.9)

Cµν = qµ1 q
ν
1C21 + qµ2 q

ν
2C22 + {q1q2}µνC23 − gµνC24, (C.10)

Cµνα = qµ1 q
ν
1q

α
1C31 + qµ2 q

ν
2q

α
2C32 + {q2q1q1}µναC33 + {q1q2q2}µναC34

+ {q1g}µναC35 + {q2g}µναC36, (C.11)

wobei die geschweiften Klammern die Symmetrisierung der Lorentz-Indizes bedeu-

ten sollen, d.h.

{q1q2}µν = qµ1 q
ν
2 + qµ2 q

ν
1 , (C.12)

{q2q1q1}µνα = qµ2 q
ν
1q

α
1 + qµ1 q

ν
2q

α
1 + qµ1 q

ν
1q

α
2 , (C.13)

{q1g} = −qµ1 gνα − qν1gµα − qα1 gµν . (C.14)

Analog funktioniert die Kovarianten-Zerlegung für die weiteren Tensor-Integrale

D, E, . . . Für die Berechnung der Koeffizienten-Funktionen werden die kovariant-

zerlegten Tensor-Integrale mit den Impulsen qµl und der Metrik gµν kontrahiert
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und die daraus resultierenden linearen Gleichungssysteme nach den Koeffizienten-

Funktionen aufgelöst. Diese sind dann von Tensor-Integralen der Stufe (P − 2)

und (P − 1) der (N − 2)- und (N − 1)-Punkt-Integralen abhängig [25, 38, 39].

Weitere nützliche Identitäten für die Cij- und Dij-Funktionen werden in [1] vorge-

stellt. Nach geeigneter Feynman-Parametrisierung und Linearisierung durch Euler-

Transformationen können dann die Integrale durch Di-Logarithmen (Spence-Funk-

tionen)

Li2(x) = −
∫ 1

0

dt

t
log(1− xt) mit |arg(1− x) < π| (C.15)

ausgedrückt werden [39]. Die Spence-Funktionen sind ein Spezialfall des Poly-

Logarithmus. Weitere Eigenschaften sind in [40, 35] zusammengefasst.

Die in der Diplomarbeit verwendeten C0-, D0-, D1j , E0-, E1i-Formfaktoren sind

UV-konvergent und wegen der endlichen Quark-Masse auch IR-konvergent. Diese

stehen alle in VBFNLO als numerische Programme zur Verfügung.
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Anhang D

QCD-Vertizes

• Gluon-Quark-Vertex:

�
a, µ

= igγµta

• Drei-Gluon-Vertex

↗

↖�↓ k

p

q

a, µ

b, ν c, ρ

gfabc
[

gµν(k − p)ρ

= + gνρ(p− q)µ

+ gρµ(q − k)ν
]

• Vier-Gluon-Vertex:

�
a, µ b, ν

c, ρ d, σ

−ig2
[

fabef cde
(

gµρgνσ − gµσgνρ
)

= + facef bde
(

gµνgρσ − gµσgνρ
)

+ fadef bce
(

gµρgνσ − gµρgνσ
)

]
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Anhang E

Feynman-Diagramme für den

Prozess gg → ggA0

E.1 Pentagon-Diagramme
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Abbildung E.1: Abbildung zeigt 12 Pentagon-Diagramme für eine Richtung der

Quark-Schleife. Insgesamt existieren 4! = 24 Pentagon-Beiträge. Bei den restlichen

12 Diagrammen ist die Richtung der Quark-Schleife invertiert.
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E.2 Box-Diagramme

g

g

g

A0

g

g

t
t

t

t

g

g

g

A0

g

g

t

t

tt

g

g

g

A0

g

g

t
t t

t

g

g

g

A0

g

g

t
t

t

t

g

g

g

A0

g

g

t

t t

t

g

g

g

A0

g

g

t

t t

t

g

g

gA0

g

g

t

t t
t

g

g

g

A0

g

g

t

t t

t

g

g

g

A0

g

g

t

t t

t

g

g

g

A0

g
g

t

t

t
t

g

g

g

A0

g

g

t

t t

t

g

g

g

A0

g

g

t

t t

t

g

g

g

A0

g

gt

t

t
t

g

g

g

A0

g

g

t

t t

t

g

g

g

A0

g

g

t

t t

t

g

g

g
A0

gg

t

t

t

t

g

g

g

A0 g

g

t

t

t

t

g

g

g

A0

g

g

t
t

t

t

Abbildung E.2: Abbildung zeigt 18 der 36 möglichen Beiträge mit einer Box-

Schleife.
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E.3 Dreieck-Diagramme
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Abbildung E.3: Abbildung zeigt 19 der 38 möglichen Beiträge mit einer Dreieck-

Schleife.
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Anhang F

Pentagon-Reduktion

Mit Hilfe der Ersetzung

k · qi =
1

2

{

[

(k + p+ qi)
2 −mq

]

−
[

(k + p)2 −mq

]

− 2qi · p
}

(F.1)

lassen sich Terme im Zähler des Pentagon-Tensors um eine Potenz des Schleifen-

Impulses k reduzieren. Terme vom Typ (k · ε) können nach gleichen Verfahren

bearbeitet werden, wenn man die folgende Entwicklung des Polarisationsvektors εi
nach den externen Impulsvektoren qi verwendet:

εµi =
4
∑

j=1

zijq
µ
j mit i = 1 . . . 4. (F.2)

Die Koeffizienten zij können durch Invertieren des Gleichungssystems

εi · qk = −
4
∑

j=1

zij(Q4)jk mit (Q4)jk = −qj · qk und i = 1 . . . 4, (F.3)

bestimmt werden, wobei die Matrix Q4 eine Singularität aufweisen kann, wenn die

vier Gluonen linear abhängig werden [1]. Die Singularität lässt sich mit den in

Kapitel 5 vorgestellten Selektionsschnitten (5.2) abfangen.

Die Passarino-Veltman-reduzierte und mit den externen Polarisationsvektoren kon-

trahierte Fünf-Punkt-Funktion hat die folgende Form:

εµ1ε
ν
2ε

α
3 ε

β
4Pµναβ(q1, q2, q3, q4) =(CD)C0,D0,Dij

+ (D)D0,Dij
+ (E)Eij

+KE0
· E0(q1, q2, q3, q4) (F.4)
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• Terme mit C0-, D0- und Dij-Formfaktoren:

(CD)C0,D0,Dij
=

εε1ε2ε3ε4C0(q12, q34) + 2εε1ε2ε3q1(ε4 · q1D11(q1, q23, q4) + ε4 · q2D12(q1, q23, q4)

+ ε4 · q3D12(q1, q23, q4)) + 2εε1ε2ε3q3(ε4 · q1D11(q12, q3, q4) + ε4 · q2D11(q12, q3, q4)

+ ε4 · q3D12(q12, q3, q4)) + 2εε1ε2ε4q4(ε3 · q1D11(q12, q3, q4) + ε3 · q2D11(q12, q3, q4)

+ ε3 · q4D13(q12, q3, q4)) + 2εε1ε3ε4q1(ε2 · q1D11(q1, q2, q34) + ε2 · q3D13(q1, q2, q34)

+ ε2 · q4D13(q1, q2, q34)) + 2εε2ε3ε4q2(ε1 · q2D12(q1, q2, q34) + ε1 · q3D13(q1, q2, q34)

+ ε1 · q4D13(q1, q2, q34)) + 2εε2ε3ε4q4(ε1 · q2D12(q1, q23, q4) + ε1 · q3D12(q1, q23, q4)

+ ε1 · q4D13(q1, q23, q4))− (D0(q12, q3, q4)K
3
D0

+D0(q1, q23, q4)K
2
D0

+D0(q1, q2, q34)K
1
D0
) (F.5)

• Koeffizienten von D0:

K1
D0

=

εε1ε2ε3ε4q1 · q2 + εε1ε2ε3q1ε4 · q2 − εε1ε2ε3q2ε4 · q1 − εε1ε2ε4q1ε3 · q2 + εε1ε2ε4q2ε3 · q1
+ εε1ε2q1q2ε3 · ε4 − 2εε1ε3ε4q1ε2 · q1 − εε1ε3ε4q2ε2 · q1 − εε1ε3q1q2ε2 · ε4 + εε1ε4q1q2ε2 · ε3
+ εε2ε3ε4q1ε1 · q2 + εε2ε3q1q2ε1 · ε4 − εε2ε4q1q2ε1 · ε3 + εε3ε4q1q2ε1 · ε2 (F.6)

K2
D0

=

εε1ε2ε3ε4q1 · q4 − 2εε1ε2ε3q1(ε4 · q1 + ε4 · q2 + ε4 · q3)− εε1ε2ε3q4ε4 · q1 + εε1ε2ε4q1ε3 · q4
+ εε1ε2ε4q4ε3 · q1 + εε1ε2q1q4ε3 · ε4 − εε1ε3ε4q1ε2 · q4 − εε1ε3ε4q4ε2 · q1 − εε1ε3q1q4ε2 · ε4
+ εε1ε4q1q4ε2 · ε3 + εε2ε3ε4q1ε1 · q4 + εε2ε3q1q4ε1 · ε4 − εε2ε4q1q4ε1 · ε3 + εε3ε4q1q4ε1 · ε2

(F.7)

K3
D0

=

εε1ε2ε3ε4q3 · q4 − 2εε1ε2ε3q3(ε4 · q1 + ε4 · q2 + ε4 · q3)− εε1ε2ε3q4ε4 · q3 + εε1ε2ε4q3ε3 · q4
− 2εε1ε2ε4q4(ε3 · q1 + ε3 · q2) + εε1ε2q3q4ε3 · ε4 − εε1ε3ε4q3ε2 · q4 + εε1ε3ε4q4ε2 · q3
− εε1ε3q3q4ε2 · ε4 + εε1ε4q3q4ε2 · ε3 + εε2ε3ε4q3ε1 · q4 − εε2ε3ε4q4ε1 · q3 + εε2ε3q3q4ε1 · ε4
− εε2ε4q3q4ε1 · ε3 + εε3ε4q3q4ε1 · ε2 (F.8)

• Weitere Terme mit D0- und Dij-Formfaktoren:

(D)D0,Dij
= 2D0(q2, q3, q4)

× (εε1ε2q1q2ε4 · q1z31 + εε1ε3q1q3ε4 · q1z21 + εε1ε4q1q4ε3 · q1z21 + εε2ε3q2q3ε4 · q1z11
+ εε2ε4q2q4ε3 · q1z11 + εε3ε4q3q4ε2 · q1z11) + 2(D)1ij (F.9)
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(D)1ij =

εε1ε2q1q2(ε4 · q1D11(q1, q2, q3)z34 + ε4 · q1D11(q12, q3, q4)z31

− ε4 · q1D11(q12, q3, q4)z32 + ε4 · q1D11(q1, q23, q4)z32 − ε4 · q1D11(q1, q23, q4)z33

+ ε4 · q1D11(q1, q2, q34)z33 − ε4 · q1D11(q1, q2, q34)z34 + ε4 · q2D12(q1, q2, q3)z34

+ ε4 · q2D11(q12, q3, q4)z31 − ε4 · q2D11(q12, q3, q4)z32 − ε4 · q2D11(q2, q3, q4)z31

+ ε4 · q2D12(q1, q23, q4)z32 − ε4 · q2D12(q1, q23, q4)z33 + ε4 · q2D12(q1, q2, q34)z33

− ε4 · q2D12(q1, q2, q34)z34 + ε4 · q3D13(q1, q2, q3)z34 + ε4 · q3D12(q12, q3, q4)z31

− ε4 · q3D12(q12, q3, q4)z32 − ε4 · q3D12(q2, q3, q4)z31 + ε4 · q3D12(q1, q23, q4)z32

− ε4 · q3D12(q1, q23, q4)z33 + ε4 · q3D13(q1, q2, q34)z33 − ε4 · q3D13(q1, q2, q34)z34)

+ (D)2ij (F.10)

(D)2ij =

εε1ε3q1q3(ε4 · q1D11(q1, q2, q3)z24 + ε4 · q1D11(q12, q3, q4)z21

− ε4 · q1D11(q12, q3, q4)z22 + ε4 · q1D11(q1, q23, q4)z22 − ε4 · q1D11(q1, q23, q4)z23

+ ε4 · q1D11(q1, q2, q34)z23 − ε4 · q1D11(q1, q2, q34)z24 + ε4 · q2D12(q1, q2, q3)z24

+ ε4 · q2D11(q12, q3, q4)z21 − ε4 · q2D11(q12, q3, q4)z22 − ε4 · q2D11(q2, q3, q4)z21

+ ε4 · q2D12(q1, q23, q4)z22 − ε4 · q2D12(q1, q23, q4)z23 + ε4 · q2D12(q1, q2, q34)z23

− ε4 · q2D12(q1, q2, q34)z24 + ε4 · q3D13(q1, q2, q3)z24 + ε4 · q3D12(q12, q3, q4)z21

− ε4 · q3D12(q12, q3, q4)z22 − ε4 · q3D12(q2, q3, q4)z21 + ε4 · q3D12(q1, q23, q4)z22

− ε4 · q3D12(q1, q23, q4)z23 + ε4 · q3D13(q1, q2, q34)z23 − ε4 · q3D13(q1, q2, q34)z24)

+ (D)3ij (F.11)

(D)3ij =

εε1ε4q1q4(ε3 · q1D11(q1, q2, q3)z24 + ε3 · q1D11(q12, q3, q4)z21

− ε3 · q1D11(q12, q3, q4)z22 + ε3 · q1D11(q1, q23, q4)z22 − ε3 · q1D11(q1, q23, q4)z23

+ ε3 · q1D11(q1, q2, q34)z23 − ε3 · q1D11(q1, q2, q34)z24 + ε3 · q2D12(q1, q2, q3)z24

+ ε3 · q2D11(q12, q3, q4)z21 − ε3 · q2D11(q12, q3, q4)z22 − ε3 · q2D11(q2, q3, q4)z21

+ ε3 · q2D12(q1, q23, q4)z22 − ε3 · q2D12(q1, q23, q4)z23 + ε3 · q2D12(q1, q2, q34)z23

− ε3 · q2D12(q1, q2, q34)z24 + ε3 · q4D13(q12, q3, q4)z21 − ε3 · q4D13(q12, q3, q4)z22

− ε3 · q4D13(q2, q3, q4)z21 + ε3 · q4D13(q1, q23, q4)z22 − ε3 · q4D13(q1, q23, q4)z23

+ ε3 · q4D13(q1, q2, q34)z23 − ε3 · q4D13(q1, q2, q34)z24) + (D)4ij (F.12)

(D)4ij =

εε2ε3q2q3(ε4 · q1D11(q1, q2, q3)z14 + ε4 · q1D11(q12, q3, q4)z11

− ε4 · q1D11(q12, q3, q4)z12 + ε4 · q1D11(q1, q23, q4)z12 − ε4 · q1D11(q1, q23, q4)z13

+ ε4 · q1D11(q1, q2, q34)z13 − ε4 · q1D11(q1, q2, q34)z14 + ε4 · q2D12(q1, q2, q3)z14
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+ ε4 · q2D11(q12, q3, q4)z11 − ε4 · q2D11(q12, q3, q4)z12 − ε4 · q2D11(q2, q3, q4)z11

+ ε4 · q2D12(q1, q23, q4)z12 − ε4 · q2D12(q1, q23, q4)z13 + ε4 · q2D12(q1, q2, q34)z13

− ε4 · q2D12(q1, q2, q34)z14 + ε4 · q3D13(q1, q2, q3)z14 + ε4 · q3D12(q12, q3, q4)z11

− ε4 · q3D12(q12, q3, q4)z12 − ε4 · q3D12(q2, q3, q4)z11 + ε4 · q3D12(q1, q23, q4)z12

− ε4 · q3D12(q1, q23, q4)z13 + ε4 · q3D13(q1, q2, q34)z13 − ε4 · q3D13(q1, q2, q34)z14)

+ (D)5ij (F.13)

(D)5ij =

εε2ε4q2q4(ε3 · q1D11(q1, q2, q3)z14 + ε3 · q1D11(q12, q3, q4)z11

− ε3 · q1D11(q12, q3, q4)z12 + ε3 · q1D11(q1, q23, q4)z12 − ε3 · q1D11(q1, q23, q4)z13

+ ε3 · q1D11(q1, q2, q34)z13 − ε3 · q1D11(q1, q2, q34)z14 + ε3 · q2D12(q1, q2, q3)z14

+ ε3 · q2D11(q12, q3, q4)z11 − ε3 · q2D11(q12, q3, q4)z12 − ε3 · q2D11(q2, q3, q4)z11

+ ε3 · q2D12(q1, q23, q4)z12 − ε3 · q2D12(q1, q23, q4)z13 + ε3 · q2D12(q1, q2, q34)z13

− ε3 · q2D12(q1, q2, q34)z14 + ε3 · q4D13(q12, q3, q4)z11 − ε3 · q4D13(q12, q3, q4)z12

− ε3 · q4D13(q2, q3, q4)z11 + ε3 · q4D13(q1, q23, q4)z12 − ε3 · q4D13(q1, q23, q4)z13

+ ε3 · q4D13(q1, q2, q34)z13 − ε3 · q4D13(q1, q2, q34)z14) + (D)6ij (F.14)

(D)6ij =

εε3ε4q3q4(ε2 · q1D11(q1, q2, q3)z14 + ε2 · q1D11(q12, q3, q4)z11

− ε2 · q1D11(q12, q3, q4)z12 + ε2 · q1D11(q1, q23, q4)z12 − ε2 · q1D11(q1, q23, q4)z13

+ ε2 · q1D11(q1, q2, q34)z13 − ε2 · q1D11(q1, q2, q34)z14 + ε2 · q3D13(q1, q2, q3)z14

+ ε2 · q3D12(q12, q3, q4)z11 − ε2 · q3D12(q12, q3, q4)z12 − ε2 · q3D12(q2, q3, q4)z11

+ ε2 · q3D12(q1, q23, q4)z12 − ε2 · q3D12(q1, q23, q4)z13 + ε2 · q3D13(q1, q2, q34)z13

− ε2 · q3D13(q1, q2, q34)z14 + ε2 · q4D13(q12, q3, q4)z11 − ε2 · q4D13(q12, q3, q4)z12

− ε2 · q4D13(q2, q3, q4)z11 + ε2 · q4D13(q1, q23, q4)z12 − ε2 · q4D13(q1, q23, q4)z13

+ ε2 · q4D13(q1, q2, q34)z13 − ε2 · q4D13(q1, q2, q34)z14) (F.15)

• Koeffizienten von E0:

KE0
=

εε1ε2ε3ε4(q1 · q2q3 · q4 − q1 · q3q2 · q4 + q1 · q4q2 · q3)
+ εε1ε2ε3q1(−2ε4 · q1q2 · q3 − 2ε4 · q2q2 · q3 + ε4 · q2q3 · q4 − 2ε4 · q3q2 · q3 − ε4 · q3q2 · q4)
+ εε1ε2ε3q2(2ε4 · q1q1 · q3 − ε4 · q1q3 · q4 + 2ε4 · q2q1 · q3 + 2ε4 · q3q1 · q3 + ε4 · q3q1 · q4)
+ εε1ε2ε3q3(−2ε4 · q1q1 · q2 + ε4 · q1q2 · q4 − 2ε4 · q2q1 · q2 − ε4 · q2q1 · q4 − 2ε4 · q3q1 · q2)
+ εε1ε2ε3q4(−ε4 · q1q2 · q3 + ε4 · q2q1 · q3 − ε4 · q3q1 · q2)
+ εε1ε2ε4q1(−2ε3 · q1q2 · q4 − 2ε3 · q2q2 · q4 − ε3 · q2q3 · q4 + ε3 · q4q2 · q3)
+ εε1ε2ε4q2(2ε3 · q1q1 · q4 + ε3 · q1q3 · q4 + 2ε3 · q2q1 · q4 − ε3 · q4q1 · q3)
+ εε1ε2ε4q3(−ε3 · q1q2 · q4 + ε3 · q2q1 · q4 + ε3 · q4q1 · q2)
+ εε1ε2ε4q4(−2ε3 · q1q1 · q2 + ε3 · q1q2 · q3 − 2ε3 · q2q1 · q2 − ε3 · q2q1 · q3) +K1

E0

(F.16)
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K1
E0

=

εε1ε2q1q2(ε3 · ε4q3 · q4 − 4ε3 · q1ε4 · q1 − 4ε3 · q1ε4 · q2 − 4ε3 · q1ε4 · q3 − 4ε3 · q2ε4 · q1
− 4ε3 · q2ε4 · q2 − 4ε3 · q2ε4 · q3 − ε3 · q4ε4 · q3)

+ εε1ε2q1q3(−ε3 · ε4q2 · q4 − 2ε3 · q2ε4 · q1 − 2ε3 · q2ε4 · q2 − 2ε3 · q2ε4 · q3 + ε3 · q4ε4 · q2)
+ εε1ε2q1q4(ε3 · ε4q2 · q3 − 2ε3 · q1ε4 · q2 − 2ε3 · q2ε4 · q2 − ε3 · q2ε4 · q3)
+ εε1ε2q2q3(ε3 · ε4q1 · q4 + 2ε3 · q1ε4 · q1 + 2ε3 · q1ε4 · q2 + 2ε3 · q1ε4 · q3 − ε3 · q4ε4 · q1)
+ εε1ε2q2q4(−ε3 · ε4q1 · q3 + 2ε3 · q1ε4 · q1 + ε3 · q1ε4 · q3 + 2ε3 · q2ε4 · q1)
+ εε1ε2q3q4(ε3 · ε4q1 · q2 − ε3 · q1ε4 · q2 + ε3 · q2ε4 · q1)
+ εε1ε3ε4q1(−2ε2 · q1q3 · q4 + ε2 · q3q2 · q4 − ε2 · q4q2 · q3)
+ εε1ε3ε4q2(−ε2 · q1q3 · q4 − ε2 · q3q1 · q4 + ε2 · q4q1 · q3)
+ εε1ε3ε4q3(2ε2 · q1q1 · q4 + ε2 · q1q2 · q4 − ε2 · q4q1 · q2)
+ εε1ε3ε4q4(−2ε2 · q1q1 · q3 − ε2 · q1q2 · q3 + ε2 · q3q1 · q2) +K2

E0
(F.17)

K2
E0

=

εε1ε3q1q2(−ε2 · ε4q3 · q4 + 2ε2 · q3ε4 · q1 + 2ε2 · q3ε4 · q2 + 2ε2 · q3ε4 · q3 + ε2 · q4ε4 · q3)
+ εε1ε3q1q3(ε2 · ε4q2 · q4 − 4ε2 · q1ε4 · q1 − 4ε2 · q1ε4 · q2 − 4ε2 · q1ε4 · q3 − ε2 · q4ε4 · q2)
+ εε1ε3q1q4(−ε2 · ε4q2 · q3 − 2ε2 · q1ε4 · q3 + ε2 · q3ε4 · q2)
+ εε1ε3q2q3(−ε2 · ε4q1 · q4 − 2ε2 · q1ε4 · q1 − 2ε2 · q1ε4 · q2 − 2ε2 · q1ε4 · q3 + ε2 · q4ε4 · q1)
+ εε1ε3q2q4(ε2 · ε4q1 · q3 − ε2 · q1ε4 · q3 − ε2 · q3ε4 · q1)
+ εε1ε3q3q4(−ε2 · ε4q1 · q2 + 2ε2 · q1ε4 · q1 + ε2 · q1ε4 · q2)
+ εε1ε4q1q2(ε2ε3q3 · q4 − ε2 · q3ε3 · q4 + 2ε2 · q4ε3 · q1 + 2ε2 · q4ε3 · q2)
+ εε1ε4q1q3(−ε2ε3q2 · q4 + 2ε2 · q1ε3 · q4 + ε2 · q4ε3 · q2)
+ εε1ε4q1q4(ε2ε3q2 · q3 − 4ε2 · q1ε3 · q1 − 4ε2 · q1ε3 · q2 − ε2 · q3ε3 · q2)
+ εε1ε4q2q3(ε2ε3q1 · q4 + ε2 · q1ε3 · q4 − ε2 · q4ε3 · q1) +K3

E0
(F.18)

K3
E0

=

εε1ε4q2q4(−ε2ε3q1 · q3 − 2ε2 · q1ε3 · q1 − 2ε2 · q1ε3 · q2 + ε2 · q3ε3 · q1)
+ εε1ε4q3q4(ε2ε3q1 · q2 − 2ε2 · q1ε3 · q1 − ε2 · q1ε3 · q2)
+ εε1q1q2q3(−2ε2ε3ε4 · q1 − 2ε2ε3ε4 · q2 − 2ε2ε3ε4 · q3 + ε2 · ε4ε3 · q4 − ε2 · q4ε3 · ε4)
+ εε1q1q2q4(−ε2ε3ε4 · q3 − 2ε2 · ε4ε3 · q1 − 2ε2 · ε4ε3 · q2 + ε2 · q3ε3 · ε4)
+ εε1q1q3q4(ε2ε3ε4 · q2 − ε2 · ε4ε3 · q2 − 2ε2 · q1ε3 · ε4)
+ εε1q2q3q4(−ε2ε3ε4 · q1 + ε2 · ε4ε3 · q1 − ε2 · q1ε3 · ε4)
+ εε2ε3ε4q1(ε1 · q2q3 · q4 − ε1 · q3q2 · q4 + ε1 · q4q2 · q3)
+ εε2ε3ε4q2(ε1 · q3q1 · q4 − ε1 · q4q1 · q3)
+ εε2ε3ε4q3(−ε1 · q2q1 · q4 + ε1 · q4q1 · q2)
+ εε2ε3ε4q4(ε1 · q2q1 · q3 − ε1 · q3q1 · q2)
+ εε2ε3q1q2(ε1 · ε4q3 · q4 − 2ε1 · q3ε4 · q1 − 2ε1 · q3ε4 · q2 − 2ε1 · q3ε4 · q3 − ε1 · q4ε4 · q3)
+K4

E0
(F.19)
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K4
E0

=

εε2ε3q1q3(−ε1 · ε4q2 · q4 + 2ε1 · q2ε4 · q1 + 2ε1 · q2ε4 · q2 + 2ε1 · q2ε4 · q3 + ε1 · q4ε4 · q2)
+ εε2ε3q1q4(ε1 · ε4q2 · q3 + ε1 · q2ε4 · q3 − ε1 · q3ε4 · q2)
+ εε2ε3q2q3(ε1 · ε4q1 · q4 − ε1 · q4ε4 · q1)
+ εε2ε3q2q4(−ε1 · ε4q1 · q3 + ε1 · q3ε4 · q1)
+ εε2ε3q3q4(ε1 · ε4q1 · q2 − ε1 · q2ε4 · q1)
+ εε2ε4q1q2(−ε1 · ε3q3 · q4 + ε1 · q3ε3 · q4 − 2ε1 · q4ε3 · q1 − 2ε1 · q4ε3 · q2)
+ εε2ε4q1q3(ε1 · ε3q2 · q4 − ε1 · q2ε3 · q4 − ε1 · q4ε3 · q2)
+ εε2ε4q1q4(−ε1 · ε3q2 · q3 + 2ε1 · q2ε3 · q1 + 2ε1 · q2ε3 · q2 + ε1 · q3ε3 · q2)
+ εε2ε4q2q3(−ε1 · ε3q1 · q4 + ε1 · q4ε3 · q1)
+ εε2ε4q2q4(ε1 · ε3q1 · q3 − ε1 · q3ε3 · q1)
+ εε2ε4q3q4(−ε1 · ε3q1 · q2 + ε1 · q2ε3 · q1)
+ εε2q1q2q3(2ε1 · ε3ε4 · q1 + 2ε1 · ε3ε4 · q2 + 2ε1 · ε3ε4 · q3 − ε1 · ε4ε3 · q4 + ε1 · q4ε3 · ε4)
+ εε2q1q2q4(ε1 · ε3ε4 · q3 + 2ε1 · ε4ε3 · q1 + 2ε1 · ε4ε3 · q2 − ε1 · q3ε3 · ε4) +K5

E0

(F.20)

K5
E0

=

εε2q1q3q4(−ε1 · ε3ε4 · q2 + ε1 · ε4ε3 · q2 + ε1 · q2ε3 · ε4)
+ εε2q2q3q4(ε1 · ε3ε4 · q1 − ε1 · ε4ε3 · q1)
+ εε3ε4q1q2(ε1 · ε2q3 · q4 − ε1 · q3ε2 · q4 + ε1 · q4ε2 · q3)
+ εε3ε4q1q3(−ε1 · ε2q2 · q4 + ε1 · q2ε2 · q4 − 2ε1 · q4ε2 · q1)
+ εε3ε4q1q4(ε1 · ε2q2 · q3 − ε1 · q2ε2 · q3 + 2ε1 · q3ε2 · q1)
+ εε3ε4q2q3(ε1 · ε2q1 · q4 − ε1 · q4ε2 · q1)
+ εε3ε4q2q4(−ε1 · ε2q1 · q3 + ε1 · q3ε2 · q1)
+ εε3ε4q3q4(ε1 · ε2q1 · q2 − ε1 · q2ε2 · q1)
+ εε3q1q2q3(−2ε1 · ε2ε4 · q1 − 2ε1 · ε2ε4 · q2 − 2ε1 · ε2ε4 · q3 + ε1 · ε4ε2 · q4 − ε1 · q4ε2 · ε4)
+ εε3q1q2q4(−ε1 · ε2ε4 · q3 − ε1 · ε4ε2 · q3 + ε1 · q3ε2 · ε4)
+ εε3q1q3q4(ε1 · ε2ε4 · q2 + 2ε1 · ε4ε2 · q1 − ε1 · q2ε2 · ε4)
+ εε3q2q3q4(−ε1 · ε2ε4 · q1 + ε1 · ε4ε2 · q1)
+ εε4q1q2q3(ε1 · ε2ε3 · q4 − ε1 · ε3ε2 · q4 + ε1 · q4ε2ε3) +K6

E0
(F.21)

K6
E0

=

εε4q1q2q4(−2ε1 · ε2ε3 · q1 − 2ε1 · ε2ε3 · q2 + ε1 · ε3ε2 · q3 − ε1 · q3ε2 · ε3)
+ εε4q1q3q4(−ε1 · ε2ε3 · q2 − 2ε1 · ε3ε2 · q1 + ε1 · q2ε2 · ε3)
+ εε4q2q3q4(ε1 · ε2ε3 · q1 − ε1 · ε3ε2 · q1)
+ εq1q2q3q4(ε1 · ε2ε3 · ε4 − ε1 · ε3ε2 · ε4 + ε1 · ε4ε2 · ε3) (F.22)
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• Terme mit Eij-Formfaktoren:

(E)Eij
= 2×

[

K1
Eij

(ε1 · q2E12(q1, q2, q3, q4) + ε1 · q3E13(q1, q2, q3, q4) + ε1 · q4E14(q1, q2, q3, q4))

+K2
Eij

(ε2 · q1E11(q1, q2, q3, q4) + ε2 · q3E13(q1, q2, q3, q4) + ε2 · q4E14(q1, q2, q3, q4))

+K3
Eij

(ε3 · q1E11(q1, q2, q3, q4) + ε3 · q2E12(q1, q2, q3, q4) + ε3 · q4E14(q1, q2, q3, q4))

+K4
Eij

(ε4 · q1E11(q1, q2, q3, q4) + ε4 · q2E12(q1, q2, q3, q4) + ε4 · q3E13(q1, q2, q3, q4))
]

(F.23)

• Koeffizienten von Eij :

K1
Eij

=

− εε2ε3ε4q2q3 · q4 + εε2ε3ε4q3q2 · q4 − εε2ε3ε4q4q2 · q3 − 2εε2ε3q2q3(ε4 · q1 + ε4 · q2 + ε4 · q3)
− εε2ε3q2q4ε4 · q3 + εε2ε3q3q4ε4 · q2 + εε2ε4q2q3ε3 · q4 − 2εε2ε4q2q4(ε3 · q1 + ε3 · q2)
− εε2ε4q3q4ε3 · q2 − εε2q2q3q4ε3 · ε4 − εε3ε4q2q3ε2 · q4 + εε3ε4q2q4ε2 · q3 − 2εε3ε4q3q4ε2 · q1
+ εε3q2q3q4ε2 · ε4 − εε4q2q3q4ε2 · ε3 (F.24)

K2
Eij

=

− εε1ε3ε4q1q3 · q4 + εε1ε3ε4q3q1 · q4 − εε1ε3ε4q4q1 · q3 − 2εε1ε3q1q3(ε4 · q1 + ε4 · q2 + ε4 · q3)
− εε1ε3q1q4ε4 · q3 + εε1ε3q3q4ε4 · q1 + εε1ε4q1q3ε3 · q4 − 2εε1ε4q1q4(ε3 · q1 + ε3 · q2)
− εε1ε4q3q4ε3 · q1 − εε1q1q3q4ε3 · ε4 − εε3ε4q1q3ε1 · q4 + εε3ε4q1q4ε1 · q3
+ 2εε3ε4q3q4(q2 · q3z13 + q2 · q4z14 + q3 · q4z14) + εε3q1q3q4ε1 · ε4 − εε4q1q3q4ε1 · ε3

(F.25)

K3
Eij

=

− εε1ε2ε4q1q2 · q4 + εε1ε2ε4q2q1 · q4 − εε1ε2ε4q4q1 · q2 − 2εε1ε2q1q2(ε4 · q1 + ε4 · q2 + ε4 · q3)
− εε1ε2q1q4ε4 · q2 + εε1ε2q2q4ε4 · q1 + εε1ε4q1q2ε2 · q4 + 2εε1ε4q1q4(q2 · q3z23 + q2 · q4z24
+ q3 · q4z24)− εε1ε4q2q4ε2 · q1 − εε1q1q2q4ε2 · ε4 − εε2ε4q1q2ε1 · q4 + εε2ε4q1q4ε1 · q2
+ 2εε2ε4q2q4(q2 · q3z13 + q2 · q4z14 + q3 · q4z14) + εε2q1q2q4ε1 · ε4 − εε4q1q2q4ε1 · ε2

(F.26)

K4
Eij

=

− εε1ε2ε3q1q2 · q3 + εε1ε2ε3q2q1 · q3 − εε1ε2ε3q3q1 · q2 + 2εε1ε2q1q2(−q1 · q2z31 + q3 · q4z34)
− εε1ε2q1q3ε3 · q2 + εε1ε2q2q3ε3 · q1 + εε1ε3q1q2ε2 · q3 + 2εε1ε3q1q3(−q1 · q2z21 + q3 · q4z24)
− εε1ε3q2q3ε2 · q1 − εε1q1q2q3ε2 · ε3 − εε2ε3q1q2ε1 · q3 + εε2ε3q1q3ε1 · q2
+ 2εε2ε3q2q3(q2 · q3z13 + q2 · q4z14 + q3 · q4z14) + εε2q1q2q3ε1 · ε3 − εε3q1q2q3ε1 · ε2

(F.27)
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