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Tantum series juncturaque pollet.
Tantum de medio sumptis
accedit honoris.

Horatius

1. Einführung und Motivation

Gegenstand dieser Arbeit ist die Anwendung einer modifizierten Theorie der Gravi-
tation (q-Theorie) auf einen konkreten Fall in der Astronomie.
Ein relevantes Beispiel sind die von binären Himmelskörpern abgestrahlten Gravita-
tionswellen. Die Wahl des Himmelskörpers spielt vom experimentellen Standpunkt
aus betrachtet eine wichtige Rolle. Daher sollten wir folgendes beachten: Ein theoreti-
scher Wert macht nur dann Sinn, wenn er experimentell überprüft werden kann. Wir
wissen aus der allgemeinen Relativitätstheorie (ART), dass wir im Fall der Gravitati-
onswellen massive Objekte betrachten müssen, da die Strahlungsleistung von kleinen
Massen (wie z.B. die Erde) sehr schwach ist, und damit experimentell nicht nach-
gewiesen werden kann. Folglich werden wir in der q-Theorie als Himmelskörper erst
zwei allgemeine, rotierende Pulsare betrachten. Speziell werden wir am Ende die Pul-
sare PSR1913-16 auswerten, da die Abnahme ihrer Periode am genauesten gemessen
wurde. Neben der bekannten tensoriellen Quadrupolstrahlung aus der ART (bis auf
einen Vorfaktor), taucht in der q-Theorie zusätzlich die skalare Energieabstrahlung
auf. Die beiden Energieabstrahlungen enthalten in dieser Theorie den sogenannten
Gravitations-Kopplungsparameter, der an die Stelle der Newtonschen Gravitations-
konstante tritt. Sein Wert kann über den Newtonschen Grenzfall bestimmt werden.
Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:
In Kapitel 2 werden wir einen kurzen Abriss der q-Theorie geben, wobei zwei Feld-
gleichungen aus einem verallgemeinerten Wirkungsintegral abgeleitet werden.
Die zentrale Aufgabe liegt in Kapitel 3. Hier werden wir sowohl die tensoriellen Feld-
gleichungen als auch die skalare Feldgleichung linearisieren und durch Einführung be-
stimmter Eichtransformationen die (tensoriellen) Feldgleichnungen auf eine einfache
Form bringen. Diese Aufgabe kann aus pädagogischer Sicht durch mehrere Methoden
ausgeführt werden. Danach werden wir die gesamte Energieabstrahlung von binären
Pulsaren berechnen. Anschliessend wenden wir sie auf die Pulsare PSR1913-16 an.
In Kapitel 4 und 5 geht es hauptsächlich um die allgemeinen Resultate der Gra-
vitationswellen in der ART und in der Brans-Dicke-Theorie (BDT), wobei wir am
Ende die Resultate der drei Theorien diskutieren wollen. Die Anhänge dienen für die
Beweise einiger Zusammenhänge, die in früheren Kapiteln benutzt wurden. Insbe-
sondere sind hier die Anhänge D und E von großer Bedeutung. So werden z.B. im
Anhang E die Laplaceschen Integrale abgeleitet, um die bei den Gravitationswellen
der q-Theorie aufgetauchten elliptischen Integrale auswerten zu können.
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The scientist finds his reward in
what Henri Poincaré calls the
joy of comprehension.

A.Einstein

2. q-Theorie

2.1. Einführung

Die ersten Schritte bei dem Versuch eine Theorie der Quantengravitation1 aufzustel-
len, können darin bestehen, dass man erstens die mikroskopischen Bestandteile des
Raumes identifiziert, und zweitens die Dynamik dieser Bestandteile zu beschreiben
versucht. Eines dieser Bestandteile ist das Quantenvakuum. Die wichtigste Eigen-
schaft eines Quantenvakuums ist die Lorentzinvarianz. Astronomische Beobachtun-
gen weisen auf die Existenz einer kosmologischen Konstante hin, der einer Vakuum-
energiedichte entspricht, welche in der Größenordnung von 10−3eV liegt. Anderseits
liefern die vorhandenen Theorien Vorhersagen, die signifikant von den astronomi-
schen Beobachtungen abweichen. Nimmt man z.B. an, dass das Vakuum nur aus
elementaren Teilchen und Feldern des elektroschwachen Standardmodells besteht, so
ist die charakteristische Vakuumenergiedichte in der Größenordnung von (1011eV )4.
Die q-Theorie geht von einem thermodynamischen Argument für das Verhalten der
effektiven Vakuumenergiedichte aus. Sie behauptet folgendes: Wenn die Gravitation
nur eine schwach-energetische, effektive Wechselwirkung ist, so kann es sein, dass
Gravitonen als Quasiteilchen nicht alle Freiheitsgrade besitzen (die Gravitonen wä-
ren wie kleine Amplituden einer Wellen auf der Oberfläche eines Ozeans), und dass
der gravitative Effekt durch die gesamte Vakuumenergiedichte bestimmt wäre. Da-
durch dass die Vakuumenergiedichte fast Null ist, kann sie die Eigenschaft eines sich
selbst erhaltenden Mediums besitzen, das heisst, eines Mediums mit einem definier-
ten makroskopischen Volumen, selbst bei Abwesenheit der Umgebung. Ein sich selbst
erhaltendes Medium ist charakterisiert durch eine erhaltene, extensive Größe.
Die Vakuumvariable wurde in dieser Theorie als ein symmetrischer Tensor qµν(x)
gewählt, der dem Erhaltungsgesetz

∇µq
µν(x) = 0 (2.1)

genügt, wobei ∇µ die kovariante Ableitung definiert. In einem homogenen Vakuum
hat man:

qµν = qgµν . (2.2)

1Wir werden hier einen kurzen Abriss der q-Theorie geben. Zur weiteren Vertiefung empfehlen sich
die Artikel: [1, 2].
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2.2. Ableitung der verallgemeinerten Einsteinschen Feldgleichungen

Hierbei ist q über den Raum und die Zeit konstant. Dieser neue Freiheitsgrad q istfür
das Gleichgewicht des Quantenvakuums verantwortlich. Der Gleichgewichtswert von
q führt zu einem neuen Gleichgewichtzustand, wenn Störungen im Vakuum stattfin-
den. Das Quantenvakuum kann nun als ein Reservoir von gespeicherter Plankscher
Energie im q-Feld betrachtet werden.
Wir führen nun eine geeignete Wahl von q ein. Ein typischer Vorschlag für einen
möglichen, dynamischen Anfang der Vakuumvariable q geht von einem antisymme-
trischen Potentialtensor Aµνρ aus, mit dem Feldstärketensor:

Fκλµν ≡ ∇[κAλµν]. (2.3)

In dieser Theorie wird postuliert, dass es einen Gravitations-Kopplungsparameter
G := G(F ) an Stelle der Newtonschen Gravitationskonstante GN gibt, der vom
Zustand des Vakuums abhängt, und damit von der Vakuumvariablen F. Damit lautet
das Wirkungsintegral in der Theorie

S[A, g, ψ] = −
∫
d4x
√
|g|
(

R

16πG(F )
+ ǫ(F )

)
+

∫
d4x
√
|g|LM(ψ), (2.4)

F 2 ≡ − 1

24
FκλµνF

κλµν , (2.5)

Fκλµν = Feκλµν
√

|g|, F κλµν = Feκλµν/
√

|g|, (2.6)

wobei ǫ(F ) eine skalare Funktion ist, ψ steht für ein niedriges Materiefeld mit einer
skalaren Lagrangedichte LM (ψ) und eκλµν bezeichnet das Levi-Civita Symbol.

2.2. Ableitung der verallgemeinerten Einsteinschen
Feldgleichungen

Wenden wir das Variationprizip auf das obere Wirkungsintegral an, wobei wir bezüg-
lich der Metrik gµν variieren, so ist:2

δS = −





∫
d4x

G−1(F )

16π
Rµνδ(g

µν
√

|g|)
︸ ︷︷ ︸

:=δS1

+

∫
d4x

G−1(F )

16π
gµν
√

|g|δRµν
︸ ︷︷ ︸

:=δS2

+

∫
d4x

√
|g|R

16π
δG−1(F )

︸ ︷︷ ︸
:=δS3

+

∫
d4xδ

(√
|g|ǫ(F )

)

︸ ︷︷ ︸
:=δS4





+

∫
d4xδ(

√
|g|L)

︸ ︷︷ ︸
:=δS5

= 0. (2.7)

2Die Anwendung des Variationprinzipes in der ART und in der Elektrodynamik ist beispielsweise
gut beschrieben in [3].
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2. q-Theorie

Aus der ART sind uns zwei dieser Teilintegrale bekannt: 3

δS1 :=

∫
d4x

G−1(F )

16π
Rµνδ(g

µν
√
|g|) =

∫
d4x

G−1(F )

16π

(
−Rµν +

gµνR

2

)√
|g|δgµν ,

(2.8)

δS5 :=

∫
d4xδ(

√
|g|L) =

1

2

∫
d4x
√

|g|Tµνδgµν . (2.9)

Wir gehen nun zu dem zweiten Teilintegral in (2.7):

δS2 =

∫
d4x

G−1(F )

16π
gµν
√

|g|δRµν . (2.10)

In der ART kann man zeigen, dass dieses Teilintegral verschwinden wird.4 Dies kann
am einfachsten mit Hilfe der Palatini-Identität gezeigt werden. In unserem Fall wird
dieses Teilintegral nicht verschwinden, da die Newtonsche Konstante zu einer Variable
wird, die von F abhängt, und damit von Raum und Zeit. Wir fangen erst mit der
Definition des Ricci-Tensors an, der gegeben ist durch:

Rµν = Γγµγ,ν − Γγµν,γ + ΓγδνΓ
δ
µγ︸ ︷︷ ︸

=Γδ
γνΓγ

µδ

−ΓγδγΓ
δ
µν︸ ︷︷ ︸

Γδ
γδΓγ

µν

, (2.11)

⇒ δRµν = δΓγµγ,ν − δΓγµν,γ + δΓδγνΓ
γ
µδ + ΓδγνδΓ

γ
µδ − δΓγδγΓ

δ
µν − ΓδγδδΓ

γ
µν . (2.12)

Ausserdem gilt für das Christoffel-Symbol:

Γγµκ =
gγδ

2

(
∂gκδ
∂xµ

+
∂gµδ
∂xκ

− ∂gκµ
∂xδ

)
, κ = γ ∨ ν, (2.13)

⇒ Γγµκ,ǫ =
gγδ

2
∂ǫ

(
∂gκδ
∂xµ

+
∂gµδ
∂xκ

− ∂gκµ
∂xδ

)
+
∂ǫg

γδ

2

(
∂gκδ
∂xµ

+
∂gµδ
∂xκ

− ∂gκµ
∂xδ

)
, (2.14)

wobei ǫ = ν ∨ γ. Da

∂ǫg
γδ = gψγgφδ∂ǫgψφ,

kann Gl. (2.14) geschrieben werden als:

Γγµκ,ǫ =
gγδ

2
∂ǫ

(
∂gκδ
∂xµ

+
∂gµδ
∂xκ

− ∂gκµ
∂xδ

)
+ ∂ǫgψφg

ψγΓφµν . (2.15)

3Wir wollen uns hier auf die neuen Teilintegrale konzentieren. Im [4] sind z.B, diese zwei Integrale
ausführlich behandelt.

4Natürlich tritt dort die Newtonsche Gravitationkonstante G an der Stelle des Gravitations-
Kopplungsparameters G(F) auf.
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2.2. Ableitung der verallgemeinerten Einsteinschen Feldgleichungen

Wenn wir uns den Ausdruck in (2.12) anschauen, sehen wir, dass wir es mit einer lang-
wierigen Rechnung zu tun bekommen. Wir vermeiden diese Situation, indem wir das
Riemannsche Koordinatensystem verwenden.5 Im Nullpunkt des Riemannschen Ko-
ordinatensystemes verschwinden die Christoffel-Symbole, und man erhält aus (2.12)
und (2.14):

δRµν =
gγδ

2
δ∂ν

(
∂gγδ
∂xµ

+
∂gµδ
∂xγ

− ∂gγµ
∂xδ

)
− gγδ

2
δ∂γ

(
∂gνδ
∂xµ

+
∂gµδ
∂xν

− ∂gνµ
∂xδ

)
. (2.16)

⇒ δRµν =
gγδ

2
(∂ν∂µδgγδ + ∂ν∂γδgµδ − ∂ν∂δδgγµ − ∂γ∂µδgνδ + ∂γ∂δδgνµ) . (2.17)

Nach elementarer Rechnung folgt dann:

gµνδRµν = gγδ (∂µ∂µδgγδ − ∂µ∂δδgγµ) . (2.18)

Um zur gekrümmten Raum-Zeit zu wechseln, müssen wir die partiellen Ableitungen
durch die kovariante ersetzen:

gµνδRµν = gγδ∇µ∇µδgγδ −∇µ∇γδgγµ. (2.19)

Nach Einsetzen der Gl.(2.19) in Gl. (2.10) und zweifacher partiellen Integration er-
halten wir6

δS2 =
1

16π

∫
d4x

(√
|g|gγδδgγδ∇µ∇µG−1(F ) −

√
|g|δgγµ∇γ∇µG−1(F )

)
,

oder wenn wir die Indizes umbennen:

δS2 =
1

16π

∫
d4x

(
gµν�G−1(F ) −∇µ∇νG−1(F )

)√
|g|δgµν . (2.20)

Es bleiben noch das dritte und das vierte Teilintegral. Es gilt:

δS3 =

∫
d4x

√
|g|R

16π
δG−1(F ) =

∫
d4x

√
|g|R

16π

dG−1(F )

dF
δF, (2.21)

δS4 =

∫
d4xδ

(√
|g|ǫ(F )

)
=

∫
d4x

(
ǫ(F )δ

√
|g| +

√
|g|dǫ(F )

dF
δF

)
. (2.22)

5Vergleiche z.B. die Literatur [5].
6Die anderen Ausdrücke verschwinden, weil die Metrik im Unendlichen verschwindet.
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2. q-Theorie

Mit Hilfe der Gln. (2.5), (2.6) und die bekannte Beziehung aus der ART

δ
√

|g| =
1

2

√
|g|gµνδgµν , (2.23)

können wir δF schreiben als

δF =
δF 2

2F
= −F

2
gµνδgµν , (2.24)

und durch Einsetzen der Gl. (2.24) in (2.21) und (2.22) ergibt sich

δS3 = − 1

32π

∫
d4x
√

|g|RdG
−1(F )

dF
Fgµνδgµν , (2.25)

δS4 =

∫
d4x
√

|g|
[
ǫ(F )

2
− F

2

dǫ(F )

dF

]
gµνδgµν , (2.26)

wobei wir im letzten Integral die Beziehung (2.23) benutzt haben.
Setzten wir nun Gln. (2.26), (2.25), (2.20), (2.8) und (2.9) in (2.7) ein, so ergibt

sich:

δS = −
∫
d4x

{
G−1(F )

16π

(
−Rµν +

gµνR

2

)√
|g|δgµν +

√
|g|
[
ǫ(F )

2
− F

2

dǫ(F )

dF

]
gµνδg

µν

+
1

16π

(
gµν�G

−1(F ) −∇µ∇νG
−1(F )

)√
|g|δgµν − 1

32π

√
|g|RdG

−1(F )

dF
Fgµνδg

µν

}

+
1

2

∫
d4x
√
|g|Tµνδgµν = 0.

Damit erhalten wir die verallgemeinerten Einsteinschen Feldgleichungen:

G−1(F )

8π

(
Rµν −

gµνR

2

)
+

1

16π
F
dG−1(F )

dF
Rgµν +

1

8π

(
∇µ∇νG

−1(F ) − gµν�G
−1(F )

)

−
[
ǫ(F ) − F

dǫ(F )

dF

]
gµν + Tµν = 0.

(2.27)

2.3. Exkurs: Kovariante Form der inhomogenen
Maxwellschen Feldgleichungen

Damit wir die verallgemeinerten Maxwellschen Feldgleichungen in dem nächsten Ab-
schnitt auf eine bequeme Weise ableiten können, und weil die Analogie aus Bekanntem
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2.3. Exkurs: Kovariante Form der inhomogenen Maxwellschen

Feldgleichungen

oft auch das Neue erhellt, möchten wir hier einige wichtige Punkte aus der Elektrody-
namik in Erinnerung rufen. In der Elektrodynamik ist das gesamte Wirkungsintegral
von Ladungen und Feld durch

S = −Σ

∫
mds−

∫
Aµj

µd4x− 1

16π

∫
FµνF

µνd4x (2.28)

gegeben. Beschränken wir uns auf den quellenfreien Fall (j=0), so erhalten wir mit
Hilfe des Variationprinzipes, wenn wir bezüglich Aµν variieren:

δS = − 1

16π

∫
δ (FµνF

µν) d4x = − 1

16π

∫

δFµνFµν + FµνδF

µν

︸ ︷︷ ︸
=FµνδFµν


 d4x

= − 1

8π

∫
FµνδFµνd

4x = 0. (2.29)

In der Elektrodynamik gilt für den Feldstärke-Tensor:

Fµν =
∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

, (2.30)

⇒ δFµν =
∂δAν
∂xµ

− ∂δAµ
∂xν

. (2.31)

Setzen wir Gl. (2.31) in (2.29) ein, so bekommen wir:

δS = − 1

8π

∫
Fµν

(
∂δAν
∂xµ

− ∂δAµ
∂xν

)
d4x = 0. (2.32)

Da

Fµν =
Fµν
2

+
Fµν
2
, (2.33)

führt der Vergleich mit (2.30) auf:

∂Aν
∂xµ

= −∂Aµ
∂xν

. (2.34)

Somit kann (2.32) geschrieben werden als:

δS = − 1

8π

∫
Fµν

(
∂δAν
∂xµ

+
∂δAν
∂xµ

)
d4x = − 1

4π

∫
Fµν

∂δAν
∂xµ

d4x = 0. (2.35)

Integrieren wir nun partiell, so verschwindet der erste Teil,7 und wir erhalten:

∂Fµν

∂xµ
= 0. (2.36)

7Weil das Feld im Unendlichen verschwindet.
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2. q-Theorie

2.4. Ableitung der verallgemeinerten Maxwellschen

Feldgleichnungen

Wir wenden das Variationprinzip auf das Wirkungsintegral (2.4) an, indem wir nun
bezüglich A variieren. Damit gilt:

δS = −
∫
d4x
√

|g|
(
R

16π

dG−1(F )

dF
+
dǫ(F )

dF

)
δF. (2.37)

Ähnlich wie in (2.24) ist:

δF =
δF 2

2F
= − 1

24F
F κλµνδFκλµν . (2.38)

Somit bedeutet das für Gl. (2.37):

δS = +

∫
d4x
√

|g|
(
R

16π

dG−1(F )

dF
+
dǫ(F )

dF

)
F κλµνδFκλµν

24F
= 0. (2.39)

Werfen wir einen Blick auf Gl. (2.29), die unter Verwendung des Feldstärkeketensors
auf Gl. (2.35) gebracht wurde, so können wir Gl. (2.39) mittels Definition (2.3) auch
auf die Form

δS = +
1

12

∫
d4x
√

|g|
(
R

16π

dG−1(F )

dF
+
dǫ(F )

dF

)
F κλµν

F
∇ν δAλµκ = 0 (2.40)

bringen. Integrieren wir schließlich partiell, so erhalten wir:

∇ν

[√
|g|F

κλµν

F

(
R

16π

dG−1(F )

dF
+
dǫ(F )

dF

)]
= 0. (2.41)

Setzen wir in der letzten Gleichung die zweite Beziehung aus (2.6) ein, und integrieren
wir weiter über Raum und Zeit, so bekommen wir

R

16π

dG−1(F )

dF
+
dǫ(F )

dF
= µ, (2.42)

wobei µ eine Integrationkonstante ist. In einem thermodynamischen Gleichgewichts-
zustand spielt die Konstante die Rolle eines chemischen Potentials. Wir erhalten aus
der letzten Gleichung:

R

16π

dG−1(F )

dF
=

(
µ− dǫ(F )

dF

)
. (2.43)

Setzen wir die letzte Gleichung in (2.27) ein, so ergibt sich:

G−1(F )

8π

(
Rµν −

gµνR

2

)
+

1

8π

(
∇µ∇νG

−1(F ) − gµν�G
−1(F )

)

− (ǫ(F ) − µF )gµν + Tµν = 0. (2.44)
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2.5. Modelle für G−1(F ) und ǫ(F )

2.5. Modelle für G−1(F ) und ǫ(F )

Wir wollen in diesem Abschnitt zwei einfache Modelle für G−1(F ) und ǫ(F ) präsen-
tieren,8 wobei wir uns hier in erster Linie für die Analyse und die darausfolgenden
Schlussfolgerungen interessieren. Die Modelle lauten:

G−1(F ) = s|F |, |F | ≪ |F0| (2.45)

ǫ(F ) =
1

2χ

(
−F

2

F 2
0

+
F 4

3F0
4

)
. (2.46)

Hier ist: s ein dimensionsloser, freier Parameter, χ > 0 ein konstanter Parameter (Va-
kuumkompressibilität), und F0 der Wert von F , wenn sich das Vakuum im Gleich-
gewicht befindet. Der Gleichgewichtswert des chemischen Potentials µ in einem per-
fekten Vakuum ist gegeben durch:

µ0 = − 1

3χF0
. (2.47)

Ausserdem sind die mikroskopischen Parameter F0 und χ vermutlich über die Plank-
sche Energie bestimmt:

|F0| ∼ E2
P lanck, (2.48)

χ ∼ 1

ǫ(F0)
∼ 1

E4
P lanck

. (2.49)

Setzen wir die beiden letzten Gln. in (2.47) ein, so ist

µ = − E4
P lanck

3E2
P lanck

, (2.50)

⇒ |µ0| ∼ |F0|, (2.51)

wobei im letzten Schritt wieder (2.48) angewendet wurde. Falls |µ0| ∼ |F0| und wir
nur Terme bis zur ersten Ordnung berücksichtigen, erhalten wir unter Verwendung
der Gln. (2.45), (2.46) und (2.47) folgende Relation

8π

G−1(F )
(ǫ(F ) − µF ) =

8π

s

[
3

2
F − µ0

]
(ηµν + hµν), (2.52)

deren Bedeutung erst im nächsten Kapitel ersichtlich wird. Da |µ0| ∼ |F0| ≫ |F | und
(ηµν + hµν) ≈ ηµν , |hµν | ≪ 1, so ergibt sich als gute Näherung:

8π

G−1(F )
(ǫ(F ) − µF ) ≈ −8π

s
ηµνµ0. (2.53)

8Für weitere, detaillierte Informationen über die Natur dieser Wahl, siehe [2].

9



I consider that I understand an
equation when I can predict the
properties of its solutions, without
actually solving it.

P. A. M. Dirac

3. Gravitationswellen in der q-Theorie

Wir wollen in diesem Kapitel die Energieabstrahlung von binären Pulsaren in der q-
Theorie (qT) berechnen. Wie wir aus Kapitel 2 gesehen haben, enthält die qT neben
den tensoriellen noch die skalaren Feldgleichungen. Wir wollen uns hier erst mit dem
tensoriellen Anteil beschäftigen.

3.1. Die tensoriellen Feldgleichungen

3.1.1. Die gekoppelten linearisierten Feldgleichungen (1. Methode)

Wir schreiben erst die verallgemeinerten Einsteinschen Feldgleichungen aus Kap. 2
auf:

G−1(F )

8π

(
Rµν −

gµνR

2

)
+

1

8π
(∇µ∇ν − gµν�)G−1(F ) − (ǫ(F ) − µF ) gµν + Tµν = 0.

(3.1)

Als ersten Schritt möchten wir sie linearisieren, daher verwenden wir die Modelle für
ǫ(F ) und G−1(F ) aus dem zweiten Kapitel:

ǫ(F ) =
1

2χ

(
− F 2

F0
2 +

F 4

3F0
2

)
, G−1(F ) = sF. (3.2)

Ausserdem machen wir die Ansätze

F = ϕ0 (1 + φ(x)) , gµν = ηµν + hµν , bzw. gµν = ηµν − hµν , (3.3)

mit

|F | ≪ |F0| , ϕ0 = const, |φ| und |hµν | ≪ 1. (3.4)

Setzen wir Gln. (3.2) und ((3.3) in Gl. (3.1) ein, und nehmen wir Terme bis zur ersten
Ordnung in h und φ, so folgt unter Berücksichtigung von (3.4) und (2.53) aus dem
zweiten Kapitel

(
R(1)
µν − ηµνR

(1)

2

)
= −8πTµν

sϕ0
− (∂µ∂ν − ηµν�)φ− 8π

s
µηµν , (3.5)
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3.1. Die tensoriellen Feldgleichungen

wobei1 (
R(1)
µν − ηµνR

(1)

2

)
=

1

2

(
hµν + ηµν∂

α∂βhαβ − ∂(µ∂
λhλν )

)
, (3.6)

und

hµν =

(
hµν −

ηµνh

2

)
. (3.7)

Gl. (3.5) kann auf eine geschickte Form gebracht werden, wenn wir sie erst mit Hilfe
der Gl. (3.6) in der nachfolgenden Form ausführlich schreiben :

�

(
hµν −

ηµνh

2

)
+ ηµν∂

α∂β
(
hαβ −

ηαβh

2

)
− ∂µ∂

λ

(
hλν −

ηλνh

2

)

− ∂ν∂
λ

(
hλµ −

ηλµh

2

)
+ 2 (∂µ∂ν − ηµν�)φ =

−16π

s

(
Tµν
ϕ0

+ µηµν

)
. (3.8)

Da die nachstehenden Beziehungen gelten:

2∂µ∂νφ = ∂υ∂
ληλµφ+ ∂µ∂

ληλνφ ∧ −2ηµν�φ = −ηµν�φ− ηµν∂
α∂βηαβφ,

ergibt sich

�

(
hµν −

ηµνh

2

)
+ ηµν∂

α∂β
(
hαβ −

ηαβh

2

)
− ∂µ∂

λ

(
hλν −

ηλνh

2

)

− ∂ν∂
λ

(
hλµ −

ηλµh

2

)
+ ∂υ∂

ληλµφ+ ∂µ∂
ληλνφ− ηµν�φ− ηµν∂

α∂βηαβφ

=
−16π

s

(
Tµν
ϕ0

+ µηµν

)
, (3.9)

oder

�

(
hµν + ηµνφ− ηµνh

2
− 2ηµνφ

)
+ ηµν∂

α∂β
(
hαβ + ηαβφ− ηαβh

2
− 2ηαβφ

)

− ∂ν∂
λ

(
hλµ + ηλµφ− ηλµh

2
− 2ηλµφ

)
− ∂µ∂

λ

(
hλν + ηλνφ− ηλνh

2
− 2ηλνφ

)

=
−16π

s

(
Tµν
ϕ0

+ µηµν

)
. (3.10)

Mit den Definitionen

θµν := θµν −
ηµνθ

2
, θµν := hµν + ηµνφ, T̃µν := Tµν + ϕ0µηµν (3.11)

1Siehe Anhang A.
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3. Gravitationswellen in der q-Theorie

und

κqT := 8πGqT , GqT :=
1

ϕ0s
, (3.12)

schreibt sich Gl. (3.10) kompakter

�θµν + ηµν∂
α∂βθαβ − ∂(µ∂

λθλν ) = −2κqT T̃µν , (3.13)

wobei wir hier GqT als Newtonsche Konstante bezeichnen möchten.2

3.1.2. Eichtransformation und Eichbedingungen (1. Methode)

Wir wollen zunächst die zuletzt erhaltenen Feldgleichungen vereinfachen. Daher füh-
ren wir eine Eichtransformation ein, die dann die Eichbedingungen ergibt, wobei man
mit diesen die entkopppelten, linearisierten Feldgleichungen erhält. Daher gehen wir
von folgender Vermutung aus:

Lemma 1 Die Eichtransformation

θ′σγ = θσγ − ξσ,γ − ξγ,σ + ησγξ
α
,α (3.14)

ändert die Form der Gln (3.13) nicht.

Beweis 1 Vorbemerkung: Bequemerweise werden wir die Indizes in Gl. (3.13) um-
bennen, ausserdem gehen wir von dem neuem Koordinatensystem aus:3

�θ′αβ + ηαβ∂
µ∂νθ′µν − ∂µ∂βθ′αµ − ∂µ∂αθ′βµ = −2κqT T̃αβ. (3.15)

Ist

σ = α, µ ∨ β ∧ γ = β, ν ∨ µ,

so ergibt sich für (3.14):

θ′αβ = θαβ − ξα,β − ξβ,α + ηαβξ
ν
,ν, (3.16a)

θ′µν = θµν − ξµ,ν − ξν,µ + ηµνξ
κ
,κ, (3.16b)

θ′βµ = θβµ − ξβ,µ − ξµ,β + ηβµξ
ν
,ν . (3.16c)

2In der Brans-Dicke Theorie wird er mit Gravitations-Kopplungsparameter bezeichnet. Wir haben
einen anderen Namen gewählt, da die Bezeichnung Gravitations-Kopplungsparameter für G−1(F )
in der q-T reserviert war.

3Wir führen hier das Symbol θ′
αβ für die Störung in dem neuen Koordinatensystem ein, während

θαβ für die Störung in dem alten Koordinatensystem steht.
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3.1. Die tensoriellen Feldgleichungen

Setzen wir Gln. (3.16a),(3.16b),(3.16c) in Gl. (3.14) ein, so folgt:


θαβ,µ,µ − ξα,β,µ,

µ

︸ ︷︷ ︸
1

− ξβ,α,µ,
µ

︸ ︷︷ ︸
2

+ ηαβξ
ν
,ν,µ,

µ

︸ ︷︷ ︸
3


+ ηαβ


θµν,µ,ν − ξµ,ν,

µ
,
ν

︸ ︷︷ ︸
3

−ξν,µ,µ,ν + ηµνξ
κ
,κ,
µ
,
ν




−


θαµ,β ,µ − ξα,µ,β,

µ

︸ ︷︷ ︸
1

− ξµ,α,β,
µ

︸ ︷︷ ︸
4

+ηαµξ
ν
,ν,β,

µ


−


θβµ,α,µ − ξβ,µ,α,

µ

︸ ︷︷ ︸
2

− ξµ,β,α,
µ

︸ ︷︷ ︸
4

+ηβµξ
ν
,ν,α,

µ


 =

= θαβ,µ,
µ + ηαβθµν ,

µ
,
ν − θαµ,β,

µ − θβµ,α,
µ

+ 2ξµ,β,α,
µ − ξν,ν,α,β + ηαβξ

κ
,κ,ν,

ν − ηαβξν,µ,
µ
,
ν

︸ ︷︷ ︸
=0

−ξν,ν,β,α = −2κqT T̃αβ ,

und damit erhalten wir:4

θαβ,µ,
µ + ηαβθµν ,

µ
,
ν − θαµ,β ,

µ − θβµ,α,
µ = −2κqT T̃αβ . � (3.17)

Durch die Anwendung der Gl. (3.14) auf Gl. (3.15) läßt sich zeigen, dass die zweiten,
dritten und vierten Ausdrücke auf der linke Seite der Gl. (3.15) zum Verschwinden
gebracht werden können. Hieraus ergeben sich die Eichbedingungen.
Wir zeigen diese Tatsache für den zweiten Ausdruck:

θ′µν ,
µ = θµν,

µ − ξµ,ν,
µ − ξν,µ,

µ + ηµνξ
κ
,κ,
µ

︸ ︷︷ ︸
=ξκ

,κ,ν

= θµν ,
µ − ξν,µ,

µ.

Wählen wir nun

�ξν = θµν,
µ,

so bekommen wir:
θ′µν,

µ = 0. (3.18)

Gl. (3.18) ist die erster gesuchten Eichbedingungen. Auf die gleiche Art und Weise
können wir den dritten und vierten Ausdruck in Gl. (3.15) zum Verschwinden bringen,
und wir erhalten dann insgesamt die folgenden Eichbedingungen:

θµδ,
µ = 0, δ = ν, α ∨ β. (3.19)

Folglich vereinfacht sich Gl. (3.15) zu:

�θαβ = −2κqT T̃αβ . (3.20)

4Die mit 1, 2 bzw. 3 markierten Terme heben sich wegen der Vertauschbarkeit der Ableitungen
gegenseitig auf.
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3. Gravitationswellen in der q-Theorie

3.1.3. Linearisierte Feldgleichungen (2. Methode)

Wir wollen nun auf eine dritte Art Gl. (3.20) erreichen.5 Der Weg wird verständ-
lich, wenn wir die Hauptidee skizzieren: Bis jetzt war es so, dass wir aus den nicht
linearen Feldgln. durch Linearisierung und Einführung bestimmter Eichtransforma-
tionen Gln. (3.20) bekommen. Es gibt die Möglichkeit, dass man vor der Ableitung
der Feldgln. das verallgemeinerte Wirkungsintegral6 mit Hilfe der Ansätze in (3.3)
linearisiert. Anschliessend wenden wir das Prinzip der kleinsten Wirkung an und im
letzten Schritt führen wir eine Eichung durch. Damit wir auf eine klare und genaue
Weise unser Ziel erreichen, möchten wir in den nächsten drei Abschnitten die Technik
erst auf die ART anwenden.

Exkurs: Das linearisierte Einstein-Hilbert Wirkungsintegral

Wir möchten die linearisierten Einsteinschen Gln. auf eine etwas unübliche Weise
ableiten, daher fangen wir erst mit dem Einstein-Hilbert Wirkungsintegral an:

S = − 1

2cκGR

∫
d4x
√

|g|R+

∫
d4x
√

|g|L(ψ, gµν), κGR =
8πGN
c

. (3.21)

Der Ricci-Skalar und das Christoffel-Symbol sind definiert über:

R = gµν
(
Γαµν,α − Γαµα,ν + ΓρµνΓ

α
ρα − ΓρµαΓαρν

)
, (3.22)

Γγβκ = gγη (gβη,κ + gκη,β − gβκ,η) . (3.23)

Wir betrachten zunächst den ersten Term im Einstein-Hilbert Wirkungsintegral. Ver-
wenden wir für ihn den zweiten Ansatz in Gl. (3.3) unter der Berücksichtigung, dass
wir im Endeffekt lineare Terme haben möchten, so ergibt sich:

R(1)
≈

ηµνηρσηαβ

4
(hµσ,νhρβ,α + hµσ,νhαβ,ρ − hµσ,νhρα,β + hνσ,µhρβ,α + hνσ,µhαβ,ρ

− hνσ,µhρα,β − hµν,σhρβ,α − hµν,σhαβ,ρ + hµν,σhρα,β − hµσ,αhρβ,ν − hµσ,αhνβ,ρ

+ hµσ,αhρν,β − hασ,µhρβ,ν − hασ,µhνβ,ρ + hασ,µhρν,β + hµα,σhρβ,ν + hµα,σhνβ,ρ

−hµα,σhρν,β) .

5Diese Methode hat einen großen Vorteil, wie wir später sehen werden.
6Siehe Gl.(2.3) in Kapitel 2.
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3.1. Die tensoriellen Feldgleichungen

Aus der letzten Gleichung folgt dann

R(1) =
1

4



hµ

ρ
,
µhρ

α
,α︸ ︷︷ ︸

4

+hµ
ρ
,
µhα

α
,ρ︸ ︷︷ ︸

1

−hµ
ρ
,
µhρα,

α

︸ ︷︷ ︸
4

+hµρ,µhρ
α
,α︸ ︷︷ ︸

3

+hµρ,µhα
α
,ρ︸ ︷︷ ︸

1

−hµρ,µhρα,
α

︸ ︷︷ ︸
3

− hµ
µ
,
ρhρ

α
,α︸ ︷︷ ︸

2

−hµµ,ρhαα,ρ + hµ
µ
,
ρhρα,

α

︸ ︷︷ ︸
2

−hµ
ρ
,αhρ

α
,
µ

︸ ︷︷ ︸
8

−hµ
ρ
,αh

µα
,ρ︸ ︷︷ ︸

7

+hµ
ρ
,αhρ

µ
,
α

︸ ︷︷ ︸
5

−hα
ρ
,µhρ

α
,
µ

︸ ︷︷ ︸
5

−hα
ρ
,µh

µα
,ρ︸ ︷︷ ︸

7

+hα
ρ
,µhρ

µ
,
α

︸ ︷︷ ︸
8

+hµα,
ρhρ

α
,
µ

︸ ︷︷ ︸
6

+hµα,
ρhµα,ρ − hµα,

ρhρ
µ
,
α

︸ ︷︷ ︸
6



 ,

(3.24)

wobei Terme, die mit der gleichen Nummer markiert sind, miteinander ausgewertet
werden. Dabei sprechen wir jeweils zunächst eine Vermutung aus, die anschließend
bewiesen wird. Die Reihenfolge der Vermutungen entspricht dann der Nummer in der
letzten Gleichung.

Lemma 2

1

4
hµ

ρ
,
µhα

α
,ρ +

1

4
hµρ,µhα

α
,ρ =

1

2
hµ

ρ
,
µhα

α
,ρ. (3.25)

Beweis 2 Der zweite Ausdruck auf der linken Seite der Gl. (3.25) kann geschrieben
als:

1

4
ηµγhγ

ρ
,µhα

α
,ρ =

1

4
hγ

ρ
,
γhα

α
,ρ .7

Da bei γ über alle Werte (von 0 bis 3) summiert wird, lässt sich das Symbol γ durch µ
ersetzen. Damit ergibt sich durch Einsetzen in die linken Seite der Gl.(3.25) die rechte
Seite. �

Lemma 3

1

4
(hµ

µ
,
ρhρα,

α − hµ
µ
,
ρhρ

α
,α) = 0. (3.26)

Beweis 3 Die linke Seite der Gl.(3.26) lässt sich schreiben als:

1

4
(hµ

µ
,
ρhρα,

α − hµ
µ
,
ρηανhρ

α
,
ν) =

1

4
(hµ

µ
,
ρhρα,

α − hµ
µ
,
ρhρν ,

ν)

=
1

4
(hµ

µ
,
ρhρα,

α − hµ
µ
,
ρhρα,

α)

= 0

wobei in den letzten zwei Schritten die gleiche Begründung wie in Beweis 3 gilt.�

7da ηµγ = ηγµ.
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3. Gravitationswellen in der q-Theorie

Lemma 4
1

4
(hµρ,µhρ

α
,α − hµρ,µhρ

α
,α) = 0. (3.27)

Beweis 4 Hier ist der Beweis völlig analog zum Beweis der Vermutung 3.�

Lemma 5
1

4
(hµ

ρ
,
µhρ

α
,α − hµ

ρ
,
µhρα,

α) = 0. (3.28)

Beweis 5 Läßt sich ebenfalls analog zu Vermutung 4 beweisen.. �

Lemma 6
1

4
(hµ

ρ
,αhρ

µ
,
α − hα

ρ
,µhρ

α
,
µ) = 0. (3.29)

Beweis 6 Vertauscht man α mit µ in dem zweiten Faktor der rechten Seite der
Gl.(3.29), so ergibt sich die Aussage. �

Lemma 7
1

4
(hµα,

ρhρ
α
,
µ − hµα,

ρhρ
µ
,
α) = 0. (3.30)

Beweis 7 Der Beweis ist analog zum Beweis von Vermutung 6.

Lemma 8

−1

4
(hµ

ρ
,αh

µα
,ρ + hα

ρ
,µh

µα
,ρ) = −1

2
hαγ,µh

µα
,
γ . (3.31)

Beweis 8 Indem wir µ durch α in der rechten Seite der Gl.(3.31) vertauschen (unter
Berücksichtigung, dass hµα = hαµ), erhalten wir:

−1

4
(hα

ρ
,µh

µα
,ρ + hα

ρ
,µh

µα
,ρ) = −1

2
hα

ρ
,µh

µα
,ρ

= −1

2
ηργhαγ,µh

µα
,ρ = −1

2
hαγ,µh

µα
,
γ . �

Lemma 9
1

4
(−hµρ,αhρα,µ + hα

ρ
,µhρ

µ
,
α) = 0. (3.32)

Beweis 9 Dieselbe Begründung gilt hier wie beim Beweis von Vermutung 6.

Damit wir Gl. (3.24) vollständig ausrechnen können, müssen wir noch eine Vermu-
tung bestätigen:
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3.1. Die tensoriellen Feldgleichungen

Lemma 10

−1

4
(hµ

ρ
,αh

µα
,ρ + hα

ρ
,µh

µα
,ρ) = −1

2
hαγ,µh

µα
,
γ = −1

2
hαρ,

ρhµα,µ. (3.33)

Beweis 10 Vorbemerkung: Diese Vermutung entspricht teilweise der Vermutung 9,
daher bleibt zu zeigen, dass:8

−1

2
hαγ,µh

µα
,
γ = −1

2
hαρ,

ρhµα,µ.

Setzen wir alle bewiesenen Vermutungen in die Gl. (3.24) ein, so bekommen wir:

R(1) =
1

2
∂µhµ

ρ∂ρh− 1

2
∂ρhαρ∂µh

µα − 1

4
∂ρh∂ρh+

1

4
∂ρhµα∂ρh

µα. (3.34)

Mit Hilfe der letzten Gleichung und
√

|g| = 1 ergibt sich für den ersten Teil des
linearisierten Einstein-Hilbert Wirkungsintegrals:

S1 = − 1

2cκGR

∫
d4x

(
1

4
∂ρhµα∂ρh

µα − 1

4
∂ρh∂ρh+

1

2
∂µhµ

ρ∂ρh− 1

2
∂ρhαρ∂µh

µα

)
.

(3.35)

Nun verbleibt noch den zweiten Teil des Einstein-Hilbert Wirkungsintegrals zu linea-
risieren, welches auch in folgender Form geschrieben werden kann:9

S2 = c

∫
mds, ds =

√
gµνdxµdxν . (3.36)

Bemerkung: Zur Übersichtlichkeit werden wir das Intervall in der SRT mit ds′ be-
zeichnen.

Der schon angewendete Ansatz

gµν = ηµν + hµν , |hµν | ≪ 1, (3.37)

liefert dann

ds =
√
gµνdxµdxν = ds′

√
1 +

hµνdx
µdxν

ds′2
≈ dx0

(
1 +

hµνv
µvν

2c2

)
,

8Das läßt sich leicht zeigen.
9Siehe Anhang C.
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3. Gravitationswellen in der q-Theorie

wobei wir hier die Beziehungen:

ds′2 = ηµνdx
µdxν , bzw. ds′2 = c2dτ2 ≡ dx02

,

benutzt haben. Im letzten Schritt haben wir eine Entwicklung bis zur ersten Ordnung
durch die Taylorreihe gemacht. Damit haben wir für das Integral in (3.36):

S2 = c

∫
mdx0

(
1 +

hµνv
µvν

2c2

)
≈ c

∫
mdx0hµνv

µvν

2c2
.

Mit

m =

∫
d3xρ(~x), ρ = mδ(~x− ~x ′), ∧ T µν = ρνµνν ,

folgt dann:

S2 =
1

2c

∫
d4xT µνhµν . (3.38)

Infolge der Gln. (3.35) und (3.38) lässt sich das komplett linearisierte Einstein-Hilbert
Wirkungsintegral schreiben als:10

S =

∫
d4x

[
− 1

2cκGR

(
1

4
∂µh

αβ∂µhαβ −
1

4
∂µh∂

µh+
1

2
∂µh∂νhµν

−1

2
∂νh

µν∂ρhµρ

)
+

1

2c
T µνhµν

]
. (3.39)

Exkurs: Kanonische Normalisierung

Wie wir wissen, ist eine Konvention, dass gµν , ηµν und hµν einheitslos sind. Aber
man kann den zweiten Ausdruck auf der rechten Seite der Gl. (3.36) so ändern, dass
er wieder einheitlos bleibt. Der erweiterte Ansatz lautet dann:

gµν = ηµν +
√

2cκGRhµν . (3.40)

Da κ aus der Gl. (3.21) die Einheit
[
GN/c

4
]

besitzt, so ist die Einheit von
√

2cκ =
[
GN/c

3
]1/2

. Daher sieht man, dass die Einheit von hµν =
[
c3/GN

]1/2
sein muss,

damit der ganze zweite Ausdruck auf der rechten Seite der Gl. (3.40) einheitslos bleibt.
Den Sinn dieser Wahl bzw. wieso man den Faktor

√
2cκGR nicht aber beispielweise√

3cκGR einführt, sieht man, wenn wir uns den ersten Faktor der rechten Seite von
Gl. (3.39) anschauen, denn durch diese Wahl von

√
2cκGRhµν an Stelle von hµν wird

dort der
”
störende” Vorfaktor 1/2cκGR weggekürzt. Diese Redefinition der Störung

hµν in Abhängigkeit von einer konstanten Kopplung κGR bringt uns auf die Form
(3.40), die man als kanonische Normalisierung bezeichnet.

10Wir bennen die Indizes bei dem ersten Teil des linearisierten Einstein-Hilbert Wirkungsintegrals
um.
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3.1. Die tensoriellen Feldgleichungen

Bevor wir unser Wirkungsintegral redefinieren, und daraus die linearisierten Ein-
steinschen Feldgleichungen ableiten, möchten wir hier einige Definitionen einführen,
damit wir Missverständnisse vermeiden:

g(alt)
µν = ηµν + h(alt)

µν , (3.41)

g(neu)
µν = ηµν + h(neu)

µν , (3.42)

wobei h
(neu)
µν die Einheit

[
c3

GN

] 1
2

hat, während h
(alt)
µν einheitslos ist. Aus der letzten

Aussage oder aus den Gln. (3.40), (3.41) und (3.42) folgt dann:

h(alt)
µν =

√
2cκGRh

(neu)
µν . (3.43)

Drücken wir jetzt das linearisierten Einstein-Hilbert Wirkungsintegral durch kanoni-
sche Normalisierung aus, indem wir die neue Definitionen berücksichtigen, so erhalten
wir:

S(neu) = −
∫
d4x

[
1

4
∂µh

αβ
(neu)∂

µh
(neu)
αβ − 1

4
∂µh

(neu)∂µh(neu) +
1

2
∂µh(neu)∂νh(neu)

µν

−1

2
∂νh

µν
(neu)∂

ρh(neu)
µρ −

√
κGR
2c

T µνh(neu)
µν

]
.

(3.44)

Exkurs: Ableitung der linearisierten Einsteinschen Gleichungen

Wenden wir das Variationprinzip auf das Wirkungsintegral (3.44) an, indem wir be-
züglich h variieren, so haben wir:

∫
d4x




1

4
δ(∂µh

αβ
(neu)∂

µh
(neu)
αβ )

︸ ︷︷ ︸
(1)

− 1

4
δ(∂µh

(neu)∂µh(neu))

︸ ︷︷ ︸
(2)

+
1

2
δ(∂µh(neu)∂νh(neu)

µν )

−1

2
δ(∂νh

µν
(neu)∂

ρh(neu)
µρ ) −

√
κGR
2c

T µνδh(neu)
µν

]
= 0. (3.45)

Wir berechnen den ersten Ausdruck in der letzten Gleichung:
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3. Gravitationswellen in der q-Theorie

1

4
δ(∂µh

αβ
(neu)∂

µh
(neu)
αβ )

︸ ︷︷ ︸
(1)

=
1

4

(
∂µh

(neu)
αβ δ∂µh

αβ
(neu) + ∂µh

αβ
(neu)δ∂

µh
(neu)
αβ

)

=
1

4


∂

µh
(neu)
αβ δ∂µh

αβ
(neu) + ηρµη

καηνβ∂ρh(neu)
κν δ∂µh

(neu)
αβ︸ ︷︷ ︸

=∂ρhκνδ∂ρhκν




=
1

4

(
∂µh

(neu)
αβ δ∂µh

αβ
(neu) + ∂µh

(neu)
αβ δ∂µh

αβ
(neu)

)

=
1

2
∂µh

(neu)
αβ δ∂µh

αβ
(neu),

und ähnlich ergibt sich für den zweiten Ausdruck:

1

4
δ(∂µh

(neu)∂µh(neu))

︸ ︷︷ ︸
(2)

=
1

2
∂µh(neu)δ∂µh(neu).

Somit erhalten wir:
∫
d4x

2

[
∂µh

(neu)
αβ δ∂µh

αβ
(neu) − ∂µh(neu)δ∂µh

(neu) + ∂µh(neu)δ∂νh(neu)
µν + ∂νh(neu)

µν δ∂µh(neu)

−∂νhµν(neu)δ∂
ρh(neu)

µρ − ∂ρh(neu)
µρ δ∂νh

µν
(neu)

]
=

∫
d4x

√
κGR
2c

T µνδh(neu)
µν .

Integrieren wir partiell die linke Seite der letzten Gl., so folgt:11

∫
d4x

2


−δh

αβ
(neu)∂µ∂

µh
(neu)
αβ + δh(neu)

︸ ︷︷ ︸
=ηαβδh

αβ

(neu)

∂µ∂
µh(neu) − δh(neu)

µν ∂ν∂µh(neu)

︸ ︷︷ ︸
=δhαβ

(neu)
∂β∂αh(neu)

− δh(neu)
︸ ︷︷ ︸

=ηαβδh
αβ

(neu)

∂µ∂νh(neu)
µν + δh(neu)

µρ ∂ρ∂νh
µν
(neu)︸ ︷︷ ︸

=δhαβ

(neu)
∂β∂νh

(neu)
αν

+ δhµν(neu)∂ν∂
ρh(neu)

µρ︸ ︷︷ ︸
=δhαβ

(neu)
∂β∂ρh

(neu)
αρ




=

∫
d4x

√
κGR
2c

T µνδh(neu)
µν︸ ︷︷ ︸

=Tαβδh
αβ

(neu)

.

11In Folge der partiellen Integration verschwinden alle ersten Terme, da h im Unendlichen gegen
Null strebt.
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3.1. Die tensoriellen Feldgleichungen

Die letzte Gleichung läßt sich schreiben als:

∫
−d

4x

2


�(h

(neu)
αβ − ηαβ

2
h(neu)) − ηαβ∂µ∂

µh(neu)

︸ ︷︷ ︸
(1)

+
1

2
∂β∂αh

(neu)

︸ ︷︷ ︸
(2)

+
1

2
∂β∂αh

(neu)

+ ηαβ∂
µ∂νh(neu)

µν︸ ︷︷ ︸
(1)

− ∂β∂
νh(neu)

αν︸ ︷︷ ︸
(2)

−∂β∂ρh(neu)
αρ


 δhαβ(neu) =

∫
d4x

√
κGR
2c

Tαβδh
αβ
(neu).

Wir haben im letzten Schritt aus Gründen der Übersichtlichkeit die Terme durch
die Zahlen (1) und (2) gekennzeichnet. Terme mit der gleichen Nummer lassen sich
jeweils zusammenfassen und wir erhalten:

∫
−d

4x

2

[
�(h

(neu)
αβ − ηαβ

2
h(neu)) + ηαβ∂

µ∂ν(h(neu)
µν − ηµν

2
h(neu))

−∂α∂ν(h(neu)
βν − ηβν

2
h(neu)) − ∂β∂

ν(h(neu)
αν − ηαν

2
h(neu))

]
δhαβ(neu)

=

∫
d4x

√
κGR
2c

Tαβδh
αβ
(neu), (3.46)

Zusätzlich zur letzten Bemerkung haben wir hier auch noch α und β miteinander
vertauscht (dies ist möglich, da über sie summiert wird) und außerdem gilt:

ηαβ = ηβα ∧ hαβ = hβα.

Vergleichen wir unter Verwendung der Definition (3.7) die beiden Seiten der Gl. (3.46)
miteinander, so ergibt sich:

�h
(neu)
αβ + ηαβ∂

µ∂νh
(neu)
µν − ∂α∂

νh
(neu)
βν − ∂β∂

νh
(neu)
αν = −2

√
κGR
2c

Tαβ .

Im letzten Schritt berücksichtigen wir noch Gl. (3.43), und damit folgt:

�h
(alt)
αβ + ηαβ∂

µ∂νh
(alt)
µν − ∂α∂

νh
(alt)
βν − ∂β∂

νh
(alt)
αν = −2κGRTαβ. (3.47)
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3. Gravitationswellen in der q-Theorie

Das linearisierte Wirkungsintegral der verallgemeinerten Einsteinschen
Feldgleichungen

Wir haben in den letzten drei Abschnitten gelernt, wie man die linearisierten Einstein-
schen Feldgleichungen direkt aus dem Wirkungsintegral ableiten kann. Wir wollen an
dieser Stelle betonen, dass es sich nicht notwendigerweise um einen längeren Weg in
der zweiten Methode handelt, da die Standardmethode in der ART von den nichtli-
nearen Einsteinschen Feldgleichungen ausgeht. Man hat die Möglichkeit diese Metho-
de auf die qT anzuwenden, allerdings ist das zu linearisierende Wirkungsintegral von
der mathematischen Seite etwas aufwendiger als die Anwendung des Einstein-Hilbert
Wirkungsintegrals, daher möchten wir aus rein pädagogische Gründen etwas formaler
vorgehen. Wir beginnen wiederum mit einer Vermutung:

Lemma 11 Das linearisierte Wirkungsintegral

S(neu) =

∫
d4x

[
1

4
∂µθ

αβ
(neu)∂

µθ
(neu)
αβ − 1

4
∂µθ

(neu)∂µθ(neu) +
1

2
∂µθ(neu)∂νθ(neu)

µν

−1

2
∂νθ

µν
(neu)∂

ρθ(neu)
µρ −

√
κqT
2
θαβ(neu)T̃αβ

]
(3.48)

führt zu den linearisierten Feldgln. (3.17), wobei:

θ
(neu)
κλ = h

(neu)
κλ + ηκλφ

(neu), h
(neu)
κλ =

h
(alt)
κλ√
2κqT

, φ(neu) =
φ(alt)

√
2κqT

,∧ θ
(neu)
κλ =

θ
(alt)
κλ√
2κqT

.

(3.49)

Beweis 11 Wenden wir das Variationprinzip auf Gl. (3.48) an, indem wir bezüglich
θ(neu) varieeren, so folgt :12

∫
d4x

2

[
�(θ

(neu)
αβ − ηαβ

2
θ(neu)) + ηαβ∂

µ∂ν(θ(neu)
µν − ηµν

2
θ(neu))

−∂α∂ν(θ(neu)
βν − ηβν

2
θ(neu)) − ∂β∂

ν(θ(neu)
αν − ηαν

2
θ(neu))

]
δθαβ(neu)

= −2

√
κqT
2

∫
d4xT̃αβδθ

αβ
(neu).

Vergleichen wir die beiden Seiten der letzten Gl. miteinander, so erhalten wir:
[
�(θ

(neu)
αβ − ηαβ

2
θ(neu)) + ηαβ∂

µ∂ν(θ(neu)
µν − ηµν

2
θ(neu))

−∂α∂ν(θ(neu)
βν − ηβν

2
θ(neu)) − ∂β∂

ν(θ(neu)
αν − ηαν

2
θ(neu))

]

= −2

√
κqT
2
T̃αβ .

12Für detaillierte Rechnung siehe den Abschnitt 3.1.3.
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3.1. Die tensoriellen Feldgleichungen

Unter Berücksichtigung der Beziehungen (3.49), bekommen wir:

�θ
(alt)
αβ + ηαβ∂

µ∂νθ
(alt)
µν − ∂α∂

νθ
(alt)
βν − ∂β∂

νθ
(alt)
αν = −2κqT T̃αβ ,

was mit dem Ergebnis (3.17) übereinstimmt. �

3.1.4. Der tensorielle Anteil der Energieabstrahlung eines
Himmelsobjektes

Wir kommen nun zur zentralen Aufgabe und wollen die Energieabstrahlung eines
oszillierenden Himmelsobjektes berechnen. Die Energiestrom pro Raumwinkel ist de-
finiert über:

dI = r2nit
i0dΩ, (3.50)

=⇒ I = −dE
dt

=

∫
r2nit

i0dΩ. (3.51)

Der Energie-Impuls-Tensor des Gravitationfeldes und der TT-Tensor

Wir sehen aus der letzten Gleichung, dass wir erst den Energie-Impuls-Tensor vom
Gravitationfeld tµν bestimmen müssen. Die Auswertung von tµν kann auf mehrere
Arten berechnet werden. Wir werden hier einen einfachen Weg nehmen. Dieser be-
steht darin, dass wir den zweiten Vorteil der Gl. (3.48) ausnutzen: Die Lagrangedichte
ist aus Gl. (3.48) abzulesen und der Energie-Impus-Tensor des Gravitationsfeldes ist
gegeben durch:

tµν = − 2√−g
∂
√−gL

∂gµν |ηµν
. (3.52)

Bevor wir Gl. (3.52) verwenden, vereinfachen wir zunächst die Lagrangedichte weiter.
Hierzu betrachten wir eine zusätzliche Eichbedingung, nämlich den TT-Tensor,13

wobei für ihn die folgenden Relationen gelten:

θµ0 = 0, (3.53)

θkj,j = 0, (3.54)

θµµ = θkk = 0. (3.55)

Jeder symmetrische Tensor, der den Gln. (3.53) bis (3.55) genügt, wird als transverse-
traceless Tensor bezeichnet. Transverse, weil er rein räumlich ist (siehe Gl. (3.53)),

13TT-Tensor steht für Transverse-Traceless Tensor. Für mehr Informationen siehe z.B. [6, 7].
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3. Gravitationswellen in der q-Theorie

und wenn wir hier an eine Welle denken, dann ist sie transversal (Gl. (3.54)), wäh-
rend der Tensor wegen Gl. (3.55) spurlos ist. Damit können wir die letzten Gln.
umschreiben:

θµ0
(TT ) = 0,

θkj,j
(TT ) = 0,

θµµ
(TT ) = θkk

(TT ) = 0.

Mit diesen Eigenschaften lassen sich die Eichbedingungen (3.19) wie folgt schreiben:

θ(TT )
µδ
,µ = 0, δ = ν, α ∨ β.

Wir kehren nun zu der Lagrangedichte in Gl. (3.48) zurück. Der dritte und vierte
Faktor verschwindet wegen den Eichbedingungen in (3.19), während der zweite Fak-
tor in der Lagrangedichte in Folge der Gl. (3.55) verschwindet, wenn wir die erste
Definition in (3.11) noch berücksichtigen. Damit vereinfacht sich die Lagrangedichte
unter Verwendung der Gl. (3.43) zu:14

L(TT ) =
1

8κqT
∂γθ

αβ∂γθαβ. (3.56)

Setzen wir Gl. (3.56) in Gl. (3.52) ein, so bekommen wir:

tµν =
−1

4κqT

∂

∂ηµν
(∂γθ

αβ∂γθαβ).

Der Ausdruck zwischen den Klammern der letzten Gleichung läßt sich schreiben als:

∂γθ
αβ∂γθαβ = ηγσ∂

σθαβηραηκβ∂
γθρκ.

Damit ist:

tµν = − 1

4κqT

(
δγ
µδσ

ν∂σθαβ∂γθαβ + δρ
µδα

ν∂γθ
αβ∂γθρβ + δκ

µδβ
ν∂γθ

αβ∂γθα
κ
)

= − 1

4κqT


∂νθαβ∂µθαβ + ∂γθ

νβ∂γθµβ + ∂γθ
αν∂γθµα︸ ︷︷ ︸

=∂γθνβ∂γθµ
β


 .

=⇒ tµν = − 1

2κqT

(
1

2
∂νθαβ∂µθαβ + ∂γθ

νβ∂γθµβ

)
. (3.57)

14Hier und in den nachfolgenden Abschnitten werden wir nicht mehr die Bezeichnung
”
alt”schreiben,

da wir sie ab jetzt immer verwenden möchten.
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Die letzte Gleichung kann unter bestimmten Einschränkungen weiter vereinfacht wer-
den. Wir betrachten nämlich den Fall, dass wir sehr weit von einer Gravitationsquel-
le entfernt sind. Im quellfreien Raum verschwindet dann der Energie-Impuls-Tensor,
und Gl. (3.20) lautet einfach

�θαβ = 0, (3.58)

wobei �θαβ von der retardierten Zeit abhängt:

t′ = t− |~r − ~r ′| ≈ t− r, mit |~r ′| ≪ |~r|. (3.59)

Mit den Beziehungen

n0 = −n0 ≡ +1, ∧ ni ≡ −x̂i, x̂i ≡
xi

r
, (3.60)

können wir Gl. (3.59) auf eine andere Form bringen:15

t = t′ − r2

r
= t− r2

r
= t− xix

i

r

= t+ nix
i = x0 + nix

i = n0x
0 + nix

i = nλx
λ. (3.61)

Da mit Hilfe der letzten Gleichung gilt

θαβ,µ =
∂t′

∂xµ
∂θαβ
∂t′

= nλδ
λ
µθ̇αβ , (3.62)

so kann folglich die Gl. (3.58) geschrieben werden als:

�θαβ = θαβ,µ,
µ = (nµθ̇αβ),

µ = nµn
µθ̈αβ = 0. (3.63)

Somit folgt die Bedingung:

nµn
µ = 0. (3.64)

Werten wir den zweiten Ausdruck in Gl. (3.57) wie bei (3.62) aus, erhalten wir die
linke Seite der Gl. (3.64) und somit reduziert sich die Gl. (3.57) auf:

tµν = − 1

4κqT
∂νθαβ∂µθαβ. (3.65)

Ist µ = i und ν = 0, so folgt

ti0 = − 1

4κqT
θ̇αβ∂iθαβ = − 1

4κqT
θ̇αβ θ̇αβ

∂t

∂xi
= − 1

4κqT
θ̇klθ̇kl

∂t

∂xi
, (3.66)

15Als Konvention verwenden wir hier die Minkowski-Metrik ηµν = diag(−1, 1, 1, 1). Daher ist: x0 =
−x0 und xi = xi.

25



3. Gravitationswellen in der q-Theorie

wobei wir im letzten Schritt Gln. (3.53), (3.55) und die erste Definition in (3.11)
verwendet haben. Da

t = t′ + r = t′ +
√

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = t′ +
√
ηkjxkxj ,

gilt, liefert das Einsetzen von der letzten Beziehung in Gl. (3.66):

ti0 = − θ̇
klθ̇kl
4κqT

(
ηkjδk

jxj + ηkjδj
ixk

2r

)
= − θ̇

klθ̇kl
4κqT

xi

r
. (3.67)

Berücksichtigen wir noch Gl. (3.60) und die erste Definition in (3.12), so bekommen
wir:

ti0 =
θ̇kl(TT )θ̇kl

(TT )

32πGqT
ni. (3.68)

Der Quadrupolmomenttensor

Unser nächster Schritt besteht darin, dass wir Gl. (3.68) auf eine einfache Form
bringen, und so die Auswertung von Gl. (3.51) vereinfachen. Bevor wir das tun,
sollten wir noch folgendes berücksichtigen:
Der Energiebeitrag des Gravitationsfeldes, der durch den Energie-Impuls-Tensor tαβ
beschrieben wird, ist auf der rechten Seite der Gl. (3.20) nicht enthalten. Wie wir
aus der Elektrodynamik wissen (und folglich auch in der ART erwarten), treten in
tαβ Terme auf, die quadratisch in den partiellen Ableitungen ∂gµν/∂x

λ sind. Daher
entwickeln wir den ersten Term der Gl. (3.1) bis zur zweiten Ordnung. Es folgt

�θαβ
(TT ) = −2κqT (Tαβ + tαβ + ϕ0µηαβ) , (3.69)

wobei

tαβ =
1

2κqT

(
R(2)
µν − ηµνR

(2)

2

)
. (3.70)

Bekanntlich lautet die Lösung der Gl. (3.69) :

θαβ
(TT ) = −2κqT

∫
d3r′

[
ταβ(~r

′, t− |~r − ~r ′|) + ϕ0µηαβ
4π|~r − ~r ′|

]
, (3.71)

mit

ταβ = Tαβ + tαβ . (3.72)

26



3.1. Die tensoriellen Feldgleichungen

Da wir eine Quelle betrachten, deren Raumbereich Linearabmessungen d aufweist, die
klein gegenüber der Wellenlänge λ und klein gegenüber dem Abstand zum Aufpunkt
P sind, gilt:

θαβ
(TT ) ≈ −2κqT

4πr

∫
d3r′

(
ταβ(~r

′, t− |~r − ~r ′|) + ϕ0µηαβ
)
. (3.73)

Außerdem folgt aus dem Erhaltungsgesetz

Tµν,
ν = 0, (3.74)

die Gleichung:16

∫
d3r′Tjk =

1

2

∂2

∂t2

∫
d3r′r′jr

′
kT00. (3.75)

Analog erhält man aus

τµν,
ν = 0, (3.76)

die Gleichung:
∫
d3r′τij =

1

2

∂2

∂t2

∫
d3r′r′ir

′
jτ00. (3.77)

Mit Hilfe der Gln. (3.77) und (3.73) kann der Term θkl
(TT ) aus Gl. (3.68) geschrieben

werden als:

θkl
(TT ) = −4GqT

r

∫
d3r′ (τkl + ϕ0µηkl) = −2GqT

r

∂2

∂t2

∫
d3r′r′kr

′
lτ00 −

4GqT
r

∫
d3r′ϕ0µηkl,

(3.78)

wobei wir hier noch die erste Definition in (3.12) berücksichtigt haben. Wir beachten
nun, dass wir nur kleine Abweichungen von der Newtonschen Näherung zu berück-
sichtigen haben. Diese garantieren, dass der Beitrag des Gravitationsfeldes nur einen
kleinen Teil der gesamten Energie enthält, deshalb gilt: t00 ≪ T 00 und folglich haben
wir aus Gl. (3.78):

θkl
(TT ) = −2GqT

r

∂2

∂t2

∫
d3r′r′kr

′
lT00 −

4GqT
r

∫
d3r′ϕ0µηkl. (3.79)

Da der zweite Term in der letzten Gleichung gemäß dem Artikel17 aufgrund der
zeitlichen Ableitung verschwindet, wie aus Gl. (3.68) zu sehen ist, schreiben wir ab
jetzt Gl. (3.79) als:

θkl
(TT ) = −2GqT

r

∂2Ikl
(TT )(t)

∂t2
, (3.80)

16Siehe Anhang D.
17Genau gesagt, der Gang der Gl. (2.5) in der Gl. (2.6) Seite 9 in [2].
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3. Gravitationswellen in der q-Theorie

wobei

Ikl
(TT )(t) =

∫
d3r′r′kr

′
lT00, (3.81)

der Quadrupolmomenttensor ist, mit T00 = mδ(~r − ~r ′).

Der reduzierte Quadrupolmomenttensor und der Projektionsoperator

Es ist vorteilhaft den reduzierten Quadrupolmomenttensor

Jkl = Ikl −
1

3
δklI, (3.82)

statt den Quadrupolmomenttensor Ikl zu verwenden. Aus der letzten Gleichung sieht
man, dass der TT-Teil von Jkl gleich dem TT-Teil von Ikl ist, da θ(TT ) (nach Gl.
(3.55)) und damit I(TT ) verschwindet. Folglich ist:

θkl
(TT ) = −2GqT

r

∂2Jkl
(TT )(t)

∂t2
. (3.83)

Setzt man Gln. (3.83) und (3.68) in (3.51) ein, so folgt:

−dE
dt

=
GqT
8π

∫
...
J kl

(TT ) ...J
kl

(TT )dΩ. (3.84)

Eleganterweise kann man Jkl
(TT ) erzeugen, indem man auf Jkl eine bestimmte Ope-

ration ausführt. Diese ist gegeben durch

Jkl(TT ) =

(
P kiP

l
j −

1

2
P klPij

)
J ij , (3.85)

wobei Pij der sogenannte Projektionsoperator ist und wie folgt definiert wird:

Pij = δij − n̂in̂j, n̂i =
ki

|~k|
. (3.86)

Außerdem ist die Auswertung des Integrals in Gl. (3.84)) mit Hilfe des Projektions-
operators einfacher. Wir können uns nun von der Gültigkeit der Gleichung (3.85)
überzeugen, indem wir zeigen:

Lemma 12 Der Tensor

Jkl(TT ) =

(
P kiP

l
j −

1

2
P klPij

)
J ij

ist transversal und spurlos.
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3.1. Die tensoriellen Feldgleichungen

Beweis 12 i) Wir zeigen erst, dass der Tensor Jkl(TT ) transversal ist, deshalb
gilt:

klJ
kl

(TT ) = 0.

Verwenden wir Gl. (3.86), so haben wir:

klJ
kl

(TT ) =

[
P kikl

(
δlj − n̂ln̂j

)
− 1

2
kl

(
δkl − n̂kn̂l

)
Pij

]
J ij

=

[
P ki

(
kj −

=k2

︷︸︸︷
klk

l kj
k2

)
− 1

2

(
kk −

=k2

︷︸︸︷
klk

l k
k

k2

)
Pij

]
J ij

= 0.

ii) Wir zeigen nun, dass der Tensor Jkl(TT ) spurlos ist, deshalb gilt:

J(TT ) = 0.

Damit wir diese Aussage beweisen können, sollten wir erst einige Beziehungen,
die wir verwenden werden, beweisen:

PljPji = Pli, (3.87)

Pii = 2. (3.88)

Wir beweisen hier nur die Gültigkeit der ersten Beziehung,18 indem wir wieder
Gl. (3.86) verwenden:

PljPji = (δlj − n̂ln̂j) (δji − n̂jn̂i)

= δljδji − δlj n̂jn̂i − δjin̂ln̂j + n̂ln̂jn̂jn̂i

= δli − n̂ln̂i − n̂ln̂i +

=k2

︷︸︸︷
kjkj

n̂ln̂i
k2

= δli − n̂ln̂i = Pli.

Der erste Term in Gl. (3.85) ist nicht anderes als J(T )
kl.

=⇒ ηklJ(T )
kl = J(T ) = PliP

l
j = Pij ,

somit kann Gl. (3.85) geschrieben werden als:

Jkl(TT ) =

(
Jkl(T ) −

1

2
P klJ(T )

)
J ij

=⇒ ηklJ
kl

(TT ) = J(TT ) =

(
J(T ) −

1

2

=2︷︸︸︷
P kk J(T )

)
J ij = 0. �

18Die zweite Beziehung ist trivial.
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3. Gravitationswellen in der q-Theorie

Die Energieabstrahlung eines Himmelsobjektes im ersten Schritt

Wir möchten erst das Integral in (3.84) durch den reduzierten Quadrupolmoment-
tensor ausdrücken, daher nutzen wir die zuletzt bewiesenen Aussagen. Mit Hilfe der
Gl. (3.86) ist:

Jkl
(TT )Jkl(TT ) =

(
P kiP lj −

1

2
P klPij

)
J ij
(
P ki′P

l
j′ −

1

2
P klPi′j′

)
J i

′j′

=

(
P kiP ljP

k
i′P

l
j′ −

1

2
P kiP ljP

klP i′j′

−1

2
P klP ijP

k′
iP

l
j′ +

1

4
P klP ijP

klP i′j′

)
J ijJ i

′j′

=

(
Pii′Pjj′ −

1

2
PijPi′j′ −

1

2
PijPi′j′ +

1

2
PijPi′j′

)
J ijJ i

′j′

=

(
Pii′Pjj′ −

1

2
PijPi′j′

)
J ijJ i

′j′

wobei wir die Beziehungen (3.87) und (3.88) benutzt haben. Wir berechnen nun den
ersten Ausdruck in der letzten Gleichung:

i)

Pii′Pjj′J
ijJ i

′j′ = (δii′ − n̂in̂i′)
(
δjj′ − n̂jn̂j′

)
J ijJ i

′j′

=
(
J i
j′ − n̂in̂i′J

i′ j′
) (
J ij′ − n̂jn̂j′J

ij
)

= J i
j′J ij′ −J ij

′

n̂jn̂j′J
ij − n̂in̂i′J

i′j′J ij′︸ ︷︷ ︸
=−2Ji′ j′ bnibni′J

i
j′

+n̂in̂i′J
i′ j′n̂jn̂j′J

ij .

ii) Analog ergibt sich für den zweiten Ausdruck:

−1

2
PijPi′j′J

ijJ i
′j′ = −1

2

(
Jj

jJj′
j′ − 2Jj

j n̂i′n̂j′J
i′ j′ + n̂in̂jn̂i′n̂j′J

ijJ i
′ j′
)
.

Wegen Gl. (3.82) gilt

Jll = Ill −
1

3

=3︷︸︸︷
δll I = 0,

bekommen wir:

−1

2
PijPi′j′J

ijJ i
′j′ = −1

2
n̂in̂jn̂i′n̂j′J

ijJ i
′ j′ .

Berücksichtigen wir noch die zweiten Gln. in (3.60) und (3.86), so ergibt sich:

Jkl
(TT )Jkl(TT ) = JklJ

kl − 2J lkJ
kix̂lx̂i +

1

2
JklJ ij x̂kx̂lx̂ix̂j. (3.89)
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3.1. Die tensoriellen Feldgleichungen

Aus der letzten Gleichung können wir den Ausdruck auf Gl. (3.84) übertragen,
somit haben wir:

−dE
dt

=
GqT
8π

∫ [
...
J klJ

kl − 2
...
J
l
k
...
J
kix̂lx̂i +

1

2

...
J
kl ...
J
ijx̂kx̂lx̂ix̂j

]
dΩ. (3.90)

Mit den Beziehungen

∫
dΩ = 4π, (3.91)

∫
x̂kx̂ldΩ =

4π

3
δkl, (3.92)

∫
x̂kx̂lx̂ix̂jdΩ =

4π

15
(δklδij + δkiδlj + δkjδli) , (3.93)

bekommen wir:

−dE
dt

=
GqT
5

...
J il

...
J
il. (3.94)

Man kann die letzte Gleichung auch durch den Quadrupolmomenttensor ausdrücken,
wenn wir sie zunächst als

−dE
dt

=
GqT
5

(...
J
il
)2

schreiben. Verwenden wir nun Gl. (3.82), so ist:

−dE
dt

=
GqT
5

[
(
...
I
il)2 − 2(

...
Iii)

2

3
+

=3︷︸︸︷
δll (

...
Iii)

2

9

]
=
GqT
15

[
3(

...
I
il)2 − (

...
Iii)

2

]
. (3.95)
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3. Gravitationswellen in der q-Theorie

Die Energieabstrahlung eines Himmelsobjektes im zweiten Schritt

In unseren bisherigen Betrachtungen haben wir den Fall behandelt, dass wir sehr
weit von einer Gravitationsquelle entfernt sind. Somit haben wir es mit schwachen
Feldern zu tun. Mit Hilfe der Gl. (3.50) definierten wir den Energiestrom pro Raum-
winkel, der auch als momentaner Energiestrom pro Raumwinkel bezeichnet wird. Es
ist zunächst sehr schwierig dies bzw. die daraus folgende Gleichung (Gl.(3.95)) aus-
zuwerten. Außerdem ist es für unsere Betrachtung nicht notwendig. Daher können
wir diese Schwierigkeit beseitigen, indem wir den sogenannten durchschnittlichen
Energiestrom pro Raumwinkel betrachten. Hierbei läßt sich die letzte Gleichung um-
schreiben zu:

〈−dE
dt

〉 =
GqT
15

〈3(...I il)2 − (
...
Iii)

2〉. (3.96)

Bevor wir den Durschnittswert einer allgemeinen Funktion, die zeitabhängig ist, defi-
nieren,19 sollten wir erst die Ausdrücke (

...
I
il)2 und (

...
I
il)2 in der letzten Gl. auswerten.

Daher benötigen wir in erster Linie neben Gl. (3.81) die Beziehungen der Ellipse, die
duch folgende Parametrisierung beschreibar sind

x1(E) = a(cosE − ǫ), (3.97)

x2(E) = a
√

1 − E2 sinE, (3.98)

r = a(1 − ǫ cosE), (3.99)

t =

√
a3

α
(E − ǫ sinE), (3.100)

wobei 0 ≤ E < 2π. Hier sind ǫ die Exzentrität, E die exzentrische Anomalie, a die

große Halbachse, und α =
GN

(m+M)
. m bezeichnet hier die Masse des ersten Körpers,

die um einen zweiten, ruhenden Körper der Masse M rotiert.20 Die Umlaufdauer bei
der Kepler-Bewegung ist gegeben durch:

T = 2π

√
a3

α
. (3.101)

Mit (3.81) ergibt sich für den Quadrupolmomenttensor:

Iil =

∫
dx′(1)dx′(2)dx′(3)mx′ix′lδ

(
x(1) − x′(1)

)
δ
(
x(2) − x′(2)

)
δ
(
x(3) − x′(3)

)
.

(3.102)

19Denn der Durschnittswert des Quadrupolmoments Iil, der nach Gl.(3.81) zeitabhängig ist, wird
sich dann aus dieser Definition ergeben.

20Später werden wir unseren Fall erweitern, so dass M auch um m rotiert.
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3.1. Die tensoriellen Feldgleichungen

Eine elliptische Bewegung ist eine Bewegung, die in zwei Dimensionen erfolgt, daher
setzen wir für die dritte Achse x(3) = 0 ein, und somit lauten die Lösungen der Gl.
(3.102):

Iil = 0, i ∨ j = 3, (3.103)

I11 = m(x1)2, I22 = m(x2)2, (3.104)

I12 = I21 = mx1x2 (3.105)

Folglich ist:

Iii = I1
1 + I2

2 + I3
3 = m

[
(x1)2 + (x2)2

]
= mr2 = ma2(1 − ǫ cosE)2, (3.106)

wobei wir im letzten Schritt Gl. (3.99) verwendet haben.
Setzen wir Gl. (3.101) in Gl. (3.100) ein, so erhalten wir:

t =
T

2π
(E − ǫ sinE), (3.107)

=⇒ dt

dE
=

T

2π
(1 − ǫ cosE). (3.108)

Außerdem können wir mit Hilfe der letzten Gleichung schreiben:

d

dt
=
dE

dt

d

dE
=

2π

T
(1 − ǫ cosE)−1 d

dE
. (3.109)

Mit den Gln. (3.106) und (3.109) haben wir:

İ ii = 2ma2ǫ

(
2π

T

)
sinE,

=⇒ (
...
I ii)

2 = 4m2ǫ2
α3

a5

sin2E

(1 − ǫ cosE)6
. (3.110)

Nun betrachten wir den ersten Faktor in Gl. (3.95):

(
...
I ij)2 = (

...
I ij)(

...
I ij) = (

...
I 11)2 + 2(

...
I 12)2 + (

...
I 22)2. (3.111)

Die Auswertung der letzten Gl. erfolgt ähnlich wie vorher. Der Unterschied hier be-
steht darin, dass die Rechnung aufwendiger ist. Mit:

...
I

11 = −2ma2(
2π

T
)3(1 − ǫ cosE)−5 sinE(ǫ cos2E + 2ǫ2 cosE − 4 cosE − 3ǫ3 + 4ǫ),

(3.112)

...
I 22 = 2ma2(

2π

T
)3(1 − ǫ2)(1 − ǫ cosE)−5 sinE(3ǫ − 4 cosE + ǫ cos2E), (3.113)

...
I 12 = 2ma2(

2π

T
)3
√

(1 − ǫ2)(1 − ǫ cosE)−5
(
ǫ2 cos2E + 3ǫ cosE

+ǫ cos3E − 3ǫ2 − 4cos2E + 2
)
,

(3.114)
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3. Gravitationswellen in der q-Theorie

bekommen wir:

(
...
I
ij)(

...
I ij) = 4m2α

3

a5
(1 − ǫ cosE)−6

[
8(1 − ǫ2) + ǫ2 sin2E

]
. (3.115)

Nun kommen wir zum Durschnittwert einer allgemeinen, zeitabhängigen Funktion
zurück. Er ist definiert über:

〈f〉 =
1

T

∫ T

0
dtf(t). (3.116)

Ist f(t) = g(E(t)) und setzen wir außerdem Gl. (3.107) ein, so erhalten wir:

〈f(t)〉 =
1

2π

∫ 2π

0
g(E)(1 − ǫ cosE)dE. (3.117)

Mit der letzten Gl. ergibt sich dann die Durschnittswert von (3.110) und (3.115) zu:

〈(...I ii)2〉 =
4

π
m2ǫ2

α3

a5

∫ π

0

sin2E

(1 − ǫ cosE)5
dE, (3.118)

〈(...I ij)(
...
I ij)〉 =

4

π
m2α

3

a5

∫ π

0

[
8(1 − ǫ2) + ǫ2 sin2E

]

(1 − ǫ cosE)5
dE. (3.119)

In den letzten zwei Gleichungen tauchen Integrale auf, die als elliptische Integrale
bezeichnet werden. Im Anhang21 werden wir einige allgemeine elliptische Integrale
(die sogenannten Laplaceschen Integrale) und zusätzlich noch andere Beziehungen
herleiten. Somit können wir auf eine bequeme Weise die elliptischen Integrale in Gln.
(3.118) und (3.119) auswerten. Wir werden dann bekommen:

∫ π

0

dE

(1 − ǫ cosE)5
=
π(3ǫ4 + 24ǫ2 + 8)

8(1 − ǫ2)9/2
, (3.120)

∫ π

0

sin2EdE

(1 − ǫ cosE)5
=

π(4 + ǫ2)

8(1 − ǫ2)7/2
. (3.121)

Damit folgt:

〈(...I ij)(
...
I ij)〉 =

m2α3

2a5

25ǫ4 + 196ǫ2 + 64

(1 − ǫ2)7/2
, (3.122)

〈(...I ii)2〉 =
m2α3

2a5

(4 + ǫ2)ǫ2

(1 − ǫ2)7/2
. (3.123)

21Siehe Anhang E.
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3.1. Die tensoriellen Feldgleichungen

Die Energieabstrahlung von Binärpulsaren

Wenn wir Gln. (3.122) und (3.123) in Gl. (3.96) einsetzen, bekommen wir die Ener-
gieabstrahlung des ersten Pulsars mit der Masse m, der um einen zweiten, ruhenden
Pulsars der Masse M rotiert. Wir wollen hier durch eine einfache Idee unseren Fall er-
weitern, so dass wir die gesamte Energieabstrahlung berechnen, wenn sich die beiden
Pulsare bewegen, daher lautet das Quadrupolmoment (an Stelle der Gl. (3.81))

Ikl
(TT ) =

∫
d3r′(r′k

(1)r′l
(1)m+ r′k

(2)r′l
(2)M)δ(~r − ~r ′), (3.124)

wobei der Index (1) für den ersten Pulsar mit der Masse m steht, während der Index
(2) für den zweiten Pulsar mit der Masse M verwendet wird. Die Schwerpunktkoor-
dinaten sind in Vektorschreibweise gegeben durch:

~R =
m~r1 +M~r2
(m+M)

. (3.125)

⇒ m~r1 +M~r2 = (m+M)~R. (3.126)

Ausserdem gilt für die Relativkoordinaten:

~r = ~r1 − ~r2. (3.127)

Aus den letzten Gleichnungen erhalten wir :

~r1 = ~R+
M

m+M
~r, (3.128)

~r2 = ~R− m

m+M
~r. (3.129)

Bis jetzt lag der Ursprung des Koordinatensystems im Schwerpunkt des ruhenden
Körpers M. Da die beide Pulsare umeinander rotieren, soll nun der Ursprung der
Koordinatenachsen im Schwerpunkt dieses Systemes liegen (~R = 0) Als Gl. bedeutet
dies:

m~r1 +M~r2 = 0. (3.130)

Folglich ist:

~r1 =
M

m+M
~r, (3.131)

~r2 = − m

m+M
~r. (3.132)
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3. Gravitationswellen in der q-Theorie

In Komponentenschreibweise lauten die letzten drei Gleichungen:

mr′i
(1) +Mr′i

(2) = 0, (3.133)

ri
(1) =

M

m+M
ri, (3.134)

ri
(2) = − m

m+M
ri. (3.135)

Setzen wir die letzten Gleichungen in (3.124) ein, so bekommen wir:

Ikl
(TT ) =

∫
d3r′

mM

(m+M)
r′kr

′
lδ(~r − ~r ′). (3.136)

Vergleichen wir die letzte Gleichung mit Gl. (3.81), so unterscheiden sich die beiden
Ergebnisse um den Faktor M/(m+M). Daher ergeben sich die Quadrupolmomente
in diesem Fall zu:

〈(...I ij)(
...
I ij)〉 =

G3
Nm

2M2(M +m)

2a5

25ǫ4 + 196ǫ2 + 64

(1 − ǫ2)7/2
, (3.137)

〈(...I ii)2〉 =
G3
Nm

2M2(M +m)

2a5

(4 + ǫ2)ǫ2

(1 − ǫ2)7/2
. (3.138)

Setzen wir endlich die letzten beiden Gln. in (3.96) ein, so folgt die Formel des
tensoriellen Anteils der Energieabstrahlung zweier rotierender Pulsare:

〈−dE
dt

〉
(tensoriell)

=
32GqTG

3
Nm

2M2(m+M)

5a5

[
37
96ǫ

4 + 73
24ǫ

2 + 1

(1 − ǫ2)7/2

]
. (3.139)

Bemerkung: Da die Newtonsche Konstante GqT auch in dem skalaren Teil auftaucht,
wird sie erst nach Behandlung des skalaren Anteils bestimmt.
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3.2. Die skalaren Feldgleichungen

3.2. Die skalaren Feldgleichungen

3.2.1. Ableitung der skalaren Feldgleichungen

Wir wollen hier eine skalare partielle DGL aus der qT ableiten, daher sind unsere
Ausgangspunkte zwei Feldgleichungen, (vgl. Kapitel 2):

dǫ(F )

dF
+

R

16π

dG−1(F )

dF
= µ, (3.140)

1

8πG(F )

(
Rµν −

gµνR

2

)
+

F

16π

dG−1(F )

dF
Rgµν

+
1

8π
(∇µ∇ν − gµν�)G−1(F ) − ǫ̃(F )gµν + Tµν = 0,

(3.141)

wobei

ǫ̃(F ) ≡ ǫ(F ) − F
dǫ(F )

dF
. (3.142)

Wir möchten hier erst mit Hilfe der Gl. (3.141) einen Ausdruck für den Ricci-Sklalar
finden. Bilden wir die Spur der Gl. (3.141), so erhalten wir

1

8πG(F )

(
R− 4R

2

)

︸ ︷︷ ︸
=−R

+
4F

16π

dG−1(F )

dF
R+

1

8π
(∇ν∇ν − 4�)G−1(F )︸ ︷︷ ︸

=−3�G−1(F )

−4ǫ̃(F ) + T = 0,

bzw.

R

(−G−1(F )

8π
+
F

4π

dG−1(F )

dF

)
= 4ǫ̃(F ) − T +

3

8π
�G−1(F )

=⇒ R =

8π

(
T − 3

8π
�G−1(F ) − 4ǫ̃(F )

)

(
G−1(F ) − 2F

dG−1(F )

dF

) . (3.143)

Außerdem bekommen wir aus der Gln. (3.140):

R =
16π

(
µ− dǫ(F )

dF

)

dG−1(F )
dF

. (3.144)
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3. Gravitationswellen in der q-Theorie

Vergleichen wir die letzten Gleichungen miteinander, so erhalten wir:
(
G−1(F ) − 2F

dG−1(F )

dF

)

8π

(
T − 3

8π
�G−1(F ) − 4ǫ̃(F )

) =
dG−1(F )

dF

16π
(
µ− dǫ(F )

dF

)

=⇒
(
G−1(F ) − 2F

dG−1(F )

dF

)
2

(
µ− dǫ(F )

dF

)
=

(
T − 3

8π
�G−1(F ) − 4ǫ̃(F )

)
dG−1(F )

dF
.

Setzen wir jetzt Gl. (3.142) in die letzte Gl. ein, und formen sie etwas um, so folgt:

�G−1(F ) =
16π

3

[
T

2
− 2ǫ(F ) + 2Fµ− G−1(F )

dG−1(F )
dF

(
µ− dǫ(F )

dF

)]
. (3.145)

3.2.2. Die linearisierten skalaren Feldgleichungen (1. Methode)

Wir interessieren uns hier zunächst wie beim tensoriellen Teil für eine partielle DGL,
in der dann nur h und F bis zur ersten Ordnung berücksichtigt werden. Daher erhalten
wir unter Verwendung der Ansätze (3.4):

�F − λ2F =
8π

3s
T, λ ≡ 16πµ

3s
. (3.146)

Wir wollen die Fourier-Theorie nutzen, damit wir unsere Wellengleichung auf eine
bekannte Form bringen. Daher können wir F und T durch unendliche Reihen dar-
stellen

F (~r, t) =

∞∑

n=−∞
Fn(~r)e

−inω0t, T (~r, t) =

∞∑

n=−∞
Tn(~r)e

−inω0t, (3.147)

und folglich erhalten wir:22.

∞∑

n=−∞

[
△ + (nωo)

2 − λ2
]
Fn(~r)e

−inω0t =
8π

3s

∞∑

n=−∞
Tn(~r)e

−inω0t.

Vergleichen wir die beiden Seiten der letzten Gl., so bekommen wir:

[
△ + (nω0)

2 − λ2
]
Fn(~r) =

8π

3s
Tn(~r)

Oder

[
△ + kn

2
]
Fn(~r) =

8π

3s
Tn(~r), (3.148)

22Wir haben hier � ≡ △− ∂0∂0 genommen, gemaess dann die Metrik (ηµν) = (− + ++).
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wobei

kn
2 ≡ (nω0)

2

(
1 − n0

2

n2

)
, n0 ≡ λ

ω0
. (3.149)

Die letzte partielle Differentialgleichung hat die Form einer Laplaceschen Gleichung
und folglich lautet ihre Lösung:23

Fn(~r) =
−2

3s

∫
d3r′

eikn|~r−~r ′|Tn(~r ′)
|~r − ~r ′| . (3.150)

Wie wir aus (3.149) sehen, können wir die Lösung von (3.150) nicht in eine geschlosse-
nen Form bringen. Deshalb benötigen wir eine bestimmte Abschätzung, welche man
erst finden kann, wenn wir wissen, wie groß |~r − ~r ′| und µ in (3.150) sind.24 Wir
unterscheiden hier zwei Fälle:

|n| > n0,

|n| < n0.

Da der zweite Fall für uns relevant ist, werden wir ihn hier betrachten. Für den
letzten Fall ist:

kn = i(nω0)

√
n2

0

n2
− 1. (3.151)

Damit kann die Lösung der Gl. (3.146) geschrieben werden als:

Fn(~r) =
−2

3s

∫
d3r′

exp

{
−kn|~r − ~r ′|nω0

√
n2

0
n2 − 1

}
Tn(~r

′)

|~r − ~r ′| . (3.152)

Entwickeln wir die Wurzel in der letzten Gl. in einer unendlichen Reihe, so erhalten
wir

Fn(~r) =
−2

3s

∫
d3r′

exp
{
−|~r − ~r ′|

(
λ− ω2

0n
2

2λ − ω4
0n

4

8λ3 − ω5
0n

5

48λ5 − ...
)}

Tn(~r
′)

|~r − ~r ′| . (3.153)

und wegen der letzten Begründung im Anhang reduziert sich die Lösung auf

Fn(~r) ≈
−2

3sr

∫
d3r′ exp

{
−r
(
λ− ω2

0n
2

2λ

)}
Tn(~r

′), (3.154)

23Siehe [8]
24Wir wählen für die erste Größe den Abstand zwischen Erde und dem Pulsar PSR1913, während

das chemische Potential von der Größenordnung E2
planck ist.
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3. Gravitationswellen in der q-Theorie

wobei wir noch berücksichtigt haben, dass |~r − ~r ′| ≈ r ist. Da bei der Entwicklung
in der letzten Lösung die erste Ordnung klein gegenüber der nullten Ordnung war,
können wir weiter unsere Lösung vereinfachen zu:

Fn(~r) ≈
−2

3s

e−rλ

r

∫
d3r′Tn(~r

′). (3.155)

Mit (3.147) und (3.155) bekommen wir schließlich:

F (~r, t) ≈ −2

3s

e−λr

r

∫
d3r′T (~r ′, t). (3.156)

Verwenden wir den Ansatz

F ≈ ϕ0φ, φ := φ(x),

so können wir sowohl die partielle Differentialgleichung (3.146) als auch (3.156) durch
φ ausdrücken:

�φ− λ2φ =
8π

3sϕ0
T, (3.157)

φ(~r, t) ≈ −2

3sϕ0

e−λr

r

∫
d3r′T (~r ′, t). (3.158)

3.2.3. Die linearisierten skalaren Feldgleichungen (2. Methode)

Wir wollen in diesem Abschnitt auf eine andere Weise die erste Gl. (3.157) ableiten.
Dieser Weg hat auch das Ziel, dass wir wie bei dem tensoriellen Teil den Energie-
Impuls-Tensor des skalaren Teils aus einem linearisierten Wirkungsintegral auf einem
einfachen Weg ableiten. Daher gehen wir hier von folgendem aus:

Lemma 13 Das linearisierte Wirkungsintegral:

S =
1

2κqT

∫
d4x

[
1

2
∂µφ∂

µφ+
λ2

2
φ2 +

κ′′

3
φT

]
(3.159)

führt zu der linearisierten Feldgl. (3.157).

Beweis 13 Durch Anwenden des Variationprinzipes auf (3.159), indem wir bezüglich
φ varieeren, ist25

δS =

∫
d4x

[
−∂µ∂µφ+

λ2

2
2φ+

κ′′

3
T

]
δφ = 0,

25Wie man das genau rechnet, haben wir im Unterabschnitt 3.1.3 gezeigt.
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3.2. Die skalaren Feldgleichungen

und somit folgt:

∂µ∂
µφ− λ2φ =

κqT
3
T. �

Bemerkung: Man kann an dieser Stelle auch die Idee der kanonischen Normalisierung
verwenden,und zeigen, dass sich die gleiche Wellengleichung ergibt, allerdings sieht
das linearisierte Wirkungsintegral anders aus:

S(neu) =

∫
d4x

[
1

2
∂µφ

(neu)∂µφ(neu) +
λ2

2
φ2

(neu) +

√
κqT

3
√

2
φ(neu)T

]
, (3.160)

φ(alt) =
√

2κqTφ
(neu). (3.161)

3.2.4. Der skalaren Teil der Energieabstrahlung von Binärpulsaren

Wir möchten jetzt die Energieabstrahlung des skalaren Teils berechnen. Sie war de-
finiert durch:

I = −dE
dt

=

∫
r2nit

i0dΩ. (3.162)

Wie es üblich ist, werden wir mit der Auswertung des Energie-Impuls-Tensors tµν

vom Gravitationsfeld anfangen. Mit Hilfe der Definition von tµν , die im Abschnitt
(3.1.5) angegeben wurde, und aus der Lagrangedichte in (3.159) erhalten wir für den
Fall µ = i ∧ ν = 0 :26

ti0 =
|φ̇|2ni
2κqT

. (3.163)

Kombinieren wir die Gln. (3.163), (3.162) und (3.158), so erhalten wir

−dE
dt

=
2πκqT

9

...
I

2e−2λr, (3.164)

wobei wir noch (3.12), (D.12), (3.75) und (3.81) angewendet haben. Mit Hilfe der Gl.
(3.138) erhalten wir schliesslich:

〈−dE
dt

〉
(skalar)

=
GqT
72

G3
Nm

2M2(M +m)

a5

(4 + ǫ2)ǫ2

(1 − ǫ2)7/2
e−2λr. (3.165)

26Die Rechnung erfolgt hier ähnlich wie bei dem tensoriellen Teil. Der einzige Unterschied besteht
darin, dass wir natürlich nicht die zusätzliche Eichbedingung (TT-Tensor) benötigen, daher ist
die Rechnung hier einfacher.
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3. Gravitationswellen in der q-Theorie

3.3. Bestimmung der Newtonschen Konstante GqT

In diesem Abschnitt möchten wir die Newtonsche Konstante bestimmen. Die ersten
partiellen Differentialgleichungen, die wir hier brauchen, sind die tensoriellen Wellen-
gleichungen (3.20):

�θαβ = −16π

ϕ0s
Tαβ . (3.166)

Der Energie-Impuls-Tensor der Materie ist gegeben durch

Tαβ = (ρ+ P )uαuβ − gαβP, (3.167)

wo ρ und P die Energiedichte und der Druck der Materie sind. Wir gehen von einem
statischen System mit P = 0 aus, daher lautet die Spur des Energie-Impuls-Tensors:27

T = −ρ, ρ = mδ(~r − ~r ′). (3.168)

Mit der bekannten Beziehung28

δ(~r − ~r ′) = − 1

4π
△ 1

|~r − ~r ′| , (3.169)

können wir (3.168) ausdrücken als:

T =
m

4π
△ 1

|~r − ~r ′| . (3.170)

Bilden wir die Spur der Gl. (3.166) und integrieren wir weiter über den Raum der
Quelle, so erhalten wir unter Verwendung der Beziehung (3.170) und der ersten De-
finition in (3.11) :

∫
△θd3r′ =

16π

ϕ0s

∫
m

4π
△ 1

|~r − ~r ′| . (3.171)

Vergleichen wir die beiden Seiten der letzten Gleichung, so erhalten wir:

θ =
4m

ϕ0s|~r − ~r ′| ≈
4m

ϕ0sr
. (3.172)

Anderseits erhalten wir aus Gl. (3.158) für den statischen Fall

φ ≈ −2

3sϕ0

e−
√
µr

r

∫
d3r′T (~r ′),

27Wir nehmen hier ,wie es bis jetzt den Fall war, die Metrik ηαβ = (− + ++).
28Siehe z.B. [9].
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⇒ φ =
2m

3ϕ0sr
e−

√
µr, (3.173)

wobei wir noch (3.168) verwendet haben. Wir führen das gleiche bei Gl. (3.166) für
den Fall α = β = 0 durch. Damit bekommen wir:

θ00 =
4m

ϕ0s|~r − ~r ′| ≈
4m

ϕ0sr
. (3.174)

Setzen wir in die ertsen Definition (3.11) µ = ν = 0 ein, und berücksichtigen wir
noch dazu für diesen Fall die zweite Definition in (3.11), so ist:

θ00 = θ00 +
θ

2
= h00 − φ+

θ

2
. (3.175)

(3.174), (3.173) und (3.172) in (3.175) liefert:

4m

ϕ0sr
= h00 −

2m

3ϕ0sr
e−

√
µr +

2m

ϕ0sr
. (3.176)

Mit µ ∼ E2
p reduziert sich die letzte Gl. auf:

4m

ϕ0sr
= h00 +

2m

ϕ0sr
,

⇒ h00 =
2m

ϕ0sr
. (3.177)

Damit lautet die Null-Komponente der Metrik gµν aus dem zweiten Ansatz in (3.3):

g00 = −1 +
2m

ϕ0sr
. (3.178)

Man kann zeigen, dass aus der Bewegungsgleichung eines Teilchens im schwachen
Gravitationsfeld folgt:29

g00 = −1 +
2GNm

r
. (3.179)

Vergleichen wir Gl. (3.179) mit Gl. (3.178), so erhalten wir:

1

ϕ0s
≡ GqT = GN , (3.180)

⇒ GqT = GN . (3.181)

Also bekommen wir eine Übereinstimmung des Newtonschen Kopplungsparameters
mit der Newtonschen Gravitationkonstante.
29Siehe z.B die Literatur [4].
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3.4. Die Binärpulsare PSR 1913+16 in der qT

In diesem Abschnitt möchten wir erst aus der Formel der tensoriellen und skalaren
Energieabstrahlung die Abnahme der Pulsarenperiode allgemein darstellen. Unsere
Ausgangspunkte sind die Gln. (3.139) und (3.165), die unter Berücksichtigung von
(3.181) auch geschrieben werden können als:30

〈−dE
dt

〉
(tensoriell)

=
32

5

G4
N

c5
m2
redM

3

a5
f1(ǫ), (3.182)

〈−dE
dt

〉
(skalar)

=
5

2304

32

5

G4
N

c5
m2
redM

3

a5
f2(ǫ)e

−√
µr, (3.183)

mit31

M = m1 +m2, mred =
m1m2

M
, (3.184)

und

f1(ǫ) =
1 + 73

24ǫ
2 + 37

96ǫ
4

(1 − ǫ2)7/2
, (3.185)

f2(ǫ) =
(4 + ǫ2)ǫ2

(1 − ǫ2)7/2
. (3.186)

⇒ 〈−dE
dt

〉
(Gesamt)

=
32

5

G4
N

c5
mred

2M3

a5

(
f1(ǫ) +

5

2304
f2(ǫ)e

−√
µr

)
. (3.187)

Die Gesamtenergie der binären Pulsare ist gegeben durch

E = −GNmredM

2a
, (3.188)

⇒ a = −GNmredM

2E
, (3.189)

während wegen des dritten Keplerschen Gesetzes gilt:

T =
2πa3/2

G
1/2
N M1/2

, (3.190)

30Wir verwenden SI-Einheiten, da wir nun die Ausdrücke auswerten möchten.
31Bequemerweise möchten wir hier die Massen der Pulsare mit m1 und m2 bezeichnen, während M

für die gesamte Masse steht.
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⇒ a =

(
GNM

n2

)1/3

, n ≡ 2π

T
. (3.191)

Setzen wir Gl. (3.189) in (3.190) ein, und leiten wir nach der Zeit ab, so ist:

dT

dt
= −3

2
TE−1dE

dt
. (3.192)

Durch Einsetzten der Gln. (3.187) und (3.188) in die letzte Gl., ergibt sich:

1

T

dT

dt
= −G

3
N

c5
96

5

mredM
2

a4

[
f1(ǫ) +

5

2304
f2(ǫ)e

−√
µr

]
. (3.193)

Wenn man noch die Beziehung (3.191) in der letzten Gleichung berücksichtigt, so ist:

dT

dt
= −192π

5

mred

M

(
GNMn

c3

)5/3 [
f1(ǫ) +

5

2304
f2(ǫ)e

−√
µr

]
. (3.194)

Ausgedrückt durch die Umlaufdauer T und die Beziehungen in (3.184), erhalten wir
für die Abnahme der Periode zweier Pulsare in der qT:

dT

dt
= −192πG

5/3
N

5c5
m1m2

(m1 +m2)1/3

(
T

2π

)−5/3 [
f1(ǫ) +

5

2304
f2(ǫ)e

−√
µr

]
. (3.195)

Setzen wir die Daten der Pulsare in die letzten Gl. ein, so ergibt sich:32

dT

dt
≈ −2, 40242 × 10−12s/s. (3.196)

32Diese Daten wurde dem Artikel [10] entnommen.
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4. Gravitationswellen in anderen Theorien

4.1. Brans-Dicke Theorie (BDT)

In einem Brief an Bentley schrieb Newton 1692:

Es ist unvorstellbar, dass unbelebte Dinge ohne die Vermittlung durch irgend et-
was, das keine materielle Natur besitzt, auf andere Dinge einwirken sollten, ohne
gegenseitigen Kontakt, so wie es sein müsste, wenn die Gravitation, im Sinne von
Epikur, eine Wesenseigenschaft der Dinge wäre und ihnen innewohnte. Und dies ist
ein Grund, warum ich wünschte, Sie würden mir die angeborene Gravitation nicht
zuschreiben. Dass die Gravitation den Dingen angeboren ist und ihnen innewohnt,
so dass ein Körper über eine Entfernung sogar durch das Vakuum auf einen anderen
Körper einwirken kann, ohne die Vermittlung von irgend etwas, durch welches ihre
Wirkung und Kraft übertragen werden könnte, das scheint mir eine solch große Ab-
surdität zu sein, dass niemand, der vernünftig über philosophische Dinge nachdenken
kann, darauf hereinfallen würde.

Offensichtlich beschwerte Newton sich hier über das damalige Problem der langreich-
weitigen Wirkung oder Wirkung über eine Entfernung hinweg. Dieses Problem wurde
gelöst, indem man das Konzept des Feldes eingeführt hat. So ließ sich die Anziehung
der Erde durch die Sonne beispielsweise vorstellen als: Die Sonne erzeugt im Raum
ein Gravitationsfeld, über das eine Kraft auf die Erde übertragen wird, also das Feld
spielt die Rolle des Vermittlers. Vor einer vereinheitlichen Theorie der Elektrodyna-
mik, die hauptsächlich durch Maxwell geschaffen wurde, wurde dieses Konzept auch
in der damaligen Theorie der Elekrizität verwendet. Das spätere Bild war so,1 dass
diese beiden Felder durch die Metrik gµν und den Feldstärketensor Fµν beschrieben
werden. Eine Frage, die Ende des neunzehnten Jahrhunderts und Anfang des zwan-
zigsten Jahrhunderts auftauche, war, ob es möglich ist, dass langreichweitigen Kräfte
auch skalare Felder hervorrufen können. Eine der nachher aufgestellten Theorien, in
der ein skalares Feld vorkommt, ist die sogenannte Brans-Dicke-Theorie.2 Brans und
Dicke formulierten eine modifizierte Version der Allgemeinen Relativitätstheorie, die
kompatibel mit dem Machschen Prinzip sein sollte. Sie erklärten somit, wie früher

1Als Folge der Elektrodynamik und ART.
2Siehe z.B [11, 12].
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4.2. Gravitationswellen in der BDT

schon Jordan,3 die Gravitationskonstante G als eine Variable, die von der Massen-
verteilung im Universum abhängt und sich als Funktion einer skalaren Variablen be-
schreiben läßt, die sie als Feld in die Lagrangedichte L koppeln. Das verallgemeinerte
Wirkungsintegral in der Brans-Dicke Theorie ist gegeben durch:

S = − 1

16π

∫
d4x

√
g

(
φR− ω

φ
φα, φ,α

)
+

∫ √
gLMd4x. (4.1)

Verwendet man das Variationsprinzip, indem wir erst bezüglich gµν variieren, so folgt4

Rµν −
gµνR

2
=

8π

φ
Tµν +

ω

φ2

(
φ,µφ,ν −

gµν
2
φ,αφ

α
,

)
+

1

φ
(φ,µ,ν − gµν�φ) , (4.2)

und indem wir zweitens bezüglich φ variieren und durch Kombination der erhaltenen
Gleichung mit dem Ricci-Skalar, den man aus der Gl. (4.2) bekommt, erhalten wir:

�φ =
8π

2ω + 3
T. (4.3)

4.2. Gravitationswellen in der BDT

Wie üblich in der Physik bei Gravitationswellen,5 sollte man erst die obere Feldglei-
chungen linearisieren. Verwendet man die Ansätze

gµν = ηµν + hµν , φ = φ0(1 + ϕ), (4.4)

und eine geeignete Eichbedingung für die tensorielle Gleichung, so erhalten wir:

�θµν = −2κBDTµν , (4.5)

�φ = κBDα
2T. (4.6)

Mit:

θµν := θµν −
ηµνθ

2
, θµν := hµν + ηµνϕ, (4.7)

3Siehe z.B die Literatur [13].
4Die Ableitung ist ähnlich wie Gln. 2.27. Allerdings besteht der genaue Unterschied wie im folgen-

den:
a) δS1, δS2, δS5 bleiben die gleiche (man ersetzt dort nur G durch φ).

b)δS3 verschwindet (Da φ nicht von der Metrik gµν abhängig), δS4 =
ω

2φ

R

φα
, φ,α

p

|g|gµνδgµν ,

wobei wir die Beziehung δ
p

|g| =
1

2

p

|g|gµνδgµν verwendet haben.
5Dieser Abschnitt setzt die Kenntnis der in der BDT angewendeten Technik voraus. Wenn der Leser

trotz dieser Warnung diesen Abschnitt lesen will, so soll er wenigstens die Hauptidee in Kapitel
3 verstehen. Ansonsten siehe [14, 15, 16]
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4. Gravitationswellen in anderen Theorien

κBD := 8πGBD , GBD :=
1

φ0
, α2 :=

1

2ω + 3
. (4.8)

Die Lagrangdichten des tensoriellen und skalaren Teils sind gegeben durch:

L(TT )
tensoriell =

1

8κBD
∂γθ

αβ∂γθαβ , (4.9)

Lskalar = −∂ν∂µφ. (4.10)

Mit Hilfe der Beziehungen (3.51), und (3.52), erhalten wir für den tensoriellen und
skalaren Teil des momentanen Energiestroms pro Raumwinkel

−dE
dt

=
GBD
15

(
3(

...
I
il)2 − (

...
Iii)

2
)
, (4.11)

−dE
dt

=
α2GBD

4

...
Iii

2
, (4.12)

wobei wir wie im Kapitel 3 die zusätzliche Eichbedingung (TT-Tensor) und die Be-
ziehungen im Anhang D berücksichtigt haben. Schließlich bekommen wir ähnlich zu
der Methoden im Kapitel 3 für den tensoriellen und skalaren Anteil der Energieab-
strahlung zweier rotierender Pulsare:

〈−dE
dt

〉
(tensoriell)

=
32GBDG

3
Nm

2M2(m+M)

5a5

[
37
96ǫ

4 + 73
24ǫ

2 + 1

(1 − ǫ2)7/2

]
, (4.13)

〈−dE
dt

〉
(skalar)

=
α2GBD

4

G3
Nm

2M2(M +m)

2a5

(4 + ǫ2)ǫ2

(1 − ǫ2)7/2
. (4.14)

Bestimmt man den Gravitations-KopplungsparameterG′ aus dem Newtonschen Grenz-
fall, so egibt sich:

GBD =
(2ω + 3)

(2ω + 4)
GN . (4.15)

4.3. Gravitationswellen in der ART als Grenzfall der BDT

Lassen wir den Parameter ω in der skalaren und tensoriellen Energieabstahlung der
BDT gegen Unendlich streben, so verschwindet der skalare Teil, und folglich erhalten
wir:

〈−dE
dt

〉 =
32G4

Nm
2M2(m+M)

5a5

[
37
96ǫ

4 + 73
24ǫ

2 + 1

(1 − ǫ2)7/2

]
. (4.16)

.
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4.4. Die Binärpulsaren PSR 1913+16 in der ART und BDT

4.4. Die Binärpulsaren PSR 1913+16 in der ART und BDT

Wir wollen in diesem Abschnitt die Abnahme der Periode zweier rotierender Pulsare
in der ART und BDT angeben, und weiter den theoretischen Wert in der ART berech-
nen. Ähnlich zu der angewandten Technik in der qT erhalten wir erst die allgmeine
Formel:

dT

dt

(ART )

= −192πG
5/3
N

5c5
m1m2

(m1 +m2)1/3

(
T

2π

)−5/3
(

1 + 73
24ǫ

2 + 37
96ǫ

4

(1 − ǫ2)7/2

)
, (4.17)

dT

dt

(BDT )

= −192πG
5/3
N

5c5
m1m2

(m1 +m2)1/3

(
T

2π

)−5/3 (2ω + 3)

(2ω + 4)

[
f1(ǫ) +

5α2

256
f2(ǫ)

]
,

(4.18)

mit:

f1(ǫ) =
1 + 73

24ǫ
2 + 37

96ǫ
4

(1 − ǫ2)7/2
, (4.19)

f2(ǫ) =
(4 + ǫ2)ǫ2

(1 − ǫ2)7/2
. (4.20)

Wir geben hier weiterhin nur den theoretischen Wert der Abnahme der Periode vom
PSR1913-16 an, da das Ergebnis des theoretischen Wertes in der BDT von dem Pa-
rameter α abhängig ist, über den wir im nächsten Kapitel sprechen werden, wenn wir
die theoretischen Werten der ART, BDT und qT mit der astronomischen Beobach-
tungen vergleichen.
Wenn man die Daten der Pulsare PSR1913-16 in der Gl. (4.17) einsetzt, erhält man:6

dT

dt
= −2, 40247 × 10−12s/s. (4.21)

6Diese Daten wurden dem Artikel [10] entnommen.
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Nur erst, wenn dir die Form ganz
klar ist, wird dir der Geist klar
werden.

R. Schumann

5. Vergleich zwischen ART, BDT und qT

bezüglich der wichtigsten Resultate in der

Physik der Gravitationswellen

Dieses Kapitel dient zur Übersicht der wichtigsten Grundformeln und der von uns
berechneten Endergebnisse der Gravitationswellenphysik in der ART, BDT und qT.
Damit wir die Aufgabe auf eine klare Weise ausführen, werden wir die Resultate jeder
Theorie in verschiedene Tabelle schreiben.(Siehe Tabellen 5.1, 5.2 und 5.3)

Wir wollen nun unsere Ergebnisse kurz diskutieren. Wir sehen aus den Tabellen,
dass die BDT und qT einen zusätzlichen, skalaren Teil enthalten, der nicht in der
ART vorkommt. Dieser zusätzliche Teil führt zu folgenden Konsequenzen:

Ein erster wesentlicher Unterschied zwischen den Ergebnissen der BDT und qT be-
steht in der Newtonschen Konstanten. In der BDT hängt sie von einem Parameter
ω ab. Im Jahr 2003 hat das Cassini-Huygens-Experiment gezeigt, dass der Wert von
diesem Parameter ω > 40 sein soll. In der qT ist die Newtonsche Konstante identisch
mit der Gravitationkonstante, die zuerst von Cavendish bestimmt wurde. Ein zweiter
wesentlicher Unterschied besteht in der Form der skalaren, partiellen Differentialglei-
chungen. In dem skalaren Teil der qT enthält die Quadrupolstrahlung zweier Pulsare
einen exponentiellen Abfall. Dieser Teil liefert deshalb keinen merklichen zusätzli-
chen Beitrag zu der tensoriellen Quadrupolstrahlung, weil das chemische Potential
µ ∼ Ep

2 ist, und folglich dominiert. Wir sehen also, dass die Energieabstrahlung bzw.
die Abnahme der Bahnperioden der Pulsare PSR1913+16 in der ART und qT sehr
gut mit dem gemessenen astronomischen Wert übereinstimmt, während das Ergebnis
der BDT von dem Parameter ω abhängt.
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Physik der Gravitationswellen in der ART

Gekopplete tensorielle

Feldgleichungen
�hµν + ηµν∂

α∂βhαβ − ∂(µ∂
λhλν ) = −2κGRTµν ,

κGR = 8πGN

Skalare Feldgleichungen keine

Eichtransformation h′σγ = hσγ − ξσ,γ − ξγ,σ + ησγξ
α
,α

Eichbedingungen hµν,
µ = 0

Entkoppelte tensorielle

Feldgleichungen
�hµν = −2κGRTµν

Zusätzliche Eichbedin-

gung
hµ0

(TT) = 0 , hkj,j
(TT) = 0 ,

hµµ
(TT) = hkk

(TT) = 0 .

Momentane tensorielle

Energieabstrahlung
−dE
dt

=
GN
15

[
3(

...
I
il)2 − (

...
Iii)

2
]
,

Iil
(TT ) =

∫
d3r′

m1m2

(m1 +m2)
r′ir

′
lδ(~r − ~r ′)

Durchschnittliche tensori-

elle Energieabstrahlung

〈
−dE
dt

〉(tens.)

=
32G4

Nm
2
1m2

2(m1 +m2)

5a5
f1(ǫ) ,

f1(ǫ) =

[
37/96ǫ4 + 73/24ǫ2 + 1

(1 − ǫ2)7/2

]

Skalare Energieabstrah-

lung
keine

Newtonsche Konstante GN

Gesamte Energieabstrah-

lung

〈
−dE
dt

〉(gesamt)

=
32

5

G4
N

c5
m2
redM

3

a5
f1(ǫ) ,

mred =
m1m2

M
,M = m1 +m2

Abnahme der Periode

zweier Pulsare

dT

dt
= −192πG

5/3
N

5c5
m1m2

(m1 +m2)1/3

(
T

2π

)−5/3

f1(ǫ)

Berechneter theoretischer

Wert

dT

dt
= −2, 40242 × 10−12 s

s

Experimenteller Wert
dT

dt
= −2, 4184 × 10−12 s

s

Tabelle 5.1.: Gravitationswellen in der allgemeinen Relativitätstheorie
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5. Vergleich zwischen ART, BDT und qT bezüglich der wichtigsten

Resultate in der Physik der Gravitationswellen

Physik der Gravitationswellen in der BDT

Gekoppelte tensori-

elle Feldgleichungen
�θµν + ηµν∂

α∂βθαβ − ∂(µ∂
λθλν ) = −2κBDTµν ,

κBD = 8πGBD , GBD =
1

φ0

Skalare Feldgleichungen �φ = κBDα
2T, α2 :=

1

2ω + 3

Eichtransformation θ′σγ = θσγ − ξσ,γ − ξγ,σ + ησγξ
α
,α

Eichbedingungen θµν,
µ = 0

Entkoppelte tensorielle

Feldgleichungen
�θµν = −2κBDTµν

Zusätzliche Eichbedin-

gungen
θµ0

(TT) = 0 , θkj,j
(TT) = 0 , θµµ

(TT) = θkk
(TT) = 0

Momentane tensorielle

Energieabstrahlung
−dE
dt

=
GBD
15

[
3(

...
I
il)2 − (

...
Iii)

2
]
,

Iil
(TT) =

∫
d3r′

m1m2

(m1 +m2)
r′ir

′
lδ(~r − ~r ′)

Durchschnittliche tensori-

elle Energieabstrahlung

〈
−dE
dt

〉(tens.)

=
32GBDG

3
Nm

2
1m2

2(m1 +m2)

5a5
f1(ǫ)

Skalare Energieabstrah-

lung

〈
−dE
dt

〉(skalar)

=
α2GBD

4

G3
Nm1

2m2
2(m1 +m2)

2a5
f2

f2(ǫ) =
(4 + ǫ2)ǫ2

(1 − ǫ2)7/2

Newtonsche Konstante GBD =
(2ω + 3)

(2ω + 4)
GN

Gesamte Energieabstrah-

lung

〈
−dE
dt

〉(gesamt)

=
G4
N

c5
m2
redM

3

a5

(2ω + 3)

(2ω + 4)

×
[
32

5
f1(ǫ) +

α2

8
f2(ǫ)

]

Abnahme der Periode

zweier Pulsare

dT

dt

(gesamt)

= −192πG
5/3
N

5c5
m1m2

(m1 +m2)1/3

(
T

2π

)−5/3

×(2ω + 3)

(2ω + 4)

[
f1(ǫ) +

5α2

256
f2(ǫ)

]

Berechneter theoretischer

Wert

dT

dt
≈ −2, 402 × 10−12 × (2ω + 3)

(2ω + 4)

s

s

Experimenteller Wert
dT

dt
= −2, 4184 × 10−12 s

s

Tabelle 5.2.: Gravitationswellen in der Brans-Dicke-Theorie
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Physik der Gravitationswellen in der qT

Gekoppelte tensorielle

Feldgleichungen
�θµν + ηµν∂

α∂βθαβ − ∂(µ∂
λθλν ) = −2κqTTµν ,

κqT = 8πGqT , GqT =
1

ϕ0s

Skalare Feldgleichungen ∂µ∂
µφ− λ2φ =

κqT
3
T, λ ≡ 16πµ

3s

Eichtransformation θ′σγ = θσγ − ξσ,γ − ξγ,σ + ησγξ
α
,α

Eichbedingungen θµν,
µ = 0

Entkoppelte tensorielle

Feldgleichungen
�θµν = −2κqTTµν

Zusätzliche Eichbedin-

gungen
θµ0

(TT) = 0 , θkj,j
(TT) = 0 , θµµ

(TT) = θkk
(TT) = 0

Momentane tensorielle

Energieabstrahlung
−dE
dt

=
GqT
15

[
3(

...
I
il)2 − (

...
Iii)

2
]

,

Iil
(TT) =

∫
d3r′

m1m2

(m1 +m2)
r′ir

′
lδ(~r − ~r ′)

Durchschnittliche tensori-

elle Energieabstrahlung

〈
−dE
dt

〉(tens.)

=
32GqTG

3
Nm

2
1m2

2(m1 +m2)

5a5
f1(ǫ)

Skalare Energieabstrah-

lung

〈
−dE
dt

〉(skalar)

=
GqT
72

G3
Nm

2M2(M +m)

a5
f2e

−2λr

Newtonsche Konstante GqT = GN

Gesamte Energieabstrah-

lung

〈
−dE
dt

〉(gesamt)

=
32

5

G4
N

c5
m2
redM

3

a5

×
(
f1(ǫ) +

5

2304
f2(ǫ)e

−√
µr

)

Abnahme der Periode

zweier Pulsare

dT

dt
= −192πG

5/3
N

5c5
m1m2

(m1 +m2)1/3

(
T

2π

)−5/3

×
[
f1(ǫ) +

5

2304
f2(ǫ)e

−√
µr

]

Berechneter theoretischer

Wert

dT

dt
≈ −2, 40242 × 10−12 s

s

Experimenteller Wert
dT

dt
= −2, 4184 × 10−12 s

s

Tabelle 5.3.: Gravitationswellen in der q-Theorie
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Die ursprüngliche Motivation für diese Arbeit war die Beobachtung in dem Artikel,1

dass der Gravitationskopplungsparameter der q-Theorie in kosmologischen Modellen
angenähert durch eine schnell oszillierende Funktion

G−1(t) ∼ G−1
∞

(
1 + c0

tUV

t
sin

(
t

tUV

))
,

beschrieben werden kann. Die Frage war, ob die schnellen Oszillationen zu observa-
blen Effekten in der Gravitationswellenabstrahlung führen würden. Allerdings haben
wir in der vorliegenden Arbeit zunächst nur das Problem der Gravitationswellen-
abstrahlung auf einem zeitlich konstanten Hintergrund betrachtet und anschließend
die gesamte Energieabstrahlung zweier rotierender Pulsare (PSR 1913+16) berech-
net. In dieser Theorie kommt ein Gravitations-Kopplungsparameter G := G(F ) an
die Stelle der Newtonschen Gravitationskonstanten GN , der in Abhängigkeit von
dem Zustand des Vakuums ist. Dieser Gravitations-Kopplungsparameter G(F ) hat
zur Folge, dass neben den tensoriellen auch skalare Feldgleichungen auftauchen. Wir
konnten die Untersuchung am genausten durchführen, wenn wir es mit analytischen
Lösungen zu tun haben. Daher betrachteten wir den Fall, dass der Beobachter sehr
weit von den massiven Pulsaren entfernt ist. Wenn wir uns ein ideales Universum
vorstellen, das nur aus diesen zwei Pulsaren besteht, dann ist der vierdimensionale
Raum in der Umgebung des weit entfernten Beobachters fast ein Minkowski-Raum.
Damit kann man einen Ansatz einführen, der einem sehr leichten gekrümmten Raum
entspricht.(gµν = ηµν + hµν , hµν ≪ 1)
Neben der weiteren Voraussetzung, dass wir ein perfektes Vakuum betrachteten,2

nahmen wir an, dass die Pulsare, deren gesamte Energieabstrahlung wir berechnet
haben, an einer bestimmten Stelle im Universum liegen, welches für unsere Vor-
aussetzung statisch ist. Folglich setzt sich die Vakuumvariable F aus einem domi-
nierenden konstanten Faktor ϕ0 (welcher bei dem Rest des Universums bestimmt
ist) und einen Störungsterm φ := φ(x), (der von der Pulsaren verursacht ist) zu-
sammen. (F = ϕ0(1 + φ(x)), |φ| ≪ 1) Unter diesen Annahmen konnten wir erst
die tensoriellen Feldgleichungen linearisieren und durch Einführung einer bestimm-
ten Eichtransformation sie auf gewöhnliche bringen. Die Technik, die wir weiter in
Kapitel 3 bei dem tensoriellen Teil angewendet haben, ähnelt derjenigen in der Brans-

1Siehe [2].
2Siehe Abschnitt 2.5 in dem zweiten Kapitel.
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Dicke-Theorie. Wir erhalten am Ende für die Pulsare (PSR 1913+16) einen Quadru-
polabstrahlung, der gleichen Form wie in der allgemeinen Relativitätstheorie oder
Brans-Dicke-Theorie. Da das skalare Feld massiv ist, enthält die skalaren Quadrupol-
strahlung zweier Pulsare einen exponentiellen Abfall. Da diese exponentielle Funktion
in Abhängigkeit von r und µ ist, wobei µ für das chemische Potential steht, während
r der Abstand zwischen den Pulsaren und dem Beobachter ist, hat der skalaren Teil
offensichtlich keinen zusätlichen merklichen Beitrag auf den tensoriellen Teil der Ener-
gieabstrahlung. Am Ende hatten wir die Newtonsche Konstante GqT bestimmt. Wir
haben festgestellt, dass ihr Wert exakt mit der Gravitationskonstante GN überein-
stimmt. Diese Tatsache kann man verstehen, wenn man bedenkt, dass das chemische
Potential µ ∼ Ep

2 ist, und daher dominiert ist. Die Abnahme der Bahnperiode der
zwei Pulsare (PSR1913+16) in der q-Theorie steht wie in der allgemeinen Relati-
vitätstheorie im Einklang mit der astronomischen Beobachtung, die von Hulse und
Taylor durchgeführt wurde, aber die q-Theorie hat noch weitere Vorteile als die all-
gemeine Relativitätstheorie. Eine dieser Vorteile ist, dass sie eine mögliche Lösung
des kosmologischen Konstantenproblems aufzeigt.
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Anhang A.

Der abgeänderte Ricci-Tensor 1. Ordnung

Wir wollen hier die erste Ordnung des Ricci-Tensors berechnen, daher ist unser Aus-
gangspunkt die Definition des Christoffelsymboles:

Γσλµ =
gνσ

2

{
∂gµν
∂xλ

+
∂gλν
∂xµ

− ∂gµλ
∂xν

}
. (A.1)

Mit dem Ansatz:

gµν = ηµν + hµν , |hµν | ≪ 1, (A.2)

folgt:

Γσλµ =

(
ηνσ + hνσ

2

){
∂hµν
∂xλ

+
∂hλν
∂xµ

− ∂hµλ
∂xν

}

=
ηνσ

2

{
∂hµν
∂xλ

+
∂hλν
∂xµ

− ∂hµλ
∂xν

}
+
hνσ

2

{
∂hµν
∂xλ

+
∂hλν
∂xµ

− ∂hµλ
∂xν

}

︸ ︷︷ ︸
≡O(h2)

. (A.3)

Der Ricci-Tensor ist gegeben durch:

Rµκ =
∂Γνµν
∂xκ

−
∂Γνµκ
∂xν

+ ΓηµνΓ
λ
κη − ΓηµκΓ

ν
νη

≃
∂Γνµν
∂xκ

−
∂Γνµκ
∂xν

+O(h2). (A.4)

Wir interessieren uns hier für die erste Ordnung des Christoffel-Symboles und des
Ricci-tensors, damit ergibt sich aus den Gln. (A.3) und (A.4):

Γ
σ(1)
λµ =

ηνσ

2

{
∂hµν
∂xλ

+
∂hλν
∂xµ

− ∂hµλ
∂xν

+
∂2hµν
∂xλ∂xλ

}
(A.5)

R(1)
µκ =

∂Γνµν
∂xκ

−
∂Γνµκ
∂xν

. (A.6)

59



Anhang A

Wir können die Indizes in den lezten beiden Gleichnungen umbennen, daher gilt auch:

Γλ(1)
µν =

ηλρ

2

{
∂hρν
∂xµ

+
∂hρµ
∂xν

− ∂hµν
∂xρ

}
(A.7)

R(1)
µν =

∂Γλλµ
∂xν

−
∂Γλµν
∂xλ

. (A.8)

Setzen wir Gl. (A.8) in Gl. (A.7) ein, so erhalten wir:

R(1)
µν =

ηλρ

2

{
∂2hρµ
∂xν∂xλ

+
∂2hρλ
∂xν∂xµ

− ∂2hλµ
∂xν∂xρ

}
− ηλρ

2

{
∂2hρν
∂xλ∂xµ

+
∂2hρµ
∂xλ∂xν

− ∂hµν
∂xλ∂xρ

}

=
1

2





∂2hρµ
∂xν∂xλ

+
∂2hλλ
∂xν∂xµ

− ∂2hλµ
∂xν∂xλ︸ ︷︷ ︸

∂2hλµ

∂xν∂xλ

− ∂2hλν
∂xλ∂xµ

− ∂2hλµ
∂xλ∂xν





,

⇒ R(1)
µν =

1

2

(
�hµν −

∂2hλν
∂xλ∂xµ

− ∂2hλµ
∂xλ∂xν

+
∂2hλλ
∂xµ∂xν

)
. (A.9)

Mit dem Umbenennen der Indizes kann letzte Gleichung geschrieben werden als:

R(1)
µν =

1

2
[ηρσhρσ,µ,ν + �hµν − ηρσhµσ,ρ,ν − ηρσhρν,µ,σ] . (A.10)

Da gilt:

ηρσhρσ,µ,ν =
ηρσhρσ,µ,ν

2
+
ηρσhρσ,µ,ν

2
=
ηρσhρσ,µ,ν

2
+
ηρσhρσ,ν,µ

2
(A.11)

−ηρσhρν,µ,σ = −ηρσhνρ,µ,σ (A.12)

−ηρσhρν,µ,σ = −ησρhσν,µ,ρ = −ηρσhσν,µ,ρ = −ηρσhσν,ρ,µ (A.13)

liefert das Einsetzen der Beziehungen A.11 bis A.13 in Gl. A.10:

R(1)
µν =

1

2

(
�hµν +

[
ηρσ

(
1

2
hρσ,µ − hσµ,ρ

)]

,ν

+

[
ηρσ

(
1

2
hρσ,ν − hσν,ρ

)]

,µ

)
.

(A.14)
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Anhang B.

Linearisierte Feldgleichungen, Eichtransformation

und Eichbedingungen in der qT (3. Methode)

Wir wollen hier auf etwa eine andere Art und Weise Gl. (3.20) erhalten. Unser Aus-
gangspunkt ist Gl. (3.5). Anstatt dass wir nun Gl. (3.6) nehmen, können wir den
Ricci-Tensor in Abhängigkeit von hµν (an Stelle von hµν) ausdrücken.
Der Ricci-Tensor bis zur ersten Ordnung lautet dann:1

R(1)
µν =

1

2
ηρσ (hρν,µ,ν + hµν,ρ,σ − hµσ,ρ,ν − hρν,µ,σ) , (B.1)

oder man kann ihn auf die nachfolgende, geschickte Form bringen:2

R(1)
µν =

1

2

(
�hµν +

[
ηρσ

(
1

2
hρσ,µ − hσµ,ρ

)]

,ν

+

[
ηρσ

(
1

2
hρσ,ν − hσν,ρ

)]

,µ

)
. (B.2)

Zunächst möchten wir auf zwei verschiedenen Wegen eine Eichtransformation ablei-
ten.

Erster Weg

Da die Feldgln. (Gln. (3.5)) kovariant sind, steht es uns frei eine Koordinatentrans-
formation durchzufüren. Wir haben |hµν | ≪ 1 vorausgesetzt, daher sind nur kleine
Abweichungen von den Minkowskikoordinaten zugelassen, also Koordinatentransfor-
mationen der folgenden Form:

xµ −→ x′µ = xµ + ǫµ(x), (ǫµ(x) ≪ 1). (B.3)

=⇒ ∂x′µ

∂xλ
= δµλ +

∂ǫµ

∂xλ
. (B.4)

Der metrischen Tensor transformiert sich unter einer Koordinatentransformation wie
im folgt:

g′µν =
∂x′µ

∂xλ
∂x′ν

∂xκ
gλκ. (B.5)

1Siehe Anhang A.
2Der Ricci-Tensor bis zur ersten Odnung kann auf so eine Form gebracht werden, dazu siehe auch

Anhang A.
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Setzen wir Gl. (B.4) in Gl. (B.5) ein, so folgt unter Berücksichtigung der letzten Gl.
in (3.3):

gµν = ηµν − h′µν =

(
δµλ +

∂ǫµ

∂xλ

)(
δνκ +

∂ǫν

∂xκ

)(
ηλκ − hλκ

)
=

= ηµν − hµν +
∂ǫν

∂xµ
− hµκ

∂ǫµ

∂xκ
+
∂ǫµ

∂xν
− hλν

∂ǫµ

∂xλ
+
∂ǫµ

∂xν
∂ǫν

∂xλ
− hλκ

∂ǫµ

∂xλ
∂ǫν

∂xκ
.

Da wir uns für den linearen Fall interessieren, vernachlässigen wir die nichtlinearen
Terme in der letzten Gleichung. Nehmen wir außerdem Terme bis zur ersten Ordnung
von ǫ , so ergibt sich die Eichtransformation:

h′µν = hµν − ∂ǫµ

∂xν
− ∂ǫν

∂xµ
. (B.6)

Zweiter Weg

Streng genommen handelt es sich hier nicht um eine völlig andere Methode, sondern
dieser Weg dient dazu eine Wichtige Einsicht zu gewinnen. Wir wissen aus der ART,
dass alle Energieformen zur Masse beitragen, daher sollte jede Energieform als Quelle
des Gravitationsfeldes in Erscheinung treten, die durch den Energie-Impuls-Tensor
gegeben ist. Diese Quelle wird den Raum krümmen, die durch den Ricci-Tensor be-
schrieben ist, daher verschwindet der Ricci-tensor (und folglich den Ricci-Skalar) im
quellenfreien Raum. Als Gl. bedeutet dies:

R(1)
µν =

1

2
ηρσ (hρσ,µ,ν + hµν,ρ,σ − hµσ,ρ,ν − hρν,µ,σ) = 0. (B.7)

Bemerkung: Wir bezeichnen den Ricci-Tensor (bis zur 1.Ordnung) in dem zweiten
Bezugssystem mit:

R′(1)
µν =

1

2
ηρσ

(
h′ρσ,µ,ν + h′µν,ρ,σ − h′µσ,ρ,ν − h′ρν,µ,σ

)
(B.8)

Lemma 14 Nach Weyl kann Gl. (B.7) durch den Ansatz:

hµν = ǫµ,ν + ǫν,µ, (B.9)

gelöst werden, wobei ǫµ(x) für ein beliebiges, erzeugendes Vektorfeld steht.

Beweis 14 Setzen wir Gl. (B.9) in Gl. (B.7) ein, so haben wir3:

R(1)
µν =

1

2
ηρσ


ǫρ,σ,µ,ν︸ ︷︷ ︸

a

+ ǫρ,σ,ν,µ︸ ︷︷ ︸
b

+ ǫµ,ν,ρ,σ︸ ︷︷ ︸
c

+ ǫν,µ,ρ,σ︸ ︷︷ ︸
d

− ǫµ,σ,ρ,ν︸ ︷︷ ︸
c

− ǫν,σ,ρ,µ︸ ︷︷ ︸
d

− ǫρ,ν,µ,σ︸ ︷︷ ︸
a

− ǫρ,µ,ν,σ︸ ︷︷ ︸
b


 = 0. �

3Terme mit gleichen Buchstaben heben sich gegenseitig auf.
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Da der Energie-Impuls-Tensor auf der rechten Seite der Gl. (3.5) nicht verschwindet,
besteht Ihre Lösung aus:

ǫµ,ν + ǫν,µ︸ ︷︷ ︸
homogener Teil

+ pµν︸︷︷︸
inhomogner Teil

= h′µν . (B.10)

Ausserdem sollte uns Gl. (B.10), wenn sie in Gl. (B.8) eingesetzt wird, Gl. (3.5)
liefern, somit ist pµν ≡ hµν .

Als nächster Schritt können wir uns leicht überzeugen, dass es sich mit Hilfe der
Gl. (B.6) für den zweiten Faktor der Gl. (B.2) ergibt:

ηρσ
(

1

2
hρσ,µ − hσµ,ρ

)
=

1

2
h′ρρ,µ − h′ρµ,ρ + �ǫµ. (B.11)

In der ART haben wir die Eichtransformationen (B.6) ausgenutzt, um die zweiten
und dritten Terme in der rechten Seite der Gl. (B.2) verschwinden zu lassen. Da ǫµ(x)
für ein beliebiges, erzeugendes Vektorfeld steht, so können wir in der qT nicht nur
die zweiten und dritten Terme in der rechten Seite der Gl. (B.2) zum Verschwinden
bringen, sondern wir haben die Möglichkeit Gl. (3.5) weiter zu vereinfachen. Dies
gelingt uns, wenn wir wählen:

�ǫµ = h′ρµ,ρ −
1

2
h′ρρ,µ − ∂µφ. (B.12)

Mit Hilfe der Gln. (B.11) und (B.12) bekommen wir dann die erste Eichbedingung:

hρµ,ρ −
1

2
hρρ,µ = ∂µφ.

4 (B.13)

Wir können die gleiche Idee auf den 3. Term in der rechten Seite der Gl. (B.2)
anwenden, um die zweite Eichbedingung bekommen zu können,somit folgt:

R(1)
µν =

1

2
(�hµν − 2∂µ∂νφ) =

1

2
�hµν − ∂µ∂νφ, (B.14)

=⇒ R(1) = �

(
h

2
− φ

)
. (B.15)

Setzen wir Gln. (B.14) und (B.15) in Gl. (3.5) ein, so ergibt sich:

�

[
hµν + ηµνφ− ηµνh

2
− 2ηµνφ

]
=

−16π

s

(
Tµν
ϕ0

+ µηµν

)
. (B.16)

Berücksichtigen wir noch die Abkürzungen in (3.11) und (3.12), so ist:

�θµν = −2κqT T̃µν ,

was dann mit Gl. (3.20) übereinstimmt.

4Dieses Ergebnis unterscheidet sich von der ART, dass die Eichbedingunggleichung nicht homogen
ist.
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Das Wirkungsintegral eines freien Teilchens in

einer anderen Form

Für die Wirkung eines freien Teilchens gilt:

S =

∫
αds, (C.1)

α ist hier eine beliebige Konstante. Man kann Gl. (C.1) über die Zeit darstellen:

S =

∫ t2

t1

Ldt, (C.2)

wobei L die Lagrange-Funktion ist. Um einen Ausdruck für α ableiten zu können,
gehen wir folgendermaßen vor: Die Lagrange-Funktion eines klassischen, freien Teil-
chens lautet:

L = T − V =
mv2

2
, (C.3)

somit erhalten wir aus der letzten Gl.:

S =

∫ t2

t1

mv2

2
dt. (C.4)

Anderseits ist:

ds = c

√
1 − v2

c2
dt

=⇒ S = −
∫
αc

√
1 − v2

c2
dt. (C.5)

In der letzten Gl. haben wir es mit einer relativistischen Lagrange-Funktion zu tun,
deshalb sollen wir aus ihr den klassischen Fall berechnen, damit man einen Ausdruck
für α gewinnt, wenn das darausfolgende Integral mit Gl. (C.4) verglichen wird. Die
Newtonsche binomische Formel ist gegeben durch:

(
a± b

c

)n
= an ±

(
n

1

)
an−1 b

c
+

(
n

2

)
an−2

(
b

c

)2

± ... (C.6)
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Ist a = 1 ∧ c≫ b, so folgt:

(
1 ± b

c

)n
≈ 1 ±

(
n

1

)
n
b

c
, (C.7)

damit ist:
√

1 − v2

c2
≈ 1 − 1

2

v2

c2
. (C.8)

Setzen wir Gl. (C.8) in Gl. (C.5) ein, so erhalten wir:

S =

∫
(−αc+

α

2

v2

c
)dt. (C.9)

Da der erste Term auf der rechten Seite der letzten Gleichung konstant ist, kann er
vernachlässigt werden, und es folgt:

S =

∫
α

c

v2

2
dt. (C.10)

Vergleicht man Gl. (C.10) mit Gl. (C.4) ein, so erhalten wir:

α = mc,

und daher kann Gl. (C.1) geschrieben werden als:

S = c

∫
mds. (C.11)
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Konsequenzen aus dem Erhaltungsgesetz T µν
,ν = 0

Wir wollen in diesem Anhang einige Schlußfolgerungen aus dem Erhaltungsgesetz
von Energie und Impuls:

T µν ,ν = 0, (D.1)

herleiten. Man kann es schreiben als:

T µ0
,0 + T µi,i = 0. (D.2)

Aus der letzten Gleichung unterscheiden wir zwei Fälle:

i) Für µ = 0, ist:

T 00
,0 + T 0i

,i = 0 (D.3)

i) Für µ = j = 1, 2 ∨ 3, ist:

T j0,0 + T ji,i = 0 (D.4)

Multiplizieren wir Gl. (D.4) mit xk, so folgt:

(
T j0,0 + T ji,i

)
xk = 0 =⇒

∫
d3x

∂T j0

∂t
xk = −

∫
d3xT ji,ix

k.

Integrieren wir die rechte Seite der letzten Gleichung partiell, so verschwindet der
erste Faktor,1 und wir bekommen:

∂

∂t

∫
d3xT j0xk =

∫
d3xT jk. (D.5)

Multiplizieren wir nun Gl. (D.3) mit xjxk
”

und integrieren wir partiell wie vorher, so
ist:

∂

∂t

∫
d3xT 00xjxk =

∫
d3xT 0i ∂(xjxk)

∂xi
,

1Da T ij im Unendlichen verschwindet.
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und da:

∂(xjxk)

∂xi
= xj,i︸︷︷︸

=δj
i

xk + xj xk,i︸︷︷︸
=δk

i

, (D.6)

so erhalten wir:

∂

∂t

∫
d3xT 00xjxk =

∫
T 0jxkd3x+

∫
T 0kxjd3x. (D.7)

Außerdem bekommen wir aus Gl. (D.4):

ηkj T
j0
,0 = −ηkj T ji,i.

Wenn wir nachher mit xj multplizieren und partiell integrieren, folgt:

∂

∂t

∫
d3xT k0xj =

∫
d3xT kj. (D.8)

Summieren wir nun Gln. (D.8) und (D.5), so ist:
∫
d3x (T kj︸︷︷︸

=T jk

+T jk) =
∂

∂t

∫
d3x (xkT j0 + xjT 0k)

=⇒
∫
d3xT jk =

1

2

∂

∂t

∫
d3x (xkT j0 + xjT 0k). (D.9)

Durch Einsetzen der Gl. (D.7) in die letzte Gleichung, ergibt sich:

∫
d3xT jk =

1

2

∂2

∂t2

∫
d3xxjxkT 00. (D.10)

Wir multplizieren nun Gl. (D.3) mit xk und integrieren über den Raum:

∂

∂t

∫
d3xT 00xk = −

∫
d3xxkT 0i

,i =

∫
d3x xk,i︸︷︷︸

δk
i

T i0,

wobei wir im letzten Schritt wieder partiell integriert haben,

=⇒
∫
d3xT 0k =

∂

∂t

∫
d3xxkT 00. (D.11)

Wir integrieren jetzt Gl. (D.3) über den Raum
∫
d3xT 00

,0 = −
∫
d3xT 0i

,i.
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Da die rechte Seite der letzten Gleichung nach der Integration in Folge der Grenze
im Unendlichen verschwindet, erhalten wir:

∫
d3xT 00

,0 = −
∫
d3xT 0i

,i = 0. (D.12)

Differenzieren wir Gl. (D.11) nach der Zeit, und integrieren Gl. (D.4) über den Raum,
so folgt:

∫
d3xT 0k

,0 =
∂2

∂t2

∫
d3xxkT 00,

∫
d3xT 0k

,0 = −
∫
d3xT ik,k

=⇒ ∂2

∂t2

∫
d3xxkT 00 = −

∫
d3xT ik,k = 0, (D.13)

wobei wir im letzten Schritt noch Gl. (D.12) berücksichtigt haben. Schließlich erhalten
wir aus den Gln. (D.8) und (D.11):

∫
d3xxj

∂T k0

∂t
=

1

2

∂2

∂t2

∫
d3xxjxkT 00. (D.14)
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The mathematician’s patterns, like
the painter’s or the poet’s must be
beautiful; the ideas, like the colors
or the words must fit together in a
harmonious way. Beauty is the first
test: there is no permanent place in
this world for ugly mathematics.

G. H. Hardy

Anhang E.

Elliptische Integrale

E.1. Ableitung der Laplaceschen Integrale (1. Methode)

Wir wollen hier erst zwei allgemeine elliptische Integrale ableiten.1 Unser Ausgangs-
punkt ist die Gleichung, die die Fläche einer Ellipse beschreibt. Um diese zu bekom-
men, denken wir an einen unendlich kleinen Sektor einer Ellipse, in dem die folgende
Beziehung gilt (siehe Abbildung E.1):

dθ =
ds

r
,=⇒ ds = rdθ. (E.1)

Die Fläche eines unendlich kleinen Sektors ist:2

dF =
r

2
ds. (E.2)

Setzen wir Gl. (E.1) in Gl. (E.2) ein, so folgt:

dF =
r2

2
dθ =⇒ F =

∫ π/2

0

r2dθ

2
. (E.3)

1Siehe[17, 18, 19, 20]
2(Fläche eines Dreiecks.)

Abbildung E.1.: Sektor einer Ellipse
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Abbildung E.2.: Ellipse

Die Fläche einer Ellipse und die Ellipsengleichung im kartesischen Koordinatensystem
sind gegeben durch:

F = abπ, (E.4)

x2

a2
+
y2

b2
= 1. (E.5)

Mit x = r cos θ, y = r sin θ, und den letzten zwei Gleichungen kann Gl. (E.3) ge-
schrieben werden als:

ab =
1

2π

∫ π/2

0

dθ
cos2 θ
a2

+ sin2 θ
b2

. (E.6)

Bequemerweise können wir die letzte Gl. schreiben als:

1√
AB

=
1

2π

∫ π/2

0

dθ

A cos2 θ +B sin2 θ
, (E.7)

wobei A := 1/a2, und B := 1/b2. Mit den Ansätzen:

A = eiλ(1 − reiϑ) ∧B = e−iλ(1 − re−iϑ),

ergibt sich für die letzte Gleichung

1√
1 − 2r cos ϑ+ r2

=
1

2π

∫ π/2

0

dθ

eiλ(1 − reiϑ) cos2 θ + e−iλ(1 − re−iϑ) sin2 θ
,
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oder

1√
1 − 2r cos ϑ+ r2

=

=
1

2π

∫ π/2

0

dθ

eiλ cos2 θ + e−iλ sin2 θ − r(ei(λ+ϑ) cos2 θ + e−i(λ+ϑ) sin2 θ)

=
1

2π

∫ π/2

0

dθ

cos λ+ i sin λ cos 2θ − r[cos(ϑ+ λ) + i sin(ϑ+ λ) cos 2θ]
, (E.8)

wobei wir im vorletzten Schritt die Eulersche Formel und im letzten Schritt noch die
trigonometrische Beziehung:

cos2 α− sin2 α = cos 2α

verwendet haben. Wir wissen, dass eine jede Funktion f(r) in einer unendlichen Reihe
gemäß

f(r) =
∞∑

n=0

anr
n,

entwickelt werden kann. Die linke Seite der Gl. (E.8) ist eine solche Funktion, die
man auch darstellen kann als

1√
1 − 2r cos ϑ+ r2

=

∞∑

n=0

Pnr
n, an(cos ϑ) ≡ Pn(cos ϑ), (E.9)

wobei man Pn als Kugelfunktionen erster Art bezeichnet. Sie werden auch als legen-
dresche Polynome oder auch zonale harmonische Funktionen genannt. Setzen wir Gl.
(E.9) in Gl. (E.8), so ist nach kurzer Umformung:

∞∑

n=0

Pnr
n =

1

2π

∫ π/2

0

dθ

(cos λ+ i sinλ cos 2θ)

[
1 − r (cos(ϑ+ λ) + i sin(ϑ + λ) cos 2θ)

(cos λ+ i sinλ cos 2θ)

] .

(E.10)

Verwenden wir die geometrische Reihe:

∞∑

n=0

un =
1

1 − u
, (E.11)

71



Anhang E

so können wir nun die rechte Seite der Gl. (E.10) in einer unendlichen Reihe entwi-
ckeln, daher ist:

∞∑

n=0

Pnr
n =

1

2π

∫ π/2

0

dθ

(cos λ+ i sinλ cos 2θ)
×

×
∞∑

n=0

rn
(

cos(ϑ+ λ) + i sin(ϑ + λ) cos 2θ

cos λ+ i sin λ cos 2θ

)n
,

oder

∞∑

n=0

Pnr
n =

∞∑

n=0

rn

[
1

2π

∫ π/2

0

dθ

(cos λ+ i sinλ cos 2θ)
×

×
(

cos(ϑ + λ) + i sin(ϑ+ λ) cos 2θ

cos λ+ i sinλ cos 2θ

)n]
.

Vergleichen wir die beiden Seiten der letzten Gleichung miteinander, so folgt:

Pn(cos ϑ) =
1

2π

∫ π/2

0

(cos(ϑ+ λ) + i sin(ϑ+ λ) cos 2θ)ndθ

(cos λ+ i sinλ cos 2θ)n+1
. (E.12)

Aus der letzten Gl. können wir 2 wichtige Ergebnisse erhalten:

i) Ist λ = 0, so bekommen wir

Pn(cos ϑ) =
1

2π

∫ π/2

0
(cos ϑ+ i sinϑ cos 2θ)ndθ. (E.13)

ii) Ist λ = −ϑ, so ergibt sich

Pn(cos ϑ) =
1

2π

∫ π/2

0

dθ

(cos ϑ− i sin ϑ cos 2θ)n+1
. (E.14)

Man kann weiterhin die letzten beiden Integrale auf eine andere Form bringen, denn
mit dem Ansatz:

x = cos ϑ, (E.15)

folgt:

sinϑ = ±i
√
x2 − 1. (E.16)

Wir haben hier die trigonometrische Beziehung:

sin2 ϑ+ cos2 ϑ = 1,
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verwendet. Mit 2θ = ϕ und durch Einsetzen der Gln. (E.15) und (E.16) in Gln. (E.13)
und (E.14) erhalten wir:

Pn(x) =
1

π

∫ π

0

dϕ

(x±
√
x2 − 1 cosϕ)n+1

, (E.17)

Pn(x) =
1

π

∫ π

0
(x∓

√
x2 − 1 cosϕ)ndϕ. (E.18)

Diese Integrale werden als Laplacesche Integrale genannt.

E.2. Modifizierung des zweiten Laplaceschen Integrals und
die Rodrigues Formel

Wi können nun mit Hilfe des letzten Integrals die Legendre Polynome bestimmen.
Damit wir dieses Ziel auf eine klare Weise erreichen, möchten wir das letzte Inte-
gral auf eine etwas andere Form bringen, damit wir es schließlich am bequemsten
integrieren. Mit der Eulerschen Beziehung:

eiϕ + e−iϕ

2
= cosϕ,

können wir den Faktor (x+
√
x2 − 1 cosϕ) aus Gl. (E.18) schreiben als:

(x+
√
x2 − 1 cosϕ) =

(
x+

√
x2 − 1

eiϕ + e−iϕ

2︸ ︷︷ ︸

=
e−iϕ(e2iϕ + 1)

2

)

bzw.

(x+
√
x2 − 1 cosϕ) =

[
2eiϕ

2eiϕ
x+

(e2iϕ + 1)
√
x2 − 1

2eiϕ

] √
x2 − 1√
x2 − 1

,

und damit ist:

(x+
√
x2 − 1 cosϕ) =

(x+ eiϕ
√
x2 − 1)2 − 1

2eiϕ
√
x2 − 1

. (E.19)

Durch den Ansatz:

z = eiϕ
√
x2 − 1, (E.20)
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lässt sich letzte Gleichung kürzer schreiben als:

(x+
√
x2 − 1 cosϕ) =

(x+ z)2 − 1

2z
,

=⇒ (2z)n(x+
√
x2 − 1 cosϕ)n = [(x+ z)2 − 1]n. (E.21)

Entwickeln wir die rechte Seite der letzten Gleichung mit Hilfe des Taylorschen Satzes
nach Potenzen von z in einer unendlichen Reihe um den Nullpunkt, so erhalten wir:

[(x+ z)2 − 1]n := f(z) =
∞∑

ν=0

f ν(z = 0)

ν!
zν

= [x2 − 1]2 +
z

1!
lim
z→0

d[(x+ z)2 − 1]n

dz
+
z2

2!
lim
z→0

d2[(x+ z)2 − 1]n

dz2
+ ...

(E.22)

Wir fragen uns jetzt, wann bricht unsere unendliche Reihe ab? Um das sehen zu
können, betrachten wir einige Spezialfälle der Gl. (E.22):

i) Ist n = 1, so gilt:

A := [(x+ z)2 − 1]1 =⇒ dA

dz
= 2(x+ z)

=⇒ d2A

dz2
= 2.

In Wörtern: Ist n=1, so reduziert sich die unendliche Reihe auf eine endliche
Reihe und das letzte Glied wäre von zweiter Ordnung.

ii) Ist n = 2, so gilt:

B := [(x+ z)2 − 1]2 =⇒ dB

dz
= 4(x+ z)[(x + z)2 − 1]

... =⇒ d4B

dz4
= 24.

In Wörtern: Ist n=2, so reduziert sich die unendliche Reihe auf eine endliche
Reihe und das letzte Glied wäre von vierter Ordnung.

Daher liegt im Fall der Gl. (E.22) nahe, dass sich unsere unendliche Reihe auf eine
endliche Reihe reduziert, und das letzte Glied wäre von zweiter Ordnung.3

Damit folgt:

[(x+ z)2 − 1]n = [x2 − 1]2 +
z

1!
lim
z→0

d[(x+ z)2 − 1]n

dz
+
z2

2!
lim
z→0

d2[(x+ z)2 − 1]n

dz2

+ ...+
z2n

(2n)!
lim
z→0

d2n[(x+ z)2 − 1]n

dz2n
. (E.23)

3Wir verzichten an dieser Stelle auf einen streng mathematischen Beweis.
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Wenn wir uns den Ausdruck [(x+ z)2 −1]n in der letzten Gleichung anschauen, dann
sehen wir, dass die (2n)te Ableitung des Ausdruckes nach z gleich berechtigt ist wie
die (2n)te Ableitung dieses Ausdruckes nach x. Also liegt eine bestimmte Symmetrie
vor. Das gilt auch in etwa im allgemeinen Fall, nämlich:4

Lemma 15 Ist m = p (m, p ∈ ℜ), so gilt:

d2n[(mx+ pz)2 − 1]n

dz2n
=
d2n[(mx+ pz)2 − 1]n

dx2n
.

Folglich können wir Gl. (E.23) schreiben als:

[(x+ z)2 − 1]n = [x2 − 1]2 +
z

1!
lim
z→0

d[(x+ z)2 − 1]n

dx
+
z2

2!
lim
z→0

d2[(x+ z)2 − 1]n

dx2
+ ...

+
zn−1

(n− 1)!
lim
z→0

dn−1[(x+ z)2 − 1]n

dxn−1
+

zn

(n)!
lim
z→0

dn[(x+ z)2 − 1]n

dxn
+

+
zn+1

(n+ 1)!
lim
z→0

dn+1[(x+ z)2 − 1]n

dxn+1
+ ...+

+
z2n

(2n)!
lim
z→0

d2n[(x+ z)2 − 1]n

dx2n
,

oder wenn wir den Limes ausführen,5 und Gl. (E.21) betrachten, so bekommen wir:

2n(x+
√
x2 − 1 cosϕ)n =

[(x+ z)2 − 1]n

zn
= z−n[x2 − 1]n +

z1−n

1!

d[x2 − 1]n

dx

+
z2−n

2!

d2[x2 − 1]n

dx2
+ ...+

z−1

(n− 1)!

dn−1[x2 − 1]n

dxn−1
+

+
1

n!

dn[x2 − 1]n

dxn
+

z

(n+ 1)!

dn+1[x2 − 1]n

dxn+1
+ ...+

+
zn

(2n)!

d2n[x2 − 1]n

dx2n
,

4In unserem Fall ist m = p = 1, außerdem beschränken wir unsere Vermutung auf die reelle Zahlen,
da wir hier mit diesem Fall zu tun haben.

5Wir dürfen den Limes deshalb ausführen, weil die Ableitung jetzt nach x ist.
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bzw.

2n(x+
√
x2 − 1 cosϕ)n =

[(x+ z)2 − 1]n

zn
=

1

n!

dn[x2 − 1]n

dxn
+

z

(n+ 1)!

dn+1[x2 − 1]n

dxn+1
+

+ ...+
zn

(2n)!

d2n[x2 − 1]n

dx2n
+

z−1

(n− 1)!

dn−1[x2 − 1]n

dxn−1
+

+
z−2

(n− 2)!

dn−2[x2 − 1]n

dxn−2
+ ...+

z2−n

2!

d2[x2 − 1]n

dx2
+

+
z1−n

1!

d[x2 − 1]n

dx
+ z−n[x2 − 1]n ,

oder:

2n(x+
√
x2 − 1 cosϕ)n =

1

n!

dn[x2 − 1]n

dxn
+

n∑

ν=1

zν

(n + ν)!

dn+ν [x2 − 1]n

dxn+ν

+
n∑

ν=1

z−ν

(n − ν)!

dn−ν [x2 − 1]n

dxn−ν
. (E.24)

Setzen wir Gl. (E.20) in die rechte Seite der Gl. (E.24) ein, so folgt unter Berücksich-
tigung der Eulerschen Formel:

2n(x+
√
x2 − 1 cosϕ)n =

1

n!

dn[x2 − 1]n

dxn
+

+
n∑

ν=1

cos (ϕν)

[
(
√
x2 − 1)ν

(n+ ν)!

dn+ν [x2 − 1]n

dxn+ν
+

(
√
x2 − 1)−ν

(n− ν)!

dn−ν [x2 − 1]n

dxn−ν

]

+ i
n∑

ν=1

sin (ϕν)

[
(
√
x2 − 1)ν

(n+ ν)!

dn+ν [x2 − 1]n

dxn+ν
− (

√
x2 − 1)−ν

(n− ν)!

dn−ν [x2 − 1]n

dxn−ν

]
.

(E.25)

Da die linke Seite der letzten Gleichung rein reell ist, so muss der imaginäre Anteil
der rechten Seite verschwinden, deshalb erhalten wir die Bedingung:

(
√
x2 − 1)ν

(n+ ν)!

dn+ν [x2 − 1]n

dxn+ν
=

(
√
x2 − 1)−ν

(n− ν)!

dn−ν [x2 − 1]n

dxn−ν
, v ≤ n. (E.26)

Gl. (E.26) wurde zuerst von Jakobi aufgestellt.
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Mit der letzten Gleichung reduziert sich Gl. (E.25) auf:

2n(x+
√
x2 − 1 cosϕ)n =

1

n!

dn[x2 − 1]n

dxn
+

+ 2
n∑

ν=1

cos (ϕν)

[
(
√
x2 − 1)ν

(n+ ν)!

dn+ν [x2 − 1]n

dxn+ν

]

=⇒ (x+
√
x2 − 1 cosϕ)n =

1

2nn!

dn[x2 − 1]n

dxn
+

+
2

2n

n∑

ν=1

cos (ϕν)

[
(
√
x2 − 1)ν

(n+ ν)!

dn+ν [x2 − 1]n

dxn+ν

]
.

(E.27)

Integrieren wir Gl. (E.27) nach ϕ zwischen den Grenzen 0 und π, so folgt:

∫ π

0
(x+

√
x2 − 1 cosϕ)ndϕ =

1

2nn!

dn[x2 − 1]n

dxn

∫ π

0
dϕ

+
2

2n

n∑

ν=1

(
√
x2 − 1)ν

(n+ ν)!

dn+ν [x2 − 1]n

dxn+ν

∫ π

0
cos (ϕν)dϕ.

(E.28)

Wir haben auf diese Weise das Problem auf zwei Standardintegrale zurückgeführt,
wobei für diese gilt: 




∫ π

0
dϕ = π,

∫ π

0
cos (ϕν)dϕ = 0,

(E.29)

somit ist:
∫ π

0
(x+

√
x2 − 1 cosϕ)ndϕ =

π

2nn!

dn(x2 − 1)n

dxn

=⇒ 1

π

∫ π

0
(x+

√
x2 − 1 cosϕ)ndϕ =

1

2nn!

dn(x2 − 1)n

dxn
. (E.30)

Vergleichen wir endlich Gl. (E.30) mit Gl. (E.18), so bekommen wir:

Pn(x) =
1

2nn!

dn(x2 − 1)n

dxn
. (E.31)

Die letzte Gleichung ist zuerst von Rodrigues, später unabhängig von diesem von
Ivory und Jacobi gefunden. Indem wir die linke Seite der Gl. (E.18) bestimmt haben,
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haben wir gleichzeitig dies auch für die linke Seite der Gl. (E.17) getan. Setzen wir
die Ansätze:

x =
k√

k2 − l2
, ϕ = E, (E.32)

und die Gl. (E.31) in Gl. (E.17) ein, so ergibt sich:
∫ π

0

dE

(k + l cosE)n+1
=

π

(k2 − l2)
n+1

2

Pn

(
k√

k2 − l2

)
. (E.33)

.

E.3. Auswertung der aufgetauchten, elliptischen Integrale in
den Gravitationswellen der qT

Wir wollen nun einige Anwendungen der letzten allgemeinen elliptischen Integrale
machen, um die elliptischen Integrale aus dem vierten Kapitel zu bestimmen:6

I1 :=

∫ π

0

sin2EdE

(1 − ǫ cosE)5
,

I2 :=

∫ π

0

dE

(1 − ǫ cosE)5
.

Es gilt nämlich:

d(1 − ǫ cosE)−n

dE
=

−nǫ sinE
(1 − ǫ cosE)(n+1)

=⇒ (1 − ǫ cosE)−(n+1) =
−1

nǫ sinE

d(1 − ǫ cosE)−n

dE
. (E.34)

Ist n = 4, so bekommen wir:

(1 − ǫ cosE)−5 =
−1

4ǫ sinE

d(1 − ǫ cosE)−4

dE
.

Multiplizieren wir die letzte Gleichung mit sin2E und integrieren wir weiter von 0
bis π, so folgt:

∫ π

0

sin2EdE

(1 − ǫ cosE)5
= − 1

4ǫ

∫ π

0
sinE

d(1 − ǫ cosE)−4

dE
dE

=
1

4ǫ

∫ π

0

cosE

(1 − ǫ cosE)4
dE, (E.35)

wobei im letzten Schritt in Folge der partiellen Integration der erste Ausdruck ver-
schwindet. Weiter erhalten wir aus der Gl. (E.33) die Integrale:

6Vergleiche dort die Gln. (3.120) und(3.121).
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i) k = 1, l = −ǫ, n = 2:

∫ π

0

dE

(1 − ǫ cosE)3
=

π

(1 − ǫ2)
3
2

P2

(
1√

1 − ǫ2

)
, (E.36)

ii) k = 1, l = −ǫ, n = 3:

∫ π

0

dE

(1 − ǫ cosE)4
=

π

(1 − ǫ2)2
P3

(
1√

1 − ǫ2

)
. (E.37)

Addieren wir nun die letzten beiden Gleichungen zusammen:

∫ π

0

2 − ǫ cosE

(1 − ǫ cosE)4
dE =

π

(1 − ǫ2)
3
2

P2

(
1√

1 − ǫ2

)
+

π

(1 − ǫ2)2
P3

(
1√

1 − ǫ2

)
,

und verwenden wir wieder Gl. (E.37), so bekommen wir:

∫ π

0

cosE

(1 − ǫ cosE)4
dE =

π

ǫ

[
1

(1 − ǫ2)2
P3

(
1√

1 − ǫ2

)
− 1

(1 − ǫ2)
3
2

P2

(
1√

1 − ǫ2

)]
.

(E.38)

Durch Vergleich der Gleichung (E.38) mit (E.35), folgt:

I1 =

∫ π

0

sin2EdE

(1 − ǫ cosE)5
=

π

4ǫ2

[
1

(1 − ǫ2)
4
2

P3

(
1√

1 − ǫ2

)
− 1

(1 − ǫ2)
3
2

P2

(
1√

1 − ǫ2

)]
.

(E.39)

Damit wir die rechte Seite der letzten Gleichung am bequemsten mit Hilfe der Rod-
rigues Formel (E.31) auswerten können, verwenden wir die Abkürzungen:

u ≡
√

1 − ǫ2,∧v ≡ 1

u
,

somit ergibt sich:

I1 =
π

4(1 − u2)

[
v4P3(v) − v3P2(v)

]
,

mit:

P2(v) =
1

2
(3v2 − 1),

P3(v) =
1

2
(5v3 − 3v),
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folglich ist:

I1 =

∫ π

0

sin2EdE

(1 − ǫ cosE)5
=

π(4 + ǫ2)

8(1 − ǫ2)7/2
. (E.40)

Das zweite Integral I2 ergibt sich direkt aus der Gl. (E.33), denn ist: k = 1, l =
−ǫ, n = 4, so erhalten wir:

I2 =

∫ π

0

dE

(1 − ǫ cosE)5
=

π

(1 − ǫ2)
5
2

P4

(
1√

1 − ǫ2

)
.

Dieses Integral können wir wieder durch die oberen Abkürzungen ausdrücken:

=⇒ I2 = πv5P4(v),

und mit:

P4(v) =
1

8
(35v4 − 30v2 + 3),

bekommen wir:

I2 =

∫ π

0

dE

(1 − ǫ cosE)5
=
π(3ǫ4 + 24ǫ2 + 8)

8(1 − ǫ2)9/2
. (E.41)
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