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1. Einfiihrung und Motivation

Gegenstand dieser Arbeit ist die Anwendung einer modifizierten Theorie der Gravi-
tation (q-Theorie) auf einen konkreten Fall in der Astronomie.

Ein relevantes Beispiel sind die von binédren Himmelskorpern abgestrahlten Gravita-
tionswellen. Die Wahl des Himmelskorpers spielt vom experimentellen Standpunkt
aus betrachtet eine wichtige Rolle. Daher sollten wir folgendes beachten: Ein theoreti-
scher Wert macht nur dann Sinn, wenn er experimentell iiberpriift werden kann. Wir
wissen aus der allgemeinen Relativititstheorie (ART), dass wir im Fall der Gravitati-
onswellen massive Objekte betrachten miissen, da die Strahlungsleistung von kleinen
Massen (wie z.B. die Erde) sehr schwach ist, und damit experimentell nicht nach-
gewiesen werden kann. Folglich werden wir in der g-Theorie als Himmelskorper erst
zwel allgemeine, rotierende Pulsare betrachten. Speziell werden wir am Ende die Pul-
sare PSR1913-16 auswerten, da die Abnahme ihrer Periode am genauesten gemessen
wurde. Neben der bekannten tensoriellen Quadrupolstrahlung aus der ART (bis auf
einen Vorfaktor), taucht in der g-Theorie zusétzlich die skalare Energieabstrahlung
auf. Die beiden Energieabstrahlungen enthalten in dieser Theorie den sogenannten
Gravitations-Kopplungsparameter, der an die Stelle der Newtonschen Gravitations-
konstante tritt. Sein Wert kann iiber den Newtonschen Grenzfall bestimmt werden.
Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2 werden wir einen kurzen Abriss der g-Theorie geben, wobei zwei Feld-
gleichungen aus einem verallgemeinerten Wirkungsintegral abgeleitet werden.

Die zentrale Aufgabe liegt in Kapitel 3. Hier werden wir sowohl die tensoriellen Feld-
gleichungen als auch die skalare Feldgleichung linearisieren und durch Einfithrung be-
stimmter Eichtransformationen die (tensoriellen) Feldgleichnungen auf eine einfache
Form bringen. Diese Aufgabe kann aus piddagogischer Sicht durch mehrere Methoden
ausgefithrt werden. Danach werden wir die gesamte Energieabstrahlung von bindren
Pulsaren berechnen. Anschliessend wenden wir sie auf die Pulsare PSR1913-16 an.
In Kapitel 4 und 5 geht es hauptsidchlich um die allgemeinen Resultate der Gra-
vitationswellen in der ART und in der Brans-Dicke-Theorie (BDT), wobei wir am
Ende die Resultate der drei Theorien diskutieren wollen. Die Anhénge dienen fiir die
Beweise einiger Zusammenhénge, die in fritheren Kapiteln benutzt wurden. Insbe-
sondere sind hier die Anhdnge D und E von grofier Bedeutung. So werden z.B. im
Anhang E die Laplaceschen Integrale abgeleitet, um die bei den Gravitationswellen
der g-Theorie aufgetauchten elliptischen Integrale auswerten zu kénnen.



The scientist finds his reward in
what Henri Poincaré calls the
joy of comprehension.

A.Einstein

2. g-Theorie

2.1. Einfithrung

Die ersten Schritte bei dem Versuch eine Theorie der Quantengravitation! aufzustel-
len, konnen darin bestehen, dass man erstens die mikroskopischen Bestandteile des
Raumes identifiziert, und zweitens die Dynamik dieser Bestandteile zu beschreiben
versucht. Eines dieser Bestandteile ist das Quantenvakuum. Die wichtigste Eigen-
schaft eines Quantenvakuums ist die Lorentzinvarianz. Astronomische Beobachtun-
gen weisen auf die Existenz einer kosmologischen Konstante hin, der einer Vakuum-
energiedichte entspricht, welche in der Gréfenordnung von 1073eV liegt. Anderseits
liefern die vorhandenen Theorien Vorhersagen, die signifikant von den astronomi-
schen Beobachtungen abweichen. Nimmt man z.B. an, dass das Vakuum nur aus
elementaren Teilchen und Feldern des elektroschwachen Standardmodells besteht, so
ist die charakteristische Vakuumenergiedichte in der Grofenordnung von (10 eV)?.
Die g-Theorie geht von einem thermodynamischen Argument fiir das Verhalten der
effektiven Vakuumenergiedichte aus. Sie behauptet folgendes: Wenn die Gravitation
nur eine schwach-energetische, effektive Wechselwirkung ist, so kann es sein, dass
Gravitonen als Quasiteilchen nicht alle Freiheitsgrade besitzen (die Gravitonen wi-
ren wie kleine Amplituden einer Wellen auf der Oberfléche eines Ozeans), und dass
der gravitative Effekt durch die gesamte Vakuumenergiedichte bestimmt wire. Da-
durch dass die Vakuumenergiedichte fast Null ist, kann sie die Figenschaft eines sich
selbst erhaltenden Mediums besitzen, das heisst, eines Mediums mit einem definier-
ten makroskopischen Volumen, selbst bei Abwesenheit der Umgebung. Ein sich selbst
erhaltendes Medium ist charakterisiert durch eine erhaltene, extensive Grofle.

Die Vakuumvariable wurde in dieser Theorie als ein symmetrischer Tensor ¢"(x)
gewdhlt, der dem Erhaltungsgesetz

V" () = 0 (2.1)

geniigt, wobei V, die kovariante Ableitung definiert. In einem homogenen Vakuum
hat man:

" = qg"”. (2.2)

'Wir werden hier einen kurzen Abriss der g-Theorie geben. Zur weiteren Vertiefung empfehlen sich
die Artikel: [I, .



2.2. ABLEITUNG DER VERALLGEMEINERTEN EINSTEINSCHEN FELDGLEICHUNGEN

Hierbei ist q iiber den Raum und die Zeit konstant. Dieser neue Freiheitsgrad q istfiir
das Gleichgewicht des Quantenvakuums verantwortlich. Der Gleichgewichtswert von
q fithrt zu einem neuen Gleichgewichtzustand, wenn Storungen im Vakuum stattfin-
den. Das Quantenvakuum kann nun als ein Reservoir von gespeicherter Plankscher
Energie im g-Feld betrachtet werden.

Wir fithren nun eine geeignete Wahl von ¢ ein. Ein typischer Vorschlag fiir einen
moglichen, dynamischen Anfang der Vakuumvariable q geht von einem antisymme-
trischen Potentialtensor A,,, aus, mit dem Feldstérketensor:

Fow = V[HAA;W]- (2.3)

In dieser Theorie wird postuliert, dass es einen Gravitations-Kopplungsparameter
G := G(F) an Stelle der Newtonschen Gravitationskonstante Gy gibt, der vom
Zustand des Vakuums abhéngt, und damit von der Vakuumvariablen F. Damit lautet
das Wirkungsintegral in der Theorie

St gul =~ [ oV (g +<(P)) + [ AoV W), (2a)

1
F? = _ﬂFnAuuFﬁ)\uya (2'5)
F/@)\uu = Fe/@)\uu V | |a FH)\HV = FGHAHV/ \% |g|’ (26)

wobei €(F') eine skalare Funktion ist, 1) steht fiir ein niedriges Materiefeld mit einer
skalaren Lagrangedichte £M (1) und ey, bezeichnet das Levi-Civita Symbol.

2.2. Ableitung der verallgemeinerten Einsteinschen

Feldgleichungen

Wenden wir das Variationprizip auf das obere Wirkungsintegral an, wobei wir beziig-
lich der Metrik g,,, variieren, so ist:?

/

=651 =052

+/d4x@5a—1(m+/d4x5< |g|e(F)> +/d4x5(\/EL) =0. (2.7)

167
=655 =654 =055

?Die Anwendung des Variationprinzipes in der ART und in der Elektrodynamik ist beispielsweise
gut beschrieben in [3].



2. Q-THEORIE

Aus der ART sind uns zwei dieser Teilintegrale bekannt: 3
G~ G YF VR
051 = /d4 — ( )R,ul/(s(glw V |g|) = /d4x ( ) _R;w + In V |g|5g;w’
167 167 2
(2.8)

1
655 == /d4x5(«/\g][,) = §/d4m 19| T} 09" . (2.9)

Wir gehen nun zu dem zweiten Teilintegral in (IZZ]):

G
68y = / d*r——2g""\/|g|l6 Ry (2.10)

In der ART kann man zeigen, dass dieses Teilintegral verschwinden wird.* Dies kann
am einfachsten mit Hilfe der Palatini-Identitit gezeigt werden. In unserem Fall wird
dieses Teilintegral nicht verschwinden, da die Newtonsche Konstante zu einer Variable
wird, die von F abhéngt, und damit von Raum und Zeit. Wir fangen erst mit der
Definition des Ricci-Tensors an, der gegeben ist durch:

4 1
Ryy =T, = T + T3 15, —TL T, (2.11)
S—— =

. ) 2l 0%
F’YVF;MS F.Ygr,u,u

= 6Ryy = 017, , — 01, + 01, 17 + 19,6175 — 6T T4, — 195017, (2.12)

Ausserdem gilt fiir das Christoffel-Symbol:

&
g’ 0grs 89#5 agnu
D = 2 <8azl‘ + ok Oxd )’ K=V, (2.13)

=TI

K€ T

9 (0gks  Ous  Oguu\ . 09" (0gus  OGus  Oguu
=2 - - 2.14
2 0 <8m“ 9o 0w ) T T2 oor T er T 0 ) (2.14)

wobei e = vV v. Da
0.9 = g% 9™ Degys,
kann Gl. (ZI4) geschrieben werden als:

9
g’ 095 89#5 agnu Py
L = 2 ¢ <3x“ + or®  Oxd +0e9v09" Ty (2.15)

$Wir wollen uns hier auf die neuen Teilintegrale konzentieren. Im [ sind z.B, diese zwei Integrale
ausfiihrlich behandelt.

4Natiirlich tritt dort die Newtonsche Gravitationkonstante G an der Stelle des Gravitations-
Kopplungsparameters G(F) auf.



2.2. ABLEITUNG DER VERALLGEMEINERTEN EINSTEINSCHEN FELDGLEICHUNGEN

Wenn wir uns den Ausdruck in [(ZI2) anschauen, sehen wir, dass wir es mit einer lang-
wierigen Rechnung zu tun bekommen. Wir vermeiden diese Situation, indem wir das
Riemannsche Koordinatensystem verwenden.? Im Nullpunkt des Riemannschen Ko-
ordinatensystemes verschwinden die Christoffel-Symbole, und man erhélt aus (ZI2)

und (ZTI4):

g"° 99y Ogus g g"° 995 Ogus  Ogy
OBy = =500, (axvu * axufv B &;? 2% (gt a;v B a; - (216)

o7
= 5R,uz/ = 97 (aua,uég'yé + 81/8769u6 - az/aé(sgﬂ/,u - 8'yaufsgu6 + 67665911/1) . (2'17)

Nach elementarer Rechnung folgt dann:
9" SRy = g7 (0"0,6g,5 — 0M50g+y) - (2.18)

Um zur gekriitmmten Raum-Zeit zu wechseln, miissen wir die partiellen Ableitungen
durch die kovariante ersetzen:

9" OR, = §7°VFV 0G5 — VIV 84, (2.19)
Nach Einsetzen der GL.([ZI9) in Gl. ZI0) und zweifacher partiellen Integration er-
halten wir®
1 _ _
552 = 15 [ d' (VIglg"69,5VuV" G E) = VIglogo, VIVHGTHE))

oder wenn wir die Indizes umbennen:

1 /
552 _ E d41' (gMVDG—l(F) _ vaVG—l(F)) ’g‘éguy (220)

Es bleiben noch das dritte und das vierte Teilintegral. Es gilt:

_ 4 VIR . _/ 4 VIglRAG™I(F)
653_/d:c716w 6GTHF) = [ eI = T,

(2.21)

58, = /d4x6 ( |g|e(F)) - /d% <e(F)5\/E+ \/Edilg) 6F> L (222

*Vergleiche z.B. die Literatur [5].
5Die anderen Ausdriicke verschwinden, weil die Metrik im Unendlichen verschwindet.




2. Q-THEORIE

Mit Hilfe der Gln. (2.5), (2.6) und die bekannte Beziehung aus der ART

oV 19l = 5V 919" 09w, (2.23)
konnen wir 6 F' schreiben als
5= O F (2.24)
“oF 29 %9m '

und durch Einsetzen der Gl. (Z24)) in ZZI) und ZZ2) ergibt sich

553__— d*z \/_RdG B p Fg" gy, (2.25)
_ 4 G(F) o EdE(F) Nz
51~ [ oIl |“F - 52| o0 (2.26)

wobei wir im letzten Integral die Beziehung (Z23]) benutzt haben.

Setzten wir nun Gln. Z26), 25), 20), (2.8) und (2.9) in 1) ein, so ergibt

sich:

= [ 00 () i [ T

167
1
+§/d4:ﬂ\/|g|Twég“” =

Damit erhalten wir die verallgemeinerten Einsteinschen Feldgleichungen:

1 B B . dG—YF Y
15 (906 (F) = V,9.67 () VIbg - 5o VIR ) Fgtg |

G~L(F) guwR 1 dG7Y(F) 1 . 1
=) ——F———"ZRg,, + — LGHF) - g,0G " YF
= <RM 5 >+ T6m T T+ g (V. VoG H(F) — g 0GH(F))

- [G(F) - Fd;(g)} G + Ty = 0.

(2.27)

2.3. Exkurs: Kovariante Form der inhomogenen
Maxwellschen Feldgleichungen

Damit wir die verallgemeinerten Maxwellschen Feldgleichungen in dem néichsten Ab-
schnitt auf eine bequeme Weise ableiten kénnen, und weil die Analogie aus Bekanntem



2.3. EXKURS: KOVARIANTE FORM DER INHOMOGENEN MAXWELLSCHEN
FELDGLEICHUNGEN

oft auch das Neue erhellt, méchten wir hier einige wichtige Punkte aus der Elektrody-
namik in Erinnerung rufen. In der Elektrodynamik ist das gesamte Wirkungsintegral
von Ladungen und Feld durch

1
S = —E/mds—/Aﬂj“d4x— F/FMVFWC#:U (2.28)
s

gegeben. Beschrinken wir uns auf den quellenfreien Fall (j=0), so erhalten wir mit
Hilfe des Variationprinzipes, wenn wir beziiglich A, variieren:

1 1

08 =——— [ §(FuF*")d's = —— | | 6FWF"™ + F6F™ | d*
5= "1or ) OFw ) dw = =g RN
—FuvsF,,
1
-5 FM§F,,d's = 0. (2.29)
T
In der Elektrodynamik gilt fiir den Feldstérke-Tensor:
04, 04,
ur = —axﬂ — v’ (230)
004, 06A
= 6F,ul/ - W - ax”ﬂ . (231)
Setzen wir Gl. (Z31]) in Z29) ein, so bekommen wir:
1 00A, 06A
08 = —— PW<aﬂb—émj>fx:Q (2.32)
Da
Fu | Fu
F@_~éi+ ;, (2.33)
fithrt der Vergleich mit (Z30) auf:
04, 0A
R ::—-8x5. (2.34)

Somit kann (Z32) geschrieben werden als:

1 _Fm,<66Ay%_86Ay>(#x:: L[ w954,

05 = 87 oxH oxH 4r oxH

dz=0.  (2.35)

Integrieren wir nun partiell, so verschwindet der erste Teil,” und wir erhalten:
OFH
=0
OxH

"Weil das Feld im Unendlichen verschwindet.

(2.36)




2. Q-THEORIE

2.4. Ableitung der verallgemeinerten Maxwellschen
Feldgleichnungen

Wir wenden das Variationprinzip auf das Wirkungsintegral (24 an, indem wir nun
beziiglich A variieren. Damit gilt:

R dG~Y(F) de(F)
_ [ p L F 2.
58 /d /19| (W T >5 (2.37)
Ahnlich wie in ([Z24) ist:
SF? 1
F:_:__Fn)\w/ F ) 2.
= oF T ur OF o (2.38)
Somit bedeutet das fir Gl. ([Z37):
R dG™Y(F) de(F)\ FrM§E,
. 4 A KAV
5S—+/d:v |g|<1677 T > S1F 0. (2.39)

Werfen wir einen Blick auf Gl. (Z29), die unter Verwendung des Feldstéirkeketensors

auf Gl. ([Z30) gebracht wurde, so kénnen wir Gl. (Z39) mittels Definition (2.3) auch
auf die Form

1
5S = +— [ d'z/|g] ( Vo6Ay, =0  (240)

R dG'(F) de(F)) Frtuww
12

16r  dF * dF F

bringen. Integrieren wir schliellich partiell, so erhalten wir:

v, {\/@qu (i dG—Y(F) N de(F))] 0 (2.41)

F 16r  dF dF

Setzen wir in der letzten Gleichung die zweite Beziehung aus (2.6) ein, und integrieren
wir weiter iiber Raum und Zeit, so bekommen wir

R dGY(F) de(F)
= 2.42
6 aF  aF M (2.42)
wobei 1 eine Integrationkonstante ist. In einem thermodynamischen Gleichgewichts-

zustand spielt die Konstante die Rolle eines chemischen Potentials. Wir erhalten aus
der letzten Gleichung:

R dG~\(F) de(F)
167 dF :<”_ dF > (243)

Setzen wir die letzte Gleichung in ([ZZ7) ein, so ergibt sich:

G~H(F) guw R 1 -1 -1
o (R = 25 4 - (V9,67 F) - ,067(F)

— (e(F) = pF) gy + Ty = 0. (2.44)



2.5. MODELLE FUR G~'(F) UND ¢(F)

2.5. Modelle fiir G™'(F) und ¢(F)

Wir wollen in diesem Abschnitt zwei einfache Modelle fiir G~!(F) und e(F) prisen-

tieren,® wobei wir uns hier in erster Linie fiir die Analyse und die darausfolgenden
Schlussfolgerungen interessieren. Die Modelle lauten:
GU(F) = s|F|, |F| < |Fy| (2.45)
1 Fz pt
eF)=—|—-—=+—3). 2.46
) 2X< Fg 3F04> (2.46)

Hier ist: s ein dimensionsloser, freier Parameter, y > 0 ein konstanter Parameter (Va-
kuumkompressibilitéit), und Fy der Wert von F', wenn sich das Vakuum im Gleich-
gewicht befindet. Der Gleichgewichtswert des chemischen Potentials p in einem per-
fekten Vakuum ist gegeben durch:
1

3xFo
Ausserdem sind die mikroskopischen Parameter F{y und x vermutlich iiber die Plank-
sche Energie bestimmt:

o = (2.47)

|F0| ~ El%lanck? (248)

1 1
X ~ ~ . (2.49)

E(FO) E4Pl0mck
Setzen wir die beiden letzten Gln. in ([Z41) ein, so ist

E;l?lanck
ji = — —Dlanck_ (2.50)

3E%lanck
= |pol ~ | Fol, (2.51)

wobei im letzten Schritt wieder ([Z48) angewendet wurde. Falls |ug| ~ [Fp| und wir
nur Terme bis zur ersten Ordnung beriicksichtigen, erhalten wir unter Verwendung

der Gln. (ZZH), [ZZ6) und EZD) folgende Relation
8T 87T |3
G1(F) (e(F) = uF) = — [iF - uo} (v + ), (2.52)

deren Bedeutung erst im néchsten Kapitel ersichtlich wird. Da |ug| ~ |Fy| > |F| und
(Mpw + hyw) = N, |h| < 1, so ergibt sich als gute Niherung:

i €)= 1) ~ =L (259)

S8Fiir weitere, detaillierte Informationen iiber die Natur dieser Wahl, siehe [2].



I consider that I understand an
equation when I can predict the
properties of its solutions, without
actually solving it.

P. A. M. Dirac

3. Gravitationswellen in der g-Theorie

Wir wollen in diesem Kapitel die Energieabstrahlung von bindren Pulsaren in der g-
Theorie (qT) berechnen. Wie wir aus Kapitel 2 gesehen haben, enthélt die T neben
den tensoriellen noch die skalaren Feldgleichungen. Wir wollen uns hier erst mit dem
tensoriellen Anteil beschéaftigen.

3.1. Die tensoriellen Feldgleichungen

3.1.1. Die gekoppelten linearisierten Feldgleichungen (1. Methode)

Wir schreiben erst die verallgemeinerten Einsteinschen Feldgleichungen aus Kap. 2
auf:

G~ YF) guwR 1 a
. (RW - MQ ) + oy (VuVy —g0) G Y(F) = (e(F) — pF) Gpv + Ty = 0.
(3.1)

Als ersten Schritt mochten wir sie linearisieren, daher verwenden wir die Modelle fiir
¢(F) und G~1(F) aus dem zweiten Kapitel:

e(F) = % (—5—; - 3%;) , G~ 1(F) = sF. (3.2)
Ausserdem machen wir die Ansétze
F=¢o(1+¢(),  Gu=mw+hw, bzw.  ¢g"=p9"-—n" — (3.3)
mit
|F| < |Fyl, o = const, |6 und |hy,| < 1. (3.4)

Setzen wir Gln. (B2) und (B3) in Gl. &) ein, und nehmen wir Terme bis zur ersten
Ordnung in h und ¢, so folgt unter Beriicksichtigung von ([B4) und Z53) aus dem
zweiten Kapitel

) 8T, 8
a nNVR _ s po _ n B s
(Rw/ 2 ) SSDO (auaV 77MV ) (b g /“7;1% (35)

10



3.1. DIE TENSORIELLEN FELDGLEICHUNGEN

wobeil

LR 1 /= B -
(R;(}u) _ WT> =3 (h“,, + 10w 0*0  hop — (9(“(9’\%1/)) ; (3.6)

und

_ n Jh
h;u/ = ( h;u/ - MQ > . (37)

Gl. B3) kann auf eine geschickte Form gebracht werden, wenn wir sie erst mit Hilfe
der Gl. BH) in der nachfolgenden Form ausfiihrlich schreiben :

h wsh y
D(hW— 77“2 >+nwaaaﬁ<haﬁ—"§ >—6M8A<hw—¥>

h 167 [T,
_ ayak< g — m; ) +2(0u0y — M) 6 = — ™ <7;; N wm) . (3.8)

Da die nachstehenden Beziehungen gelten:

20,0,¢ = 8v(9>‘77)\u¢ + 8“(9>‘77)\,,¢ N =2n,,00 = —nwO¢ — nﬂy(?a(?ﬁnamS,

ergibt sich

l/h Q h v
D<h“”_nu2 >+n””aaaﬁ<h“ﬁ_n2ﬁ >_8”6A<h”_m2h>

h
- &za)\ ( hAu - 77); > + 81)6)\?7)\“@ + 8u8>\77)\u¢ - UWD¢ - nuuaaaﬁnaﬁgb

=167 (T, >
= + s, 3.9
. ( g T (3.9)

oder

vh o agh
O < huy + nuu(b - 77“2 - 2nuu¢> + 77W5 36 < ha,@ + naﬁ(b - nTﬁ - 27704,6’¢>

h wh
- aua)\< h)\u + 77>\u¢ - 77>\_u - 2"7)\u¢> - a,uaA< hy, + "7)\V¢ - v - 277>\u¢>

2 2
=167 (1,
= . 1
S < 20 + l“?;w) (3 0)
Mit den Definitionen
_ n V@ ~
O = O — “2 , Opv = Py + M@, Ty = Ty + Qopnu (3.11)

!Siehe Anhang A.

11



3. GRAVITATIONSWELLEN IN DER Q-THEORIE

und
e e ! (3.12)
K = o7 = — .
qT qT> qT 008 )
schreibt sich Gl. (B10) kompakter
00, + 0w 0°0°80p — 0,0 0x0) = — 21T, (3.13)

wobei wir hier G4 als Newtonsche Konstante bezeichnen mochten.?

3.1.2. Eichtransformation und Eichbedingungen (1. Methode)

Wir wollen zunéichst die zuletzt erhaltenen Feldgleichungen vereinfachen. Daher fiih-
ren wir eine Eichtransformation ein, die dann die Eichbedingungen ergibt, wobei man
mit diesen die entkopppelten, linearisierten Feldgleichungen erhélt. Daher gehen wir
von folgender Vermutung aus:

Lemma 1 Die Fichtransformation

yofy = gow - 50,7 - 57,0 + 77075,0& (3'14)

dndert die Form der Gin (Z13) nicht.

Beweis 1 Vorbemerkung: Bequemerweise werden wir die Indizes in GI. (Z13) um-

bennen, ausserdem gehen wir von dem neuem Koordinatensystem aus:’
Dyaﬁ + naﬁauayyuu - 8“aﬁya,u — a“aaygu = —QKqTTvaﬁ. (3.15)
Ist
oc=a,uVpE ANy=06rvVpy,

so ergibt sich fir (3-14):

0as = 0ap — éap = $p.0 + M0sEs, (3.16a)

@MV = Euy - gu,y - §y7u + TIMVS:?W (316b)

080 = 08 — &8, — Eup + M8kl (3.16¢)

2In der Brans-Dicke Theorie wird er mit Gravitations-Kopplungsparameter bezeichnet. Wir haben
einen anderen Namen gewiihlt, da die Bezeichnung Cravitations-Kopplungsparameter fiir G~ (F)
in der g-T reserviert war.

SWir fithren hier das Symbol 67,4 fiir die Stérung in dem neuen Koordinatensystem ein, wihrend

0. p fiir die Storung in dem alten Koordinatensystem steht.

12



3.1. DIE TENSORIELLEN FELDGLEICHUNGEN

Setzen wir Gin. (Z164d), (3160), (Z16d) in Gl. [3-1]) ein, so folgt:

HQIBJJHH - é‘a“@“uq‘u - 5167&7,“'7“ + naﬁgf:/,/i,u + /rICVB 9“”7“7” - é‘uvyv’uvy - V?M?“?” + nuyé.f/;ivuvy
1 2 3 3
O, — San8,” — a8, +77au§,yu,ﬁ7“ — | 98p.0.” — Eopa,” — Eupa” +776u§,yu,a,u
1 4 2 4

= Eaﬁ,u,u + Waﬁguv,u,y - Eauﬁ,u - 56%&“

+ 2§u,,6’,a,u - g,l;/’a”g + naﬁg,’j@,y,y - naﬁgu,u,u,y _S,Vy,,@,a = _2K’QTTCM,87
=0

und damit erhalten wir:#
Eaﬁw,“ + naﬁguv,“,y - Eau,ﬁ,ﬂ - 5&%@4“ = _2"5qTfaﬁ- U (3.17)

Durch die Anwendung der Gl. (BI4) auf Gl. (BIH) 148t sich zeigen, dass die zweiten,
dritten und vierten Ausdriicke auf der linke Seite der Gl. (BIH) zum Verschwinden
gebracht werden kénnen. Hieraus ergeben sich die Eichbedingungen.

Wir zeigen diese Tatsache fiir den zweiten Ausdruck:

@WMM = EW,“ - gu,v,“ - 51/,/1,# + 77#!/5[{,%,“ = guv,ﬂ - 51/,#,“-

:gﬂ,m,u

Waéihlen wir nun

so bekommen wir:
0wt =0. (3.18)

Gl. BIY) ist die erster gesuchten Eichbedingungen. Auf die gleiche Art und Weise
kénnen wir den dritten und vierten Ausdruck in Gl. (BIH) zum Verschwinden bringen,
und wir erhalten dann insgesamt die folgenden Eichbedingungen:

>

st =0, §=v,aVp. (3.19)
Folglich vereinfacht sich Gl. (B13) zu:

(005 = —2kgrTags- (3.20)

“Die mit 1, 2 bzw. 3 markierten Terme heben sich wegen der Vertauschbarkeit der Ableitungen
gegenseitig auf.

13



3. GRAVITATIONSWELLEN IN DER Q-THEORIE

3.1.3. Linearisierte Feldgleichungen (2. Methode)

Wir wollen nun auf eine dritte Art Gl. [EZ0) erreichen.® Der Weg wird verstind-
lich, wenn wir die Hauptidee skizzieren: Bis jetzt war es so, dass wir aus den nicht
linearen Feldgln. durch Linearisierung und Einfithrung bestimmter Eichtransforma-
tionen Gln. (B2Z0) bekommen. Es gibt die Moglichkeit, dass man vor der Ableitung
der Feldgln. das verallgemeinerte Wirkungsintegral® mit Hilfe der Ansitze in (B23)
linearisiert. Anschliessend wenden wir das Prinzip der kleinsten Wirkung an und im
letzten Schritt fithren wir eine Eichung durch. Damit wir auf eine klare und genaue
Weise unser Ziel erreichen, mochten wir in den néchsten drei Abschnitten die Technik
erst auf die ART anwenden.

Exkurs: Das linearisierte Einstein-Hilbert Wirkungsintegral

Wir mochten die linearisierten Einsteinschen Gln. auf eine etwas uniibliche Weise
ableiten, daher fangen wir erst mit dem Einstein-Hilbert Wirkungsintegral an:

1 rG
5 - [daVidr s [ delicw o). ron=""" (321)

2CcKGR

Der Ricci-Skalar und das Christoffel-Symbol sind definiert iiber:

R=g" (rgm — 0, + 0,15, — rgargy) , (3.22)
I = 9" (90,5 + Gun.g — 9orn) - (3.23)

Wir betrachten zunéchst den ersten Term im Einstein-Hilbert Wirkungsintegral. Ver-
wenden wir fiir ihn den zweiten Ansatz in Gl. (B3]) unter der Berticksichtigung, dass
wir im Endeffekt lineare Terme haben mochten, so ergibt sich:

ay 0’
RY = (humvhpﬁ,a + humvhaﬁ,p - h;w,vhpaﬁ + hw,uhpﬁ,a + hw,uhaﬁ,p

- hw,uhpa,ﬁ - huvaffhpﬁ,a - huv,ahaﬁ,p + h;w,ahpa,ﬁ - humahpﬁ,v - humahVB,p
+ h;w,ah/w,ﬁ - how',uhpﬁ,v - hw,uhuﬁ,p + hw,uh/w,ﬁ + h;wé,ahpﬁ,v + h;wé,ahVB,p
_hua,ahpv,ﬁ) :

5Diese Methode hat einen grofien Vorteil, wie wir spéter sehen werden.
fSiche G1.(2.3) in Kapitel 2.
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3.1. DIE TENSORIELLEN FELDGLEICHUNGEN

Aus der letzten Gleichung folgt dann

m_1 p R o PRy @ PR a Bp a wp a _ppp a
RY = 1 R T P T hpaal"‘h uhp @"‘h uha 0 h whpoz,l
4 1 4 3 1 3
_p Py Qg ppp @ wop a_pp ap_q p ppa P pa
ht Php® o =t Pha® o + Wt Phpa® =y ohp™ P =Ry P o' 5 4 hyP ol
———

2 2 8 7 5

_p P pap_p p ppo P op Ba Py, ap ppua Py, Mo
ha 7/J'hp ) ha Hu'h P + ha 7/J'hp ’ + h/»‘av hP ) +h;ufa7 h P h;uav hp ) )
hd 4 hd 4 #

/ /

N~ N~

5 7 8 6 6
(3.24)

wobei Terme, die mit der gleichen Nummer markiert sind, miteinander ausgewertet
werden. Dabei sprechen wir jeweils zunéchst eine Vermutung aus, die anschlieflend
bewiesen wird. Die Reihenfolge der Vermutungen entspricht dann der Nummer in der
letzten Gleichung.

Lemma 2
1 pup @ L up a L Py o
Zh;u' ) ha P + Zh 7/J’ha 5P = §h/»‘ ; ha P (325)

Beweis 2 Der zweite Ausdruck auf der linken Seite der Gl. (ZZ83) kann geschrieben
als:

1 1
_ 7
anh'ypwhaa,p = Zh'yp,vhaa,p .

Da bei v diber alle Werte (von 0 bis 3) summiert wird, lisst sich das Symbol vy durch p
ersetzen. Damit ergibt sich durch Einsetzen in die linken Seite der Gl.(ZZ) die rechte
Seite.

Lemma 3
1
1 (huﬂphpa"l — hlﬂfhpa’a) =0. (3.26)

Beweis 3 Die linke Seite der Gl.(Z20) lisst sich schreiben als:
1 (63 o v [e% v
1 (R Phpa,® = Bt Prah,®Y) = — (Rt Phpa,™ — Ry Phpy V)

= —(hy" Phpa,” — byt Phpa)

wobei in den letzten zwei Schritten die gleiche Begrindung wie in Beweis & gilt.[]

7da nuv — 777“4
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3. GRAVITATIONSWELLEN IN DER Q-THEORIE

Lemma 4

1 e} «
7 (R g o = B0 uhy® ) = 0. (3.27)

Beweis 4 Hier ist der Beweis véllig analog zum Beweis der Vermutung 5.0J

Lemma 5 1
1 (h,/’ﬁhpa’a — h,/’,“hpa,a) =0. (3.28)

Beweis 5 Ldfit sich ebenfalls analog zu Vermutung 4 beweisen.. [

Lemma 6

1 [} «
7 (hu® ol ® = ha® uhy* M) = 0. (3.29)

Beweis 6 Vertauscht man o« mit p in dem zweiten Faktor der rechten Seite der
GIl.[ZZ3), so ergibt sich die Aussage. O

Lemma 7 .
1 (hua,phpo‘,“ — hua,php“f‘) =0. (3.30)

Beweis 7 Der Beweis ist analog zum Beweis von Vermutung 6.

Lemma 8

1 1

)

Beweis 8 Indem wir p durch « in der rechten Seite der GI.(Z231) vertauschen (unter
Beriicksichtigung, dass hya = hay), erhalten wir:

1 1
1 1
= _577mha%uhwm = —§hm7“h“0‘77. U
Lemma 9 1
4 (_hup,ahpa7u + hapvuhpu,a) =0. (3-32)

Beweis 9 Dieselbe Begriindung gilt hier wie beim Beweis von Vermutung 6.

Damit wir Gl. (B2Z4)) vollstdndig ausrechnen kénnen, miissen wir noch eine Vermu-
tung bestétigen:
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3.1. DIE TENSORIELLEN FELDGLEICHUNGEN

Lemma 10

1 1

1
_Z (hlu‘pvahuavp + hapuufhuavp) = _§ha7ﬂu‘hua T = _§hap7phuayﬂ' (333)

)

Beweis 10 Vorbemerkung: Diese Vermutung entspricht teilweise der Vermutung 9,
daher bleibt zu zeigen, dass:5

1

1
- §homuhﬂa,7 == §hap,ph“a,u-

Setzen wir alle bewiesenen Vermutungen in die Gl. (B24) ein, so bekommen wir:

1 1 1 1
RW = 50" Dy Oph — S0 ha Oy — 20PhDh + 207 e Dpht*. (3.34)

Mit Hilfe der letzten Gleichung und /|g| = 1 ergibt sich fiir den ersten Teil des
linearisierten Finstein-Hilbert Wirkungsintegrals:

1 1 1 1 1
Si=— / d'z (Zaphwaphw — 70"hdph + 50" hy Oph — 53/}%,,3@!“) :

2ckaRr
(3.35)

Nun verbleibt noch den zweiten Teil des Einstein-Hilbert Wirkungsintegrals zu linea-
risieren, welches auch in folgender Form geschrieben werden kann:”

Sy = c/mds, ds =/ gudxrdz”. (3.36)

Bemerkung: Zur Ubersichtlichkeit werden wir das Intervall in der SRT mit ds’ be-
zeichnen.

Der schon angewendete Ansatz
gMV = n},LV + h;j/Va ‘huy’ << 17 (337)

liefert dann

hywdxtdz”

By 010"
ds = /g daidz” = ds’\/l + e~ da’ (1 + %) ;
S C

8Das 148t sich leicht zeigen.
Siehe Anhang C.
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3. GRAVITATIONSWELLEN IN DER Q-THEORIE

wobei wir hier die Beziehungen:
2
ds"? = N dat dz” bzw. ds"? = 2dr? = da'”,

benutzt haben. Im letzten Schritt haben wir eine Entwicklung bis zur ersten Ordnung
durch die Taylorreihe gemacht. Damit haben wir fiir das Integral in ([B30):

h,,vto” h,vto”
= 0 Py ~ 0/ tpw
SQ—c/mdx <1+ 5.2 >~C/mdx 5

Mit
m = /d?’xp(f), p=mdé(T—z'), ANTH = pvHvY,

folgt dann:

1
Sy=1o. / d*xTH Ny, . (3.38)
C

Infolge der Gln. B3H) und ([B38) l4sst sich das komplett linearisierte Einstein-Hilbert
Wirkungsintegral schreiben als:!°

1 1 1 1
= dir | = ZO RPN A — 20 hOPh 4 ROV ,
S / x[ o <4au 0¥ hay — J0uhdh+ SO0,

1 1

Exkurs: Kanonische Normalisierung

Wie wir wissen, ist eine Konvention, dass g, 1, und h,, einheitslos sind. Aber
man kann den zweiten Ausdruck auf der rechten Seite der Gl. (B30) so #ndern, dass
er wieder einheitlos bleibt. Der erweiterte Ansatz lautet dann:

uv = Nuv + vV QCFLG’RhMy- (340)

Da x aus der Gl. (BZI) die Einheit [Gy/c?] besitzt, so ist die Einheit von v2cx =
[GN/CB] 1/2. Daher sieht man, dass die Einheit von h,, = [cg/GN]l/2 sein muss,
damit der ganze zweite Ausdruck auf der rechten Seite der Gl. (B40) einheitslos bleibt.
Den Sinn dieser Wahl bzw. wieso man den Faktor \/2ckggr nicht aber beispielweise
V3ckgr einfiihrt, sieht man, wenn wir uns den ersten Faktor der rechten Seite von
Gl. (B39) anschauen, denn durch diese Wahl von /2ckgrhy,, an Stelle von hy,, wird
dort der ,stérende” Vorfaktor 1/2ckgr weggekiirzt. Diese Redefinition der Stérung
hyw in Abhiéngigkeit von einer konstanten Kopplung xgr bringt uns auf die Form
(B0), die man als kanonische Normalisierung bezeichnet.

OWir bennen die Indizes bei dem ersten Teil des linearisierten Einstein-Hilbert Wirkungsintegrals
um.
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3.1. DIE TENSORIELLEN FELDGLEICHUNGEN

Bevor wir unser Wirkungsintegral redefinieren, und daraus die linearisierten Ein-
steinschen Feldgleichungen ableiten, moéchten wir hier einige Definitionen einfiihren,
damit wir Missverstdndnisse vermeiden:

gt =y, + B, (3.41)
gl = + R, (3.42)

1
wobel hfﬁ,eu) die Einheit [%] ? hat, wahrend hfff,lt) einheitslos ist. Aus der letzten

Aussage oder aus den Gln. (B20), BZ1) und B22) folgt dann:
W) = \fackgrh{™. (3.43)

Driicken wir jetzt das linearisierten Einstein-Hilbert Wirkungsintegral durch kanoni-
sche Normalisierung aus, indem wir die neue Definitionen beriicksichtigen, so erhalten
wir:

S(neu) - _ /d4£l7 |:ia haﬁ auh(%eu) . %a‘uh(neu) auh(neu) + %auh(neu) auh(neu)

K (new) « pv
1 K
_ 29 pv gepnen) _ [NGR g (new)
SOl O — [ EERTIp ]
(3.44)

Exkurs: Ableitung der linearisierten Einsteinschen Gleichungen

Wenden wir das Variationprinzip auf das Wirkungsintegral (824]) an, indem wir be-
ziiglich h variieren, so haben wir:

(new) o

1 [e% neu 1 neu neu 1 neuw) Qv 1, (neu
/d4:c A N N L e AN A )

N~

1) (2)

1 v neu KGR v 57 (neu
— 50Dl O R ) =\ | = T Oh >} =0. (3.45)

Wir berechnen den ersten Ausdruck in der letzten Gleichung:
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3. GRAVITATIONSWELLEN IN DER Q-THEORIE

5(0 nes o) = i (o nly s0,nc

(neu) (new)

- OuhL 005" )

K (new)

(1)

1 (new) af
=< | onls 60,

(new)

o Do DR 50

=P hye, 50, hv

8“h("e“)66 h

)

_ 1 (8%("6“)68“ WS+

8“h("e”) 50,h"

K™ (new)?

und ahnlich ergibt sich fiir den zweiten Ausdruck:

1 neu neu 1 neu
Za(auf# Jorh! ”:58%( )60 h (e

/

2)

Somit erhalten wir:

/d x [a“h(neu)éa h?ﬁ Y

=0, 00 (i) — R 50, Y, | /d4,ﬂ”RTW6Mmu.

Integrieren wir partiell die linke Seite der letzten Gl., so folgt:!'!

a,uh(neu) 56Mh(neu) + 8,uh(neu) 50 h(r[L}eu) + auh(rlzjeu)éauh(neu)

4
CI 1 _5h08 0,0 1 ghnen) g, onp(nen) — gplnen) gr gpp (e
2 —— m y

(new) "M

=napdhlh,,) =5h), ) dpdah(ew)

_ (new) % (neu) (neu) P v o (neu)

Gt QHOUN + BRI PO+ O PN

,naﬁ5h(neu) 5h?feu)aﬁayhgzl/eu) _éht(xnﬁm )aﬁaph(neu)
/ d'e |0 T“”éh new)

- aﬁah

(neu)

HTn Folge der partiellen Integration verschwinden alle ersten Terme, da h im Unendlichen gegen
Null strebt.
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Die letzte Gleichung 148t sich schreiben als:

d4x neu 77&,8 neu neu 1 neu 1 neu
/_T O(h%s" — ) — 100, 0" B 4 20501 420500
(M) _"

+ 7o Mo hflneu) a 8uh(neu) aﬁaphg{neu h?énﬁeu / dix GR a,B5 .
(1) (2)

Wir haben im letzten Schritt aus Griinden der Ubersichtlichkeit die Terme durch
die Zahlen (1) und (2) gekennzeichnet. Terme mit der gleichen Nummer lassen sich
jeweils zusammenfassen und wir erhalten:

d'z (neuw)  MaB ; (new) LV (neu) Npv ¢ (new)
J =5 [P0 B0 4 s e — B
_aaau(h(neu) _ %h(neu)) _ aﬁau(hg{rlz/eu) _ L;Vh(neu))] 5h0lﬁ

(new)

/ . /KGR T 56h7 (o)’ (3.46)

Zusitzlich zur letzten Bemerkung haben wir hier auch noch « und ( miteinander
vertauscht (dies ist moglich, da iiber sie summiert wird) und auBlerdem gilt:

Nag = Nga N hag = hﬁa.

Vergleichen wir unter Verwendung der Definition ([B) die beiden Seiten der Gl. (B0
miteinander, so ergibt sich:

Dh(%eU) + s aﬂayﬁfﬁ,ew O 8uh(neu) aﬁayﬁglzjeu) - _9 KQG—CRTO‘B'

Im letzten Schritt beriicksichtigen wir noch Gl. (BZ3), und damit folgt:

—(alt)

v (alt
R

— 00T — 930" R = —2k R T, (3.47)
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Das linearisierte Wirkungsintegral der verallgemeinerten Einsteinschen
Feldgleichungen

Wir haben in den letzten drei Abschnitten gelernt, wie man die linearisierten Einstein-
schen Feldgleichungen direkt aus dem Wirkungsintegral ableiten kann. Wir wollen an
dieser Stelle betonen, dass es sich nicht notwendigerweise um einen lingeren Weg in
der zweiten Methode handelt, da die Standardmethode in der ART von den nichtli-
nearen Einsteinschen Feldgleichungen ausgeht. Man hat die Moglichkeit diese Metho-
de auf die qT anzuwenden, allerdings ist das zu linearisierende Wirkungsintegral von
der mathematischen Seite etwas aufwendiger als die Anwendung des Einstein-Hilbert
Wirkungsintegrals, daher mochten wir aus rein padagogische Griinden etwas formaler
vorgehen. Wir beginnen wiederum mit einer Vermutung:

Lemma 11 Das linearisierte Wirkungsintegral

neu o neuw 1 neu neu 1 neu vV n{neu
s >:/d4 [aeﬁ 005" — 10,000y oo 9o

(new)
v ney Kqr af
——a Ol "0 = 1| =5 Oy Lo } (3.48)

fiihrt zu den linearisierten Feldgln. @), wobei:

neu neu neu (alt) e 9(alt)
Hf(i)\ ) - h,‘(»g)\ + Nk A(b neu ) /({)\ ) - s ¢(neu) = qb A Hf(i)\ ) — KA

\/QIQqT’ \/QquT.

(3.49)

Beweis 11 Wenden wir das Variationprinzip auf Gl. (3:48) an, indem wir beziiglich
0(ev) yarieeren, so folgt 12

diz (new)  TMap p(new v (p(neu Nuv p(new)
/T[D(Haﬁ ——e< )) + 110,50"0" (01 >—79< )

-9 8y(0(neu) 77,31/ H(neu)) 8ﬁau(9(neu) 77;1/ H(neu))} 5604,3

(new)
Rqr 4
= g, /BT /d Topdl0 .

Vergleichen wir die beiden Seiten der letzten Gl. miteinander, so erhalten wir:

[D(eggeu) N %Tﬁa(neu)) + naﬁauau(a;(ﬁ/eu) _ %H(neu))

_aaay(agieu) _ %H(neu)) 8ﬁau(9(neu) - M@(neu))]

2
RoT =
= —2,/%%5.

2Fiir detaillierte Rechnung siehe den Abschnitt 3.1.3.
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Unter Bericksichtigung der Beziehungen ({319), bekommen wir:

(alt)

— v(alt) —(alt)
08 + 150100

O 0,085 — 05005 = —2kgrTap,

was mit dem Ergebnis (F17) tibereinstimmit. O

3.1.4. Der tensorielle Anteil der Energieabstrahlung eines
Himmelsobjektes

Wir kommen nun zur zentralen Aufgabe und wollen die Energieabstrahlung eines
oszillierenden Himmelsobjektes berechnen. Die Energiestrom pro Raumwinkel ist de-
finiert {iber:

dI = r*ntdQ, (3.50)
dE :
—I=——= r2n;t0dQ. (3.51)

Der Energie-lmpuls-Tensor des Gravitationfeldes und der TT-Tensor

Wir sehen aus der letzten Gleichung, dass wir erst den Energie-Impuls-Tensor vom
Gravitationfeld t*¥ bestimmen miissen. Die Auswertung von t*” kann auf mehrere
Arten berechnet werden. Wir werden hier einen einfachen Weg nehmen. Dieser be-
steht darin, dass wir den zweiten Vorteil der Gl. (B48) ausnutzen: Die Lagrangedichte
ist aus Gl. (B48) abzulesen und der Energie-Impus-Tensor des Gravitationsfeldes ist
gegeben durch:

v — _LL V—9L
V=9 0w 1w

Bevor wir Gl. (B22) verwenden, vereinfachen wir zunéichst die Lagrangedichte weiter.

(3.52)

Hierzu betrachten wir eine zusitzliche Eichbedingung, nimlich den TT-Tensor,'?
wobei fiir ihn die folgenden Relationen gelten:
0,0 =0, (3.53)
Okjj =0, (3.54)
0", = ki = 0. (3.55)

Jeder symmetrische Tensor, der den Gln. (B53)) bis (B23) geniigt, wird als transverse-
traceless Tensor bezeichnet. Transverse, weil er rein rdumlich ist (siche Gl. (B53)),

13T T-Tensor steht fiir Transverse-Traceless Tensor. Fiir mehr Informationen siehe z.B. [6, [1].
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und wenn wir hier an eine Welle denken, dann ist sie transversal (Gl. (B54)), wih-
rend der Tensor wegen Gl. (BRH) spurlos ist. Damit konnen wir die letzten Gln.
umschreiben:

0,0 =0
Oy =0,
g () _g, (') _ g

Mit diesen Eigenschaften lassen sich die Eichbedingungen ([BI9) wie folgt schreiben:
E(TT)M;’“ =0, o=v,aVp.

Wir kehren nun zu der Lagrangedichte in Gl. (BZF) zuriick. Der dritte und vierte
Faktor verschwindet wegen den Eichbedingungen in ([BI9), wihrend der zweite Fak-
tor in der Lagrangedichte in Folge der Gl. (BBH) verschwindet, wenn wir die erste
Definition in (BTl noch beriicksichtigen. Damit vereinfacht sich die Lagrangedichte
unter Verwendung der Gl. (EZ3) zu:'4

1 Q,
£I = ane B 05. (3.56)

Setzen wir Gl. (Bh8) in Gl. (B52) ein, so bekommen wir:

-1 0
4kqr O

i (0,0°070,5).

Der Ausdruck zwischen den Klammern der letzten Gleichung 1483t sich schreiben als:

050807005 = 11,00° 0°51,01,507 6P

Damit ist:
1
T T (67“50”8"9“‘38’79&5 + 6,160 0,007 0F 5 + M(sﬁvavaaﬁmea“)
1 v naf3 v av
=——— | 0"0%70"0,5 + 0,0"7 070" 5 + 0,007 0",
I{qT D
:84,0”5879&3
1 1
— P — _ <_au9a63u9aﬁ + (:)vguﬁ(i)“/@ﬂﬁ) . (3_57)
26q7 \ 2

MHier und in den nachfolgenden Abschnitten werden wir nicht mehr die Bezeichnung ,,alt” schreiben,
da wir sie ab jetzt immer verwenden mdochten.
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Die letzte Gleichung kann unter bestimmten Einschriankungen weiter vereinfacht wer-
den. Wir betrachten nidmlich den Fall, dass wir sehr weit von einer Gravitationsquel-
le entfernt sind. Im quellfreien Raum verschwindet dann der Energie-Impuls-Tensor,

und Gl. (BZ0) lautet einfach
0045 = 0, (3.58)

wobei \:@aﬁ von der retardierten Zeit abhéngt:

=t —|F—7|~t—r, mit|F'| <|F. (3.59)
Mit den Beziehungen
0 oL
ng=-n =41, An;=-x;, &; = —, (3.60)
r
konnen wir Gl. (E5d) auf eine andere Form bringen:'®
P
r r r
=t +nz' = 2° + nix’ = nox® + niz’ = npa. (3.61)
Da mit Hilfe der letzten Gleichung gilt
Gaﬁw = @ atl = nAé uea,(% (3.62)

so kann folglich die Gl. (B28) geschrieben werden als:
D005 = Oap ! = (Mubap) " = nun#Gag = 0. (3.63)
Somit folgt die Bedingung:
nnt = 0. (3.64)

Werten wir den zweiten Ausdruck in Gl. (BR1) wie bei [B62) aus, erhalten wir die
linke Seite der Gl. (BGdl) und somit reduziert sich die Gl. (BR1) auf:

1
tH = ————0"0"P9"0,5. 3.65
4/€qT a3 ( )
Ist p =4 und v = 0, so folgt
, 1 . , 1 . .. Ot 1 - Ot
40 _ 0oBgig L — 6P 6 - kig,, —— 3.66
4/<LqT ab 4I£qT of 31‘2 4/<LqT M 31‘2 ’ ( )

15 Als Konvention verwenden wir hier die Minkowski-Metrik 7,, = diag(—1,1,1,1). Daher ist: 2° =
—xo und z* = z;.
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wobel wir im letzten Schritt Gln. (B53), (BLH) und die erste Definition in (BI)
verwendet haben. Da

t=t4+r==t+(21)2+ (22)2 + (23)2 = t' + /myz*ad,

gilt, liefert das Einsetzen von der letzten Bezichung in Gl. (B68):

o 0%0k (77"” Sl zj + 0 5jixk> _ MO (3.67)

- 4kqr 2r dkgr T

Berticksichtigen wir noch Gl. (B60) und die erste Definition in (BIZ), so bekommen
wir:

A gl g (TT)
g0 = 2 TDIR i (3.68)
327Gyr

Der Quadrupolmomenttensor

Unser néchster Schritt besteht darin, dass wir Gl. (BE8) auf eine einfache Form
bringen, und so die Auswertung von Gl. [BXZl) vereinfachen. Bevor wir das tun,
sollten wir noch folgendes beriicksichtigen:

Der Energiebeitrag des Gravitationsfeldes, der durch den Energie-Impuls-Tensor ¢,
beschrieben wird, ist auf der rechten Seite der Gl. (B20) nicht enthalten. Wie wir
aus der Elektrodynamik wissen (und folglich auch in der ART erwarten), treten in
top Terme auf, die quadratisch in den partiellen Ableitungen dg,,, / 9z> sind. Daher
entwickeln wir den ersten Term der Gl. (Bl bis zur zweiten Ordnung. Es folgt

000" = —2k47 (Tap + tas + Polnag) (3.69)
wobel
1 N R
P (2) _ MV ) .
aB Do <RW 5 (3.70)

Bekanntlich lautet die Losung der Gl. (B89) :

_ 7t — |7 =) + popn
85T = 2 / gy | Teo T o 3.71
o et dml7 =7 ’ (8.71)

mit

TaB = Ta,@ + tag- (3.72)
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Da wir eine Quelle betrachten, deren Raumbereich Linearabmessungen d aufweist, die
klein gegeniiber der Wellenléinge A und klein gegeniiber dem Abstand zum Aufpunkt
P sind, gilt:

2I£qT
4y

)

I

[ @ st = ) onas) . 39

Auflerdem folgt aus dem Erhaltungsgesetz

T.w" =0, (3.74)
die Gleichung:'¢
/d?’r'Tjk = %g—;/dgT/T;T;QTOQ. (3.75)
Analog erhilt man aus
Tuw,” =0, (3.76)
die Gleichung;:
/d‘?’?“'nj = %g—;/d?’rlrgr;ﬂ)o. (3.77)

Mit Hilfe der Gln. B77) und BZ3) kann der Term 0, ") aus Gl. [BBX) geschrieben

werden als:

— 4G, 2G 1 0? 4G
01 = - =1L / d*r’ (it + poper) = — = — / d*r'ririmo0 — —2- / &' oy,
r r Ot r
(3.78)

wobel wir hier noch die erste Definition in (BI2) berticksichtigt haben. Wir beachten
nun, dass wir nur kleine Abweichungen von der Newtonschen Niherung zu beriick-
sichtigen haben. Diese garantieren, dass der Beitrag des Gravitationsfeldes nur einen
kleinen Teil der gesamten Energie enthilt, deshalb gilt: 190 < T und folglich haben

wir aus Gl. BZ3):

_ 2G 7 0? 4G
0, T = _Tqu / d3r'rirToo — TqT / d*r' o . (3.79)

Da der zweite Term in der letzten Gleichung gem#f dem Artikel'” aufgrund der
zeitlichen Ableitung verschwindet, wie aus Gl. (B68) zu sehen ist, schreiben wir ab

jetzt Gl (BZ) als:
2G 1 1T (t)

0,.,IT) — _
O r ot? ’

(3.80)

16Siehe Anhang D.
"Genau gesagt, der Gang der Gl. (2.5) in der Gl. (2.6) Seite 9 in [2].
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3. GRAVITATIONSWELLEN IN DER Q-THEORIE

wobei
Ikl(TT)(t) = /d37“/7“;€7“l/T00, (3.81)
der Quadrupolmomenttensor ist, mit Tog = md(7¥ — 7).

Der reduzierte Quadrupolmomenttensor und der Projektionsoperator

Es ist vorteilhaft den reduzierten Quadrupolmomenttensor
1
Jkl = Ikl — géklla (3.82)
statt den Quadrupolmomenttensor Ix; zu verwenden. Aus der letzten Gleichung sieht

man, dass der TT-Teil von Ji; gleich dem TT-Teil von Ij; ist, da (IrT) (nach GL
B35H)) und damit 177 verschwindet. Folglich ist:

— 2G 7 0> T T (t)
O ) = -1 3.83
M T ot? (3.83)
Setzt man Gln. (B83) und BEY) in B3] ein, so folgt:
dE Gur [ -
i = é J Kl (TT) Jkl(TT)dQ- (3.84)

Eleganterweise kann man Ji; (77 erzeugen, indem man auf .Ji; eine bestimmte Ope-
ration ausfiihrt. Diese ist gegeben durch

1 g
T iy = <P’2-Plj - 5P’“’sz> T, (3.85)

wobei P;; der sogenannte Projektionsoperator ist und wie folgt definiert wird:

k;

—=. 3.86
7 (3.86)

Pyj = bi; —ning, n; =
Auflerdem ist die Auswertung des Integrals in Gl. (B=84])) mit Hilfe des Projektions-

operators einfacher. Wir kénnen uns nun von der Giiltigkeit der Gleichung (BXH)
iiberzeugen, indem wir zeigen:

Lemma 12 Der Tensor
1 .

1st transversal und spurlos.
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Beweis 12

i) Wir zeigen erst, dass der Tensor Jkl(TT) transversal ist, deshalb
qgilt:

fr ¥ oy = 0.
Verwenden wir Gl. (Z88), so haben wir:
1 |
ki T oy = [P’zkl (51 i ﬁlﬁj> — 5k (5’“ - ﬁkﬁl> Pij] Jii

1.2 2

=k =k
~k; 1 Sk
k " k l

=0.

JY

1) Wir zeigen nun, dass der Tensor J kl(TT) spurlos ist, deshalb gilt:

J(TT) =0.
Damit wir diese Aussage beweisen konnen, sollten wir erst einige Beziehungen,
die wir verwenden werden, beweisen:
P Pj; = Py, (3.87)
P, =2. (3.88)
Wir beweisen hier nur die Giltigkeit der ersten Beziehung,'® indem wir wieder
Gl. [ZZ4) verwenden:
By Pji = (81 — ;) (85 — 1704)
= 5lj6ji — 6ljﬁjﬁi — jiﬁlﬁj + ﬁlﬁjﬁjﬁi
=k?

P e )
=0, —mn; —nyn; + kijk:j

L2
= 0 — i = Py
Der erste Term in Gl. [Z81) ist nicht anderes als J(T)kl.
= nuJiry" = Jiry = PuP'; = P,
somit kann Gl. (ZZ1) geschrieben werden als:

1 3
T ) = (%’35) - §PMJ(T>> T
=2

1~ -
= ™ rr) = Jerr) = <J<T> —5 P J(T>> T =0 0

8Die zweite Beziehung ist trivial.
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Die Energieabstrahlung eines Himmelsobjektes im ersten Schritt

Wir mochten erst das Integral in ([B84]) durch den reduzierten Quadrupolmoment-
tensor ausdriicken, daher nutzen wir die zuletzt bewiesenen Aussagen. Mit Hilfe der

Gl. ([B=4) ist:

1 y 1 S
Jkl(TT)Jkl(TT) = (Pkiplj — §Pklpij> JY (Pki/Plj/ — §PklPi/j/> J"

1
_ (Pkipljpki,plj, - Epkipljpklpi,j,
1 1 o
_ipklpijpkgplj/ + Zpklpijpklpi’j/> JZ]JZ]
1 1 1 —
= Pii’ij’ — §PZ'jPiljl — §Pijpi’j’ + §PZ-]»PZ-IJ»/ JYJ
1 oy
= <Pii’ij’ - §Pijpi’j’> JUJ

wobei wir die Beziehungen (3.87) und (3.88) benutzt haben. Wir berechnen nun den
ersten Ausdruck in der letzten Gleichung:

i)
oy PR PR gy
Pii/ij/JUJZ] = ((S“/ - nini/) (5jj/ - n]”I’Lj/) JYJ
i’ ~ ~ il i ~ o~ ij
= (JZ'] —nmi/J ]) (J j’ —njnj/JJ)

g S Y
=J; sz/ —J;’ njnj/J” —nngJH? sz/ +nngJY njnj/J”.

=203 Ry T
ii) Analog ergibt sich fiir den zweiten Ausdruck:
1 oy 1 R S
—gﬂjﬂlj/JUJz I = —5 (Jjjjjlj — 2Jj]ni/nj/JZ J + nmjni/nj/J”JZ J > .

Wegen Gl. (BR2) gilt
-3
1~~~
Jll:[ll_g oy I =0,

bekommen wir:
1 L, 1
—ipijpi/j/JUJZ )= —ininjni/nj/J”J’ 7.
Berticksichtigen wir noch die zweiten Gln. in (3.60) und (3.86), so ergibt sich:

_ 1 iy
7,77 sz(TT) = JyJM ot TFE g, + 5 TR JIE 3 E ;. (3.89)
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Aus der letzten Gleichung kénnen wir den Ausdruck auf Gl. [BX4) iibertragen,
somit haben wir:

dE G N BV
_E = 8_(]: |:Jkljkl — 2Jlk Jkl.%'l.%'i + §JliZ]1'k.%'l.%'i.%'j dQ. (3.90)

Mit den Beziehungen

/dQ = 4, (3.91)

N 4
/ T dQ = gékl, (3.92)
N 47
/wkxlxixjdﬁ = E (5k15ij + 5ki5lj + 5kj51i) , (3.93)
bekommen wir:

dE GqT ...... Zl
—_— =, . 3.94
7t 5 Jiad ( )

Man kann die letzte Gleichung auch durch den Quadrupolmomenttensor ausdriicken,
wenn wir sie zunéchst als

Sdt 5
schreiben. Verwenden wir nun Gl. (B82), so ist:

b % (le)Q

=3
=
dE_ Gar | 2 2(1" oy (1% Gar |, i ri
e e e 3<ﬂ>2—<u>2]. (3.95)
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Die Energieabstrahlung eines Himmelsobjektes im zweiten Schritt

In unseren bisherigen Betrachtungen haben wir den Fall behandelt, dass wir sehr
weit von einer Gravitationsquelle entfernt sind. Somit haben wir es mit schwachen
Feldern zu tun. Mit Hilfe der Gl. (B20) definierten wir den Energiestrom pro Raum-
winkel, der auch als momentaner Energiestrom pro Raumwinkel bezeichnet wird. Es
ist zunéchst sehr schwierig dies bzw. die daraus folgende Gleichung (Gl.(B0H)) aus-
zuwerten. Auflerdem ist es fiir unsere Betrachtung nicht notwendig. Daher kénnen
wir diese Schwierigkeit beseitigen, indem wir den sogenannten durchschnittlichen
Energiestrom pro Raumwinkel betrachten. Hierbei 148t sich die letzte Gleichung um-
schreiben zu:
dE Gar 1o/ 3ily2 ri \2

(=) = 15 B = (%)) (3.96)
Bevor wir den Durschnittswert einer allgemeinen Funktion, die zeitabhéngig ist, defi-
nieren,? sollten wir erst die Ausdriicke (7%)2 und (7)2 in der letzten Gl auswerten.
Daher benétigen wir in erster Linie neben Gl. (BE1l) die Beziehungen der Ellipse, die
duch folgende Parametrisierung beschreibar sind

' (E) = a(cos E — ¢), (3.97)
2?(E) =ay1— E2sinE, (3.98)
r=a(l —ecos E), (3.99)
(Z3
t=1/—(E —esinE), (3.100)
@
wobei 0 < F < 2. Hier sind € die Exzentritdt, E die exzentrische Anomalie, a die
G
grofle Halbachse, und oo = — 7N __ 1 bezeichnet hier die Masse des ersten Korpers,
(m+ M)

die um einen zweiten, ruhenden Koérper der Masse M rotiert.?? Die Umlaufdauer bei
der Kepler-Bewegung ist gegeben durch:

a3
T =21y —. (3.101)
[0

Mit BT ergibt sich fiir den Quadrupolmomenttensor:

It = /dm'(l)dx'@)dx'(s)m 22 (:c(l) — x'(l)) ) (x(Q) — x'(2)> ) (x(g) — x'(3)> .
(3.102)

¥Denn der Durschnittswert des Quadrupolmoments I*, der nach Gl. zeitabhéngig ist, wird
gig
sich dann aus dieser Definition ergeben.
208piter werden wir unseren Fall erweitern, so dass M auch um m rotiert.
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Eine elliptische Bewegung ist eine Bewegung, die in zwei Dimensionen erfolgt, daher
setzen wir fiir die dritte Achse 2(®) = 0 ein, und somit lauten die Losungen der Gl.

(E.T02):

I'"=0, ivj=3, (3.103)
" =m(zh)? 12 = m(2?)?, (3.104)
I'2 = 121 = mata? (3.105)

Folglich ist:
I'i=IY+ I+ 5=m [(331)2 + (x2)2] =mr® =ma®(1 —ecos E)?,  (3.106)

wobel wir im letzten Schritt Gl. (B39) verwendet haben.
Setzen wir Gl. (BI0I) in Gl. (B100) ein, so erhalten wir:

T
t= %(E —esin E), (3.107)
dt T
— =—(1- E). 1
= o 277( ecos E) (3.108)
AuBlerdem kénnen wir mit Hilfe der letzten Gleichung schreiben:
d dE d 2m 4 d

Mit den Gln. (B106) und BI09) haben wir:
. 9
Il = 2ma’e (%) sin F,

= (1) = 4m2622‘—2%. (3.110)
Nun betrachten wir den ersten Faktor in Gl. [(B34):
(T9)2 = (T79)(T4j) = (TH)? +2(T")* + (1), (3.111)
Die Auswertung der letzten Gl. erfolgt dhnlich wie vorher. Der Unterschied hier be-
steht darin, dass die Rechnung aufwendiger ist. Mit:

2

TH = —2ma2(?)3(1 —ecos B)°sin E(ecos® E + 2e* cos E — 4cos E — 36> + 4e),
(3.112)

2

7%= 2ma2(%)3(1 —e%)(1 — ecos E) " sin E(3¢ — 4cos E + ecos® E), (3.113)

2
712 = QmQQ(%)?’ (1 —€2)(1—ecos E)~° (¢* cos® E + 3ecos E

+ecos® B — 3¢2 — 4cos’ E + 2) ,
(3.114)

33



3. GRAVITATIONSWELLEN IN DER Q-THEORIE

bekommen wir:
. . e 3
(F9Y(Tyy) = 4m2%(1 —ccos B) 0 [8(1 — ¢%) + Zsin® E] . (3.115)

Nun kommen wir zum Durschnittwert einer allgemeinen, zeitabhéngigen Funktion
zuriick. Er ist definiert iiber:

1 /T
(f) = ?/o dtf(t). (3.116)
Ist f(t) = g(E(t)) und setzen wir auBerdem Gl. (BXI07) ein, so erhalten wir:
2
() = 5 /O 9(E)(1 = e cos E)dE. (3.117)

Mit der letzten Gl. ergibt sich dann die Durschnittswert von (BII0) und BI1H) zu:

4 ad [ sin’FE
T \2\ __ 2 2
(1'% = e E/O mdﬂ (3.118)
..... 4 yad [T [8(1—¢€)+€sin® E|
GY(T)) = —m2— dE. 11
()T )) T a5/0 (1 —€cos E)® (3.119)

In den letzten zwei Gleichungen tauchen Integrale auf, die als elliptische Integrale
bezeichnet werden. Im Anhang?! werden wir einige allgemeine elliptische Integrale
(die sogenannten Laplaceschen Integrale) und zusétzlich noch andere Beziehungen
herleiten. Somit kénnen wir auf eine bequeme Weise die elliptischen Integrale in Gln.

EBI1R) und BIT™) auswerten. Wir werden dann bekommen:

8 dE 14 24¢?
/ _ (3¢ + 24" +8) (3.120)
o (1 —e€cosE)> 8(1 — €2)9/2
™ 102 EdE 4 2
/ sin” BdE | m(d+€) (3.121)
o (I—e€cosE)>  8(1—¢2)7/2
Damit folgt:
..... m?a3 25¢* 4 196¢? + 64
YT )Y —
2.3 2y .2
gy mfa” (44 €)e
N2Y = . 12
<(I Z) > 245 (1 . 62)7/2 (3 3)

21Gjehe Anhang E.
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Die Energieabstrahlung von Bindrpulsaren

Wenn wir Gln. B122) und BI23) in Gl. (B34) einsetzen, bekommen wir die Ener-
gieabstrahlung des ersten Pulsars mit der Masse m, der um einen zweiten, ruhenden
Pulsars der Masse M rotiert. Wir wollen hier durch eine einfache Idee unseren Fall er-
weitern, so dass wir die gesamte Energieabstrahlung berechnen, wenn sich die beiden
Pulsare bewegen, daher lautet das Quadrupolmoment (an Stelle der Gl. (BXTI))

Iy = / &' (r, V|V m 7, DD M) (7 — 77), (3.124)

wobei der Index (1) fiir den ersten Pulsar mit der Masse m steht, wihrend der Index
(2) fiir den zweiten Pulsar mit der Masse M verwendet wird. Die Schwerpunktkoor-
dinaten sind in Vektorschreibweise gegeben durch:

oo+ My
R=———-. 3.125
(m+ M) ( )
= mi + M7 = (m+ M)R. (3.126)
Ausserdem gilt fiir die Relativkoordinaten:
F=7 =i (3.127)
Aus den letzten Gleichnungen erhalten wir :
- M
7 =R P 3.128
1 + m+ MT, ( )
_ m
=R — . 3.129
2 VAl (3.129)

Bis jetzt lag der Ursprung des Koordinatensystems im Schwerpunkt des ruhenden
Korpers M. Da die beide Pulsare umeinander rotieren, soll nun der Ursprung der

Koordinatenachsen im Schwerpunkt dieses Systemes liegen (R = 0) Als Gl. bedeutet
dies:

Folglich ist:
M
o= . 3.131
r1 m—i—MT’ ( )
m
o = — P 3.132
T2 m—i—MT ( )
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In Komponentenschreibweise lauten die letzten drei Gleichungen:

mrl® 4 M@ =, (3.133)
M
= (3.134)
m
= (3.135)

Setzen wir die letzten Gleichungen in (BI24) ein, so bekommen wir:

mM Ll
I, TT) = /d%’mr;rfé(r — 7). (3.136)

Vergleichen wir die letzte Gleichung mit Gl. (BXl), so unterscheiden sich die beiden
Ergebnisse um den Faktor M/(m + M). Daher ergeben sich die Quadrupolmomente
in diesem Fall zu:

..... v GXmEM?(M + m) 25¢* + 196€% + 64

(1)) = 55 Q_aym (3.137)
g G3m2M?(M +m) (4 + €2)e?
(i = et e (3,139

Setzen wir endlich die letzten beiden Gln. in ([B3d) ein, so folgt die Formel des
tensoriellen Anteils der Energieabstrahlung zweier rotierender Pulsare:

37 4 73 2
%6 +ﬂ€ +1

(1 _ E2)7/2

<_d_E (tensoriell) B 32GqTG§SVm2M2(m + M)
dt N 5a®

(3.139)

Bemerkung: Da die Newtonsche Konstante Gy auch in dem skalaren Teil auftaucht,
wird sie erst nach Behandlung des skalaren Anteils bestimmt.

36



3.2. DIE SKALAREN FELDGLEICHUNGEN

3.2. Die skalaren Feldgleichungen

3.2.1. Ableitung der skalaren Feldgleichungen

Wir wollen hier eine skalare partielle DGL aus der T ableiten, daher sind unsere
Ausgangspunkte zwei Feldgleichungen, (vgl. Kapitel 2):
de(F) R dG~Y(F)

R dGT(F) _ 14
dF 165 dF s (3.140)

1 R F dG~Y(F
<Ruu - gu > + —#Rguu

8$rG(F) 2 167 dF
+ (V¥ = gl G F) = E(F) gy + Ty = 0,
(3.141)
wobei
&F) = e(F) - ity (3.142)

Wir mochten hier erst mit Hilfe der Gl. (BI4T]) einen Ausdruck fiir den Ricci-Sklalar
finden. Bilden wir die Spur der Gl. (BIZIl), so erhalten wir

1 4 AF dG~YF 1
— (R — —R> +KCZG7()R + - (V'V, —40) G H(F) —4é(F) + T = 0,
v Y[

87G(F) 2 dF
=—30G-1(F)
=—R
bzw.
~G~YF) F dGT\(F) _ 3
R( s T aF > —4e(F)—T+8—7TDG (F)

87 (T — 2061 (F) - 4¢(F
(- 06 () - 4a(r)

— R= — (3.143)
(07262
Auflerdem bekommen wir aus der Gln. (BIZ0):
167 (u - d;@)
R = AT (3.144)
dF
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Vergleichen wir die letzten Gleichungen miteinander, so erhalten wir:

dG—1(F)
“NF) - 2F——— -
<G (F) IF > 46 (F)

3 ~ _ de(F)
87 <T — - 0GH(F) - 46(F)> 167 </~6 ar )

= (G—l(F) - QFCZC’YT;(F» 2 (M - %) = <T — %DG*(F) - 4€(F)> dGT;(F).

Setzen wir jetzt Gl. (BIZ2) in die letzte Gl. ein, und formen sie etwas um, so folgt:

N 167 | T G YF de(F
OG~Y(F) = el 2¢(F) + 2Fp — dG_l((F)) <u — d(F)> (3.145)
dF

3.2.2. Die linearisierten skalaren Feldgleichungen (1. Methode)

Wir interessieren uns hier zunéchst wie beim tensoriellen Teil fiir eine partielle DGL,
in der dann nur A und F bis zur ersten Ordnung beriicksichtigt werden. Daher erhalten
wir unter Verwendung der Ansétze ([B4):

8 167

OF —N’F=—T, \= .
3s 3s

(3.146)

Wir wollen die Fourier-Theorie nutzen, damit wir unsere Wellengleichung auf eine
bekannte Form bringen. Daher kénnen wir ' und T durch unendliche Reihen dar-
stellen

[e.9] o0

F(Ft)= Y Fy(fe ™0, T(Ft)= > Ty(fe ™, (3.147)
n=—oo n=—0oo
und folglich erhalten wir:?2.
> : 8t :
D A+ (wo)® = N Fy(Rem™0t = o= Y T (P)e” ",
n=—oo n=—0oo

Vergleichen wir die beiden Seiten der letzten GI., so bekommen wir:

[A + (nwp)? = N?] F(7) = i—ZTn(F)
Oder
(A + ka®] Fa(7) = i_ZTn(F)a (3.148)

22Wir haben hier 0 = A — 9°9° genommen, gemaess dann die Metrik (M) = (— + ++).
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3.2. DIE SKALAREN FELDGLEICHUNGEN

wobei
2
kn? = (nwp)? (1 - ni) , ng = i (3.149)

Die letzte partielle Differentialgleichung hat die Form einer Laplaceschen Gleichung
und folglich lautet ihre Losung:23

9 ikn|F7F/|T =/
F,(7) = / e T (3.150)

T 3s 7 — 7|

Wie wir aus (BI29) sehen, kénnen wir die Losung von (BI50) nicht in eine geschlosse-
nen Form bringen. Deshalb bendtigen wir eine bestimmte Abschitzung, welche man
erst finden kann, wenn wir wissen, wie grof |# — 7’| und p in (EI50) sind.?* Wir
unterscheiden hier zwei Félle:

|’I’L| > no,
In| < no.
Da der zweite Fall fiir uns relevant ist, werden wir ihn hier betrachten. Fiir den

letzten Fall ist:

ky = i(nwo) n—g 1. (3.151)

Damit kann die Losung der Gl. (BI40) geschrieben werden als:

_2/ exp{—kzn|f’—f"|nw0\/2—§—1}Tn(F’)
= a3y’ .

(3.152)

=7

Entwickeln wir die Wurzel in der letzten GI. in einer unendlichen Reihe, so erhalten
wir

- — w2n2 w4n4 w5n5 —/

-2 eXP{—|7"—7"/| <)‘ 3,\ 80,\3 4§>\5 )}In(r )
EF(7) = — [ & . (3.153
n(?“) 3s / " ]F— F’] ( )

und wegen der letzten Begriindung im Anhang reduziert sich die Losung auf

-2 win?
F,(F) ~ — [ d&®' — Sl T, (7' 154
n(7) 3sr/drexp{ 7“<)\ o >} n(7), (3.154)
#Siehe [8]

24Wir wihlen fiir die erste GroSe den Abstand zwischen Erde und dem Pulsar PSR1913, wihrend
das chemische Potential von der Gréflenordnung Ef,lanck ist.
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3. GRAVITATIONSWELLEN IN DER Q-THEORIE

wobei wir noch beriicksichtigt haben, dass | — 7’| & r ist. Da bei der Entwicklung
in der letzten Losung die erste Ordnung klein gegeniiber der nullten Ordnung war,
konnen wir weiter unsere Losung vereinfachen zu:

-9 efr)\
~ o / d3r' T, (7). (3.155)

Mit (BI41) und BI5H) bekommen wir schlieflich:

Fn(7)

-9 ef)\r

F(f’,t);ug .

/ d3r'T (7' t). (3.156)
Verwenden wir den Ansatz

~ SDO¢, ¢ = Qb(ﬂT),

so kénnen wir sowohl die partielle Differentialgleichung (BI46]) als auch [BI56) durch
¢ ausdriicken:

8
Oé — A2¢ = —2 T (3.157)
350
bty 2 / BT 1) (3.158)
T Bspg e ’

3.2.3. Die linearisierten skalaren Feldgleichungen (2. Methode)

Wir wollen in diesem Abschnitt auf eine andere Weise die erste Gl. (BIR1) ableiten.
Dieser Weg hat auch das Ziel, dass wir wie bei dem tensoriellen Teil den Energie-
Impuls-Tensor des skalaren Teils aus einem linearisierten Wirkungsintegral auf einem
einfachen Weg ableiten. Daher gehen wir hier von folgendem aus:

Lemma 13 Das linearisierte Wirkungsintegral:

S—l

" 1 )\2 5 /-Q”
_ z 1% - —oT 1
2ﬁqT/dx[28M¢8¢+2¢+3¢] (3.150)

fihrt zu der linearisierten Feldgl. (3-157).

Beweis 13 Durch Anwenden des Variationprinzipes auf (Z123), indem wir beziiglich
¢ varieeren, ist?®

"

2
58S = /d4x [—8ﬂ8“¢ + %2¢ + %T] 5¢p =0,

25Wie man das genau rechnet, haben wir im Unterabschnitt 3.1.3 gezeigt.
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3.2. DIE SKALAREN FELDGLEICHUNGEN

und somit folgt:

Fqr
3

DuOMp — N2 = —L-T. O
Bemerkung: Man kann an dieser Stelle auch die Idee der kanonischen Normalisierung
verwenden,und zeigen, dass sich die gleiche Wellengleichung ergibt, allerdings sieht
das linearisierte Wirkungsintegral anders aus:

1 A? VE
S(neu) _ /d4.%' |:§8M¢(neu)8u¢(neu) 4 7¢2(n6“) + 3—\;;¢(”GU)T s (3160)

) =\ 2k o). (3.161)

3.2.4. Der skalaren Teil der Energieabstrahlung von Binarpulsaren

Wir mdéchten jetzt die Energieabstrahlung des skalaren Teils berechnen. Sie war de-
finiert durch:

dE

[=-=—
dt

= [ 72n;tdqQ. (3.162)
Wie es iiblich ist, werden wir mit der Auswertung des Energie-Impuls-Tensors ¢t*”
vom Gravitationsfeld anfangen. Mit Hilfe der Definition von ¢*”, die im Abschnitt
(3.1.5) angegeben wurde, und aus der Lagrangedichte in [BI09) erhalten wir fiir den
Fall y =4 Av=0:

.9
0 = M. (3.163)
2KqT
Kombinieren wir die Gln. (BI63), (BI62) und BI5S), so erhalten wir
dE _ 27TI€qT...2e_2>\T (3164)

S dt 9 ’

wobei wir noch (BI2), (D.12), (B) und BX1) angewendet haben. Mit Hilfe der Gl.
(BI3]) erhalten wir schliesslich:

_dE (skelar) Gy GRm® M?(M +m) (44 )é> %
dt T2 ad (1—€2)7/2 '

(3.165)

#Die Rechnung erfolgt hier dhnlich wie bei dem tensoriellen Teil. Der einzige Unterschied besteht
darin, dass wir natiirlich nicht die zusétzliche Eichbedingung (TT-Tensor) benétigen, daher ist
die Rechnung hier einfacher.

41



3. GRAVITATIONSWELLEN IN DER Q-THEORIE

3.3. Bestimmung der Newtonschen Konstante G

In diesem Abschnitt moéchten wir die Newtonsche Konstante bestimmen. Die ersten
partiellen Differentialgleichungen, die wir hier brauchen, sind die tensoriellen Wellen-

gleichungen (B20):

O00p = ———Tap. (3.166)

Der Energie-Impuls-Tensor der Materie ist gegeben durch
Top = (p+ P)uatg — gap P, (3.167)

wo p und P die Energiedichte und der Druck der Materie sind. Wir gehen von einem

statischen System mit P = 0 aus, daher lautet die Spur des Energie-Impuls-Tensors:27

T=—p, p=mdé(i—r7"). (3.168)

Mit der bekannten Beziehung?®
S(F—7)= ——ANe—r (3.169)

konnen wir (BI68) ausdriicken als:

m 1
T=—AN5——. 3.170
A |7 — 7| ( )
Bilden wir die Spur der Gl. (BI60) und integrieren wir weiter iiber den Raum der
Quelle, so erhalten wir unter Verwendung der Beziechung (BI70) und der ersten De-

finition in (BITI) :

16 1
wos J Am |F— 7|
Vergleichen wir die beiden Seiten der letzten Gleichung, so erhalten wir:
4 4
= —— _~ (3.172)
pos|7 =7 posr

Anderseits erhalten wir aus Gl. (BI5S) fiir den statischen Fall

/d?’r'T(F'),

2"Wir nehmen hier ,wie es bis jetzt den Fall war, die Metrik nag = (— + 4++).
#Siche z.B. [.

—2 e VT

o~ 3spg T
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3.3. BESTIMMUNG DER NEWTONSCHEN KONSTANTE G g7

2
o = 0 VT (3.173)
3posT

wobei wir noch (BJ6) verwendet haben. Wir fithren das gleiche bei Gl. BI64) fiir

den Fall o« = 8 = 0 durch. Damit bekommen wir:

_ 4 4
o0 = T~ (3.174)
pos|— ' posr

Setzen wir in die ertsen Definition (BI1l) ¢ = v = 0 ein, und berticksichtigen wir
noch dazu fiir diesen Fall die zweite Definition in ([BI), so ist:

- 0 0
900:9004-5 =h00—¢+§. (3.175)
EIE), BI7) und EI7) in EI7H) liefert:
4 2 2
m = hoo — m ef\/l‘_”’ + _m (3176)
©oST 3o ST ©oST

Mit p ~ Eg reduziert sich die letzte Gl. auf:

4dm 2m
= hgo + ,
©QoST QoST

2m

= hoo = .
YoSsT

(3.177)

Damit lautet die Null-Komponente der Metrik g,,, aus dem zweiten Ansatz in ([B3):
2m
wosT

Man kann zeigen, dass aus der Bewegungsgleichung eines Teilchens im schwachen
Gravitationsfeld folgt:2?

goo = —1+ (3.178)

2G
goo = —1+ ;Vm (3.179)

Vergleichen wir Gl. (BI79) mit Gl. (BIT8), so erhalten wir:
1

o5 = Car =G, (3.180)

= Gyr = Gy. (3.181)

Also bekommen wir eine Ubereinstimmung des Newtonschen Kopplungsparameters
mit der Newtonschen Gravitationkonstante.

29Gjehe z.B die Literatur ).
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3. GRAVITATIONSWELLEN IN DER Q-THEORIE

3.4. Die Binarpulsare PSR 1913+16 in der qT

In diesem Abschnitt m6chten wir erst aus der Formel der tensoriellen und skalaren
Energieabstrahlung die Abnahme der Pulsarenperiode allgemein darstellen. Unsere
Ausgangspunkte sind die Gln. (BI39) und BI6H), die unter Beriicksichtigung von

([BIXT) auch geschrieben werden koénnen als:3°

dE (tensoriell) B 39 G;l\/' m2 M3

A 5o w1
kal 4, 2 3
_dE (skalar) _ 532Gy myaM Fa(e)e V"
dt 2304 5 & @b U2 ’
mit3!
mim
M:m1+m2, Myed = ]1\4—25
und

73 2 | 37 4
fife) = 12 L 06¢
1 (1—e)7/2

4 + €2)e?
fale) = ((1 jez))7/2'

dE (Gesamt) 32 G myed? M® 5 _
< ——JLJL—@@ &WWﬂ.

= (—— fd
dt 5 ¢ ad

Die Gesamtenergie der biniren Pulsare ist gegeben durch

F=_ GNmredM’
2a

GNMypeaM

»a= "5

wihrend wegen des dritten Keplerschen Gesetzes gilt:

2ma’3/?

GY2M/2

30Wir verwenden SI-Einheiten, da wir nun die Ausdriicke auswerten méchten.

(3.182)

(3.183)

(3.184)

(3.185)

(3.186)

(3.187)

(3.188)

(3.189)

(3.190)

31Bequemerweise mochten wir hier die Massen der Pulsare mit m1 und ms bezeichnen, wihrend M

fiir die gesamte Masse steht.
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3.4. DIE BINARPULSARE PSR 1913416 IN DER QT

GyM\'? 27
Setzen wir Gl. (BI89) in (BI90) ein, und leiten wir nach der Zeit ab, so ist:
ar 3 dE
— =—TE'—. 3.192
dt 2 dt ( )
Durch Einsetzten der Gln. (BI87) und BI8Y) in die letzte Gl., ergibt sich:
1dT G396 Mg M? 5 .

Wenn man noch die Beziehung [BI91]) in der letzten Gleichung beriicksichtigt, so ist:

dr 1927 mypeq ( GNMn 5/3
= fi(e)

5 - T
Ty 3 + ——foe)e V¥ ] . (3.194)

2304

Ausgedriickt durch die Umlaufdauer 7" und die Beziechungen in (BI84), erhalten wir
fiir die Abnahme der Periode zweier Pulsare in der T

AT 1927G23 T\ 5/3
S () 6

- 27

— )
- - =BT
dt 5¢5  (my +mg)l/3 * Fa(e)e ] - (3.195)

2304

Setzen wir die Daten der Pulsare in die letzten Gl. ein, so ergibt sich:3?

dT
—- ¥ —2,40242 107 25/s. (3.196)

#Diese Daten wurde dem Artikel [I0] entnommen.
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4. Gravitationswellen in anderen Theorien

4.1. Brans-Dicke Theorie (BDT)

In einem Brief an Bentley schrieb Newton 1692:

Es ist unvorstellbar, dass unbelebte Dinge ohne die Vermittlung durch irgend et-
was, das keine materielle Natur besitzt, auf andere Dinge einwirken sollten, ohne
gegenseitigen Kontakt, so wie es sein miisste, wenn die Gravitation, im Sinne von
Epikur, eine Wesenseigenschaft der Dinge wire und ihnen innewohnte. Und dies ist
ein Grund, warum ich wiinschte, Sie wiirden mir die angeborene Gravitation nicht
zuschreiben. Dass die Gravitation den Dingen angeboren ist und ihnen innewohnt,
so dass ein Korper iiber eine Entfernung sogar durch das Vakuum auf einen anderen
Korper einwirken kann, ohne die Vermittlung von irgend etwas, durch welches ihre
Wirkung und Kraft iibertragen werden kénnte, das scheint mir eine solch grofie Ab-
surditdt zu sein, dass niemand, der verniinftig iiber philosophische Dinge nachdenken
kann, darauf hereinfallen wiirde.

Offensichtlich beschwerte Newton sich hier iiber das damalige Problem der langreich-
weitigen Wirkung oder Wirkung iiber eine Entfernung hinweg. Dieses Problem wurde
gelost, indem man das Konzept des Feldes eingefiihrt hat. So lief} sich die Anziehung
der Erde durch die Sonne beispielsweise vorstellen als: Die Sonne erzeugt im Raum
ein Gravitationsfeld, iiber das eine Kraft auf die Erde tibertragen wird, also das Feld
spielt die Rolle des Vermittlers. Vor einer vereinheitlichen Theorie der Elektrodyna-
mik, die hauptséchlich durch Maxwell geschaffen wurde, wurde dieses Konzept auch
in der damaligen Theorie der Elekrizitit verwendet. Das spétere Bild war so,! dass
diese beiden Felder durch die Metrik g,, und den Feldstirketensor F},, beschrieben
werden. Eine Frage, die Ende des neunzehnten Jahrhunderts und Anfang des zwan-
zigsten Jahrhunderts auftauche, war, ob es moglich ist, dass langreichweitigen Kréfte
auch skalare Felder hervorrufen kénnen. Eine der nachher aufgestellten Theorien, in
der ein skalares Feld vorkommt, ist die sogenannte Brans-Dicke-Theorie.? Brans und
Dicke formulierten eine modifizierte Version der Allgemeinen Relativitdtstheorie, die
kompatibel mit dem Machschen Prinzip sein sollte. Sie erkldrten somit, wie frither

L Als Folge der Elektrodynamik und ART.

2Siche z.B [I11, 2.
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4.2. GRAVITATIONSWELLEN IN DER BDT

schon Jordan,? die Gravitationskonstante G als eine Variable, die von der Massen-
verteilung im Universum abhéngt und sich als Funktion einer skalaren Variablen be-
schreiben 148t, die sie als Feld in die Lagrangedichte L koppeln. Das verallgemeinerte
Wirkungsintegral in der Brans-Dicke Theorie ist gegeben durch:

S = o dz/g <¢R— g(bagb a) +/\/§£Md4:c. (4.1)

Verwendet man das Variationsprinzip, indem wir erst beziiglich g, variieren, so folgt?

gl _ 8T L
2 ¢ " g2 ®
und indem wir zweitens beziiglich ¢ variieren und durch Kombination der erhaltenen
Gleichung mit dem Ricci-Skalar, den man aus der Gl. (EZ2) bekommt, erhalten wir:

Ry - o (660~ 22606 + < (D — guD6),  (42)

8

O =
¢ 2w+ 3

(4.3)

4.2. Gravitationswellen in der BDT

Wie iiblich in der Physik bei Gravitationswellen,” sollte man erst die obere Feldglei-
chungen linearisieren. Verwendet man die Ansétze

uv = Nuv + hulu o= ¢0(1 + SO)’ (44)
und eine geeignete Eichbedingung fiir die tensorielle Gleichung, so erhalten wir:

060, = —2650T 5w, (4.5)
D¢ = KJBD(X2T.
Mit:

_ 7,00
O = O — ﬂT’ Opv = Py + Muv e, (4.7)

3Siehe z.B die Literatur [I3].

4Die Ableitung ist &hnlich wie Gln. Allerdings besteht der genaue Unterschied wie im folgen-
den:
a) 051, 652, 655 bleiben die gleiche (man ersetzt dort nur G durch ¢).

b)dSs verschwindet (Da ¢ nicht von der Metrik g, abhingig), 654 = — fd) &0/ 19l6"" 00,

wobei wir die Beziehung §+/|g| = lg19"" §gur verwendet haben.

®Dieser Abschnitt setzt die Kenntnis der in der BDT angewendeten Technik voraus. Wenn der Leser
trotz dieser Warnung diesen Abschnitt lesen will, so soll er wenigstens die Hauptidee in Kapitel
3 verstehen. Ansonsten siehe [I4, [T5] [T6]
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4. GRAVITATIONSWELLEN IN ANDEREN THEORIEN

1 1
=8 G G = — 2 = . 4.8
D R, B gy T T3 (48)
Die Lagrangdichten des tensoriellen und skalaren Teils sind gegeben durch:
T 1
ﬁz(tenszariell = 8k 879aﬁay9a67 (4.9)
BD
Eskalar = —(9”3“¢- (410)

Mit Hilfe der Beziehungen (B&]l), und (B5Z), erhalten wir fiir den tensoriellen und

skalaren Teil des momentanen Energiestroms pro Raumwinkel

G = (= ), (411)
dE OéQGBD a2

= I, 4.12
dt 4 ( )

wobei wir wie im Kapitel 3 die zusitzliche Eichbedingung (TT-Tensor) und die Be-
ziechungen im Anhang D beriicksichtigt haben. Schliefilich bekommen wir &hnlich zu
der Methoden im Kapitel 3 fiir den tensoriellen und skalaren Anteil der Energieab-
strahlung zweier rotierender Pulsare:

ensorie 37 73
<_d_E>(t W 32GppGim* M2 (m + M) | 5 + Fe +1 (413)
dt 5ab (1 —€2)7/2 '
dE (skalar) B Q?Gpp G3m?>M?(M +m) (4 + €2)e 114
- T4 2a5 (1—e2)7/2 (4.14)

Bestimmt man den Gravitations-Kopplungsparameter G’ aus dem Newtonschen Grenz-
fall, so egibt sich:

(2w +3)

mGN. (4.15)

Gpp =

4.3. Gravitationswellen in der ART als Grenzfall der BDT

Lassen wir den Parameter w in der skalaren und tensoriellen Energieabstahlung der
BDT gegen Unendlich streben, so verschwindet der skalare Teil, und folglich erhalten
wir:

37 4 73 .2
%6 +ﬂ€ +1

(1 _ E2)7/2

@> _32GYymAM2(m + M)
dat’ 5a®

( (4.16)
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4.4. Die Bindrpulsaren PSR 1913416 in der ART und BDT

Wir wollen in diesem Abschnitt die Abnahme der Periode zweier rotierender Pulsare
in der ART und BDT angeben, und weiter den theoretischen Wert in der ART berech-
nen. Ahnlich zu der angewandten Technik in der qT erhalten wir erst die allgmeine

Formel:
d_T(ART) o 1927TG?\/(3 mims £ —5/3 (1 + %62 + %64 (4.17)
dt N 5¢  (mq +mo)l/3 \ 27 (1 —€2)7/2 ’ '
(BDT) 5/3 —5/3 2
dr 192Gy mimo T (2w + 3) f()—!—Sif()
dt TS (i +mo)B \ 2 (2w +4) [T T a2
(4.18)
mit:
1+ %62 + %64
file) = a-ayr (4.19)
A+ e
f2(€) - (1 o 62)7/2 . (420)

Wir geben hier weiterhin nur den theoretischen Wert der Abnahme der Periode vom
PSR1913-16 an, da das Ergebnis des theoretischen Wertes in der BDT von dem Pa-
rameter o abhéngig ist, iiber den wir im néchsten Kapitel sprechen werden, wenn wir
die theoretischen Werten der ART, BDT und T mit der astronomischen Beobach-
tungen vergleichen.

Wenn man die Daten der Pulsare PSR1913-16 in der Gl. (EIT) einsetzt, erhilt man:©

T
— = —2,40247 x 1075 /5. (4.21)

®Diese Daten wurden dem Artikel [T entnommen.
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Nur erst, wenn dir die Form ganz
klar ist, wird dir der Geist klar
werden.

R. Schumann

5. Vergleich zwischen ART, BDT und qT
beziiglich der wichtigsten Resultate in der
Physik der Gravitationswellen

Dieses Kapitel dient zur Ubersicht der wichtigsten Grundformeln und der von uns
berechneten Endergebnisse der Gravitationswellenphysik in der ART, BDT und qT.
Damit wir die Aufgabe auf eine klare Weise ausfithren, werden wir die Resultate jeder
Theorie in verschiedene Tabelle schreiben.(Siche Tabellen B und B3)

Wir wollen nun unsere Ergebnisse kurz diskutieren. Wir sehen aus den Tabellen,
dass die BDT und T einen zusétzlichen, skalaren Teil enthalten, der nicht in der
ART vorkommt. Dieser zusétzliche Teil fithrt zu folgenden Konsequenzen:

Ein erster wesentlicher Unterschied zwischen den Ergebnissen der BDT und qT be-
steht in der Newtonschen Konstanten. In der BDT héngt sie von einem Parameter
w ab. Im Jahr 2003 hat das Cassini-Huygens-Experiment gezeigt, dass der Wert von
diesem Parameter w > 40 sein soll. In der T ist die Newtonsche Konstante identisch
mit der Gravitationkonstante, die zuerst von Cavendish bestimmt wurde. Ein zweiter
wesentlicher Unterschied besteht in der Form der skalaren, partiellen Differentialglei-
chungen. In dem skalaren Teil der T enthélt die Quadrupolstrahlung zweier Pulsare
einen exponentiellen Abfall. Dieser Teil liefert deshalb keinen merklichen zusétzli-
chen Beitrag zu der tensoriellen Quadrupolstrahlung, weil das chemische Potential
o~ Ep2 ist, und folglich dominiert. Wir sehen also, dass die Energieabstrahlung bzw.
die Abnahme der Bahnperioden der Pulsare PSR1913+16 in der ART und qT sehr
gut mit dem gemessenen astronomischen Wert {ibereinstimmt, wéahrend das Ergebnis
der BDT von dem Parameter w abhéngt.
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Physik der Gravitationswellen in der ART

Gekopplete tensorielle
Feldgleichungen

DEW/ + nuyaaﬁﬁﬁ%g — G(MGAEM) = —ZIQGRTH,, s

KGR — 87TGN

Skalare Feldgleichungen

keine

Eichtransformation Wm = Ecw — 8oy — &0 T M0 €S
Eichbedingungen huwt =0
Entkoppelte tensorielle -
Feldgleichungen Sy = =26GRT
Zusitzliche Eichbedin- T = 0, T (TD =
gung iz ) 1Vkj,j )
EHM(TT) = TD = 0.
Momentane  tensorielle | dE Gy [3('1”1)2 _ ([Z)z
Energieabstrahlung dt 15 v
1, = /d?’r'%ﬂrf (7 — ")
Durchschnittliche tensori- dE\ (ters) 32G Yy mima?(my + ma)
elle Energieabstrahlung Cdt - 5a5 file),
f(6) = 37/96€t + 73/24€% + 1
&= (1—¢2)7/2
Skalare Energieabstrah- .
keine
lung
Newtonsche Konstante Gn
Gesamte Energieabstrah- _dE (gesamt) _ 32 G_jl\, m?, ,M?
lung dt - 5 ab f1(€)>
mim
Myed = %,M =m1 + mg
) 5/3 —5/3
Abnahme der Periode d_T _ _1927TGN mimsa l fi(e)
zweier Pulsare dt 565 (my +mo)V/3 \ 2m !
i T
]‘?;Jrichneter theoretischer C;_t — —9.40242 x 1012 S
er s
. dT’ —128
Experimenteller Wert i —2,4184 x 107~ -
s

Tabelle 5.1.: Gravitationswellen in der allgemeinen Relativitdtstheorie
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5. VERGLEICH zZWISCHEN ART, BDT uND QT BEZUGLICH DER WICHTIGSTEN
RESULTATE IN DER PHYSIK DER GRAVITATIONSWELLEN

Physik der Gravitationswellen in der BDT

Gekoppelte tensori-
elle Feldgleichungen

Dg,ul/ + npygaaﬁgaﬁ - a(ua)\g)\y) = _2KBDT,LLI/ ’

1
kpp = 87Gpp,Gpp = —
®o
1
Skalare Feldgleichungen O¢ = kppo®T, a?
T 2w +3

Eichtransformation yo’y = Em —&oy —&yo t+ ?7075,0&
Eichbedingungen Euyﬂ =0

Entkoppelte tensorielle o

Feldgleichungen Wy = =260 T

Zuséitzliche Eichbedin- | - _ _

gungen H#O(TT) =0 ij J(TT) =0, Wu(TT) = ekk(TT) =0
Momentane tensorielle | dE _ Ggpp [3(Y'il)2 - (IZ)Q]
Energieabstrahlung dt 15 v

mimsa - -
LT = [ et Sl =)

Durchschnittliche tensori- _d_E (tens.) B 32GBDG‘;’Vm%m22(m1 + mg)f ©
elle Energieabstrahlung dt N 5aP® e
Skalare Energieabstrah- _d_E (Skalar) a’Gpp GNm1 2ma?(my +m2)f
lung dt 4 2a 2
A+ )e
fale) = =y
(2w + 3)
Grp = 2 9

Newtonsche Konstante BD = (2w + 4) N
Gesamte Energieabstrah- _dE (gesamt) _ G_?V m2, ;M3 (2w + 3)
lung dt A ad 2w +4)

[ fi(e —l— f2 }
Abnahme der Periode | dT (gesamt) 192” G 1M z 5/3
zweier Pulsare dt 5¢  (mq 4+ meo)l/3 \ 27

(2w + 3)
2w+4[f ‘*&%ﬁE}
Berechneter theoretischer d_ 2,402 x 10712 x (2w + 3)
Wert dt (2w +4)s
Experimenteller Wert Cfl—]; = —2,4184 x 10’12 -
S

Tabelle 5.2.: Gravitationswellen in der Brans-Dicke-Theorie
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Physik der Gravitationswellen in der qT

Gekoppelte tensorielle — 073G -
Feldgleichungen D0 + 10 0% 070 — 8(Ma Q)W) = —2Rqr Ty
1
=81G, .G, = —
"iqT TaqT, GgT D05
16
Skalare Feldgleichungen 0,0 p — PRIES —K?))T T, A= 37T’u
s

Eichtransformation

@07 = Em - 50,7 - 57,0 + 77075,0&

Eichbedingungen 0wt =0
Entkoppelte tensorielle o
Feldgleichungen D0y = =26qr Ty
Zusétzlich Eich in- | - - —= —
gl‘:zz‘;zn iche  Eichbedin- | 7 (rr) _ 7, 1) _ ¢ g, 1) _7, 0T g
Momentane tensorielle | dE _ Ggr [3(.1,@.[)2 - (IZ)Q
Energieabstrahlung da 15 Yo

;T = /d?’r'i(mﬁl:_m;ﬁr;ﬁ (7 —7")
Durchschnittliche tensori- _d_E (tens.) B 32GqTG‘;’Vm%m22(m1 + mg)f ©
elle Energieabstrahlung dt N 5aP® 1€
Skalare Energieabstrah- _dE (skalar) _ Gyr G3m>M?(M + m) ooV
lung dt 72 ad
Newtonsche Konstante Gyr =GN

Gesamte Energieabstrah-
lung

_ABNEST 82Ok i M
dt 5 ¢ ad

< (110 + g alele )

Abnahme der
zweier Pulsare

Periode

dar 192760 mamg T\ 3
dt 5¢  (my +mg)l/3 \ 21

<110+ o e

Berechneter theoretischer
Wert

~ —92,40242 x 10712 >
S

Experimenteller Wert

T
dt
T 5 g184x 10125
dt S

Tabelle 5.3.: Gravitationswellen in der g-Theorie
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Die urspriingliche Motivation fiir diese Arbeit war die Beobachtung in dem Artikel,!
dass der Gravitationskopplungsparameter der g-Theorie in kosmologischen Modellen
angendhert durch eine schnell oszillierende Funktion

G_l(t) ~ G;} <1 + cotU—v sin <L>> ,
t tuv

beschrieben werden kann. Die Frage war, ob die schnellen Oszillationen zu observa-
blen Effekten in der Gravitationswellenabstrahlung fithren wiirden. Allerdings haben
wir in der vorliegenden Arbeit zunédchst nur das Problem der Gravitationswellen-
abstrahlung auf einem zeitlich konstanten Hintergrund betrachtet und anschliefend
die gesamte Energieabstrahlung zweier rotierender Pulsare (PSR 1913+16) berech-
net. In dieser Theorie kommt ein Gravitations-Kopplungsparameter G := G(F') an
die Stelle der Newtonschen Gravitationskonstanten Gy, der in Abhéngigkeit von
dem Zustand des Vakuums ist. Dieser Gravitations-Kopplungsparameter G(F') hat
zur Folge, dass neben den tensoriellen auch skalare Feldgleichungen auftauchen. Wir
konnten die Untersuchung am genausten durchfithren, wenn wir es mit analytischen
Losungen zu tun haben. Daher betrachteten wir den Fall, dass der Beobachter sehr
weit von den massiven Pulsaren entfernt ist. Wenn wir uns ein ideales Universum
vorstellen, das nur aus diesen zwei Pulsaren besteht, dann ist der vierdimensionale
Raum in der Umgebung des weit entfernten Beobachters fast ein Minkowski-Raum.
Damit kann man einen Ansatz einfiihren, der einem sehr leichten gekriimmten Raum
entspricht. (g, = N + A, b < 1)

Neben der weiteren Voraussetzung, dass wir ein perfektes Vakuum betrachteten,?
nahmen wir an, dass die Pulsare, deren gesamte Energieabstrahlung wir berechnet
haben, an einer bestimmten Stelle im Universum liegen, welches fiir unsere Vor-
aussetzung statisch ist. Folglich setzt sich die Vakuumvariable F' aus einem domi-
nierenden konstanten Faktor ¢g (welcher bei dem Rest des Universums bestimmt
ist) und einen Storungsterm ¢ := ¢(z), (der von der Pulsaren verursacht ist) zu-
sammen. (F' = ¢o(1 + ¢(z)),|¢| < 1) Unter diesen Annahmen konnten wir erst
die tensoriellen Feldgleichungen linearisieren und durch Einfithrung einer bestimm-
ten Eichtransformation sie auf gewohnliche bringen. Die Technik, die wir weiter in
Kapitel 3 bei dem tensoriellen Teil angewendet haben, &hnelt derjenigen in der Brans-

!Siehe [2].
2Siehe Abschnitt 2.5 in dem zweiten Kapitel.
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Dicke-Theorie. Wir erhalten am Ende fiir die Pulsare (PSR 1913+16) einen Quadru-
polabstrahlung, der gleichen Form wie in der allgemeinen Relativitédtstheorie oder
Brans-Dicke-Theorie. Da das skalare Feld massiv ist, enthélt die skalaren Quadrupol-
strahlung zweier Pulsare einen exponentiellen Abfall. Da diese exponentielle Funktion
in Abhéngigkeit von r und p ist, wobei p fiir das chemische Potential steht, wihrend
r der Abstand zwischen den Pulsaren und dem Beobachter ist, hat der skalaren Teil
offensichtlich keinen zusétlichen merklichen Beitrag auf den tensoriellen Teil der Ener-
gieabstrahlung. Am Ende hatten wir die Newtonsche Konstante G bestimmt. Wir
haben festgestellt, dass ihr Wert exakt mit der Gravitationskonstante G iiberein-
stimmt. Diese Tatsache kann man verstehen, wenn man bedenkt, dass das chemische
Potential p ~ Ep2 ist, und daher dominiert ist. Die Abnahme der Bahnperiode der
zwei Pulsare (PSR1913+4-16) in der g-Theorie steht wie in der allgemeinen Relati-
vitdtstheorie im Einklang mit der astronomischen Beobachtung, die von Hulse und
Taylor durchgefiithrt wurde, aber die g-Theorie hat noch weitere Vorteile als die all-
gemeine Relativitdtstheorie. Eine dieser Vorteile ist, dass sie eine mogliche Losung
des kosmologischen Konstantenproblems aufzeigt.
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Anhang A.
Der abgednderte Ricci-Tensor 1. Ordnung

Wir wollen hier die erste Ordnung des Ricci-Tensors berechnen, daher ist unser Aus-
gangspunkt die Definition des Christoffelsymboles:

o g {a.g,ul/ + 09 . agu)\ } ‘ (Al)

M T T B OxH ozV

Mit dem Ansatz:
Juv = M + huu, |h“y| < 1, (AQ)

folgt:

o _ (TR (O Ohr, Ol
A 2 oz OzH ozV

0 O Db Ol B[O Ok Ol s
2 oz Ozt oxv 2 oz Ozt oxv | '

=0(h?)

Der Ricci-Tensor ist gegeben durch:

ory, oy,

A v
R““ T 9k oxY + FZVPNW B PZ"‘@PW?
orv orv
~ B KR h?). A4
s~ g TOM) (A.4)

Wir interessieren uns hier fiir die erste Ordnung des Christoffel-Symboles und des
Ricci-tensors, damit ergibt sich aus den Gln. [A3)) und [AZ):

Yo (Oh oh Oh 0’h
Pa(l) _ 77_ uv v A 7z A
Atk 2 | oz Oxt Ox¥  0x Oxy (A-5)
arv orv
(1) — 2o T ps A
Ry, p o (A.6)
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ANHANG A

Wir kénnen die Indizes in den lezten beiden Gleichnungen umbennen, daher gilt auch:

M [ Ohy | Ohyy  Oh
Ay _ T pv pp v
L 2 { OxH * oxzv  OxP } (&.7)

A A
RO — O Oy
me Qo oz
Setzen wir Gl. (AA) in Gl. (A7) ein, so erhalten wir:

R,(}) = 77_/\[){ Ohop Phor Py } Y { O*hpw 0o Ohyu }
v 2

(A.8)

2

oxvoxr  OxvOxt  OxVOxP 0z ozt OxrOxv  OxrOxP

1) P, PR Phy RN, PR,

T2 ) 9xvox ' dxvOxt  OxvOxy, _BmAaxu 922z, [
——

92h
Sz dx

(A.9)

L RO _1<Dh P, 9, a%ﬁ)
py 9 124

0x2oxH Oz Oz + oxHoxzY

Mit dem Umbenennen der Indizes kann letzte Gleichung geschrieben werden als:

1
1
R;(w) = 5 [npahpa,u,u + Dh;w - Upah;w,p,y — npahpy,u,g] . (A.lO)
Da gilt:
npohpa 1,V Uiad hpa [IR% npghpa JIR% npghpa i
" ooy = = = = 2 Al
T Rpow, > 2 > 2 (A.11)
_npahpu,u,a = _npghyp,u,a (A12)
=" hp e = =10 hovpp = =1 hovpp = =107 hovpp (A.13)

liefert das Einsetzen der Beziehungen [ATT] bis in Gl. A1

1 1 1
2= 3 (9 [ (S )] [ ()] ).
v M

’ (A.14)
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Anhang B.

Linearisierte Feldgleichungen, Eichtransformation
und Eichbedingungen in der qT (3. Methode)

Wir wollen hier auf etwa eine andere Art und Weise Gl. (B20) erhalten. Unser Aus-
gangspunkt ist Gl. (BH). Anstatt dass wir nun Gl. B8) nehmen, kénnen wir den
Ricci-Tensor in Abhéngigkeit von hy, (an Stelle von hy,) ausdriicken.

Der Ricci-Tensor bis zur ersten Ordnung lautet dann:!

1 g
R;(}V) = 577/) (Ppvpw + Pywpo = Ppopw — lpv o) (B.1)

oder man kann ihn auf die nachfolgende, geschickte Form bringen:

1 - (1 o (1
Ri}u) ) (Dhuv + [np <§hp<w - hou,pﬂ + [77[) <§hp0,v - howp)] ) . (B.2)
v M

)

2

Zunéchst mochten wir auf zwei verschiedenen Wegen eine Eichtransformation ablei-
ten.

Erster Weg

Da die Feldgln. (Gln. B3)) kovariant sind, steht es uns frei eine Koordinatentrans-
formation durchzufiiren. Wir haben |h,,| < 1 vorausgesetzt, daher sind nur kleine
Abweichungen von den Minkowskikoordinaten zugelassen, also Koordinatentransfor-
mationen der folgenden Form:

ot — 2 = gt + ' (x), (' (z) < 1). (B.3)
ox't ., Oe
orr N oz

Der metrischen Tensor transformiert sich unter einer Koordinatentransformation wie
im folgt:

(B.4)

ozt oz’

o _
o2~ oxr Y

-, (B.5)

!Siche Anhang A.
2Der Ricci-Tensor bis zur ersten Odnung kann auf so eine Form gebracht werden, dazu siehe auch
Anhang A.
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ANHANG B

Setzen wir Gl. (B4) in Gl. ([BX) ein, so folgt unter Beriicksichtigung der letzten Gl.
in (B3):

Oet Oe”
I 2N i Z N o YE v AR pARY
g n h <5A + 835)‘) <5H+ 8x“> <77 h >

g g 08 g 00, 0 O DT ae O O
Oxh oxt  Oxv Ox*  OxV Oxy, Ox Oxk

Da wir uns fiir den linearen Fall interessieren, vernachlissigen wir die nichtlinearen
Terme in der letzten Gleichung. Nehmen wir aulerdem Terme bis zur ersten Ordnung
von € , so ergibt sich die Eichtransformation:

oo e
ox?  Oxh’

W = B — (B.6)

Zweiter Weg

Streng genommen handelt es sich hier nicht um eine voéllig andere Methode, sondern
dieser Weg dient dazu eine Wichtige Einsicht zu gewinnen. Wir wissen aus der ART,
dass alle Energieformen zur Masse beitragen, daher sollte jede Energieform als Quelle
des Gravitationsfeldes in Erscheinung treten, die durch den Energie-Impuls-Tensor
gegeben ist. Diese Quelle wird den Raum kriimmen, die durch den Ricci-Tensor be-
schrieben ist, daher verschwindet der Ricci-tensor (und folglich den Ricci-Skalar) im
quellenfreien Raum. Als Gl. bedeutet dies:

1 g
RELIV) - §np (hpo—vﬂ/ay + hl“’vpﬂ - hlwy/’vV - hPVyth) = O (B7)

Bemerkung: Wir bezeichnen den Ricci-Tensor (bis zur 1.0rdnung) in dem zweiten
Bezugssystem mit:

1 g
Rﬁ) - 577p (h;mu,u + h;w,p,c B hiw,p,u o h;w,u,c) (B.8)

Lemma 14 Nach Weyl kann GI. [BZ]) durch den Ansatz:
h;u/ =€uv t € p, (BQ)
gelost werden, wobei €,(x) fir ein beliebiges, erzeugendes Vektorfeld steht.

Beweis 14 Setzen wir GI. (B3) in Gl. [B}) ein, so haben wir®:

1
1) _ o _
R}(’LV) o 577p 6p707/’l‘7y + EPJ,VHU + 6“7V7P7U + 61’7/147[)70 - eﬂyoypvl/ - €V7U7P7)u' - 6P7V7/147<7 - 6[’7#7”70 - 0' |:|
—— o e N N N ——
a b c d c d a b

3Terme mit gleichen Buchstaben heben sich gegenseitig auf.
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ANHANG B

Da der Energie-Impuls-Tensor auf der rechten Seite der Gl. (BH) nicht verschwindet,
besteht Thre Losung aus:

/
€ppy + €y + P = Ry (B.10)
N———— ~~
homogener Teil  inhomogner Teil

Ausserdem sollte uns Gl. (BI0), wenn sie in Gl. (BE) eingesetzt wird, Gl. (B3)
liefern, somit ist p,, = hy,.

Als néchster Schritt kdnnen wir uns leicht {iberzeugen, dass es sich mit Hilfe der
Gl ([B4) fiir den zweiten Faktor der Gl. (B2) ergibt:

(1 1
77p <§hpo'7“ — ho-lqu) = §hlpp7“ — hiﬁp + Dﬁﬂ. (Bll)

In der ART haben wir die Eichtransformationen (B.f) ausgenutzt, um die zweiten
und dritten Terme in der rechten Seite der Gl. (B2) verschwinden zu lassen. Da €, (x)
fiir ein beliebiges, erzeugendes Vektorfeld steht, so konnen wir in der qT nicht nur
die zweiten und dritten Terme in der rechten Seite der Gl. (B2 zum Verschwinden
bringen, sondern wir haben die Moglichkeit Gl. ([BX) weiter zu vereinfachen. Dies
gelingt uns, wenn wir wéhlen:

1
ey = 2, = Sh8, = O (B.12)

Mit Hilfe der Gln. (B und (BIZ) bekommen wir dann die erste Eichbedingung:

1
Mo = 3hou = Oud! (B.13)

Wir konnen die gleiche Idee auf den 3. Term in der rechten Seite der Gl. (B2
anwenden, um die zweite Eichbedingung bekommen zu kénnen,somit folgt:

1 1
R$==5¢MW—2%&@)=§DMV—%&¢, (B.14)
W _p(h
= RV =0 5—(;5 . (B.15)
Setzen wir Gln. (BId) und (BIH) in Gl. (B3) ein, so ergibt sich:

n l/h —167 [T, v
U oy + My — M2 _277;w¢:| = ( L + Ny | - (B.16)

§ %0

Beriicksichtigen wir noch die Abkiirzungen in ([BI]) und BIZ), so ist:

Dguy = — QKQTTMV y

was dann mit Gl. (B20) iibereinstimmt.

“Dieses Ergebnis unterscheidet sich von der ART, dass die Eichbedingunggleichung nicht homogen
ist.
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Anhang C.

Das Wirkungsintegral eines freien Teilchens in
einer anderen Form

Fiir die Wirkung eines freien Teilchens gilt:

S = / ads, (C.1)

« ist hier eine beliebige Konstante. Man kann Gl. ([CJ) iiber die Zeit darstellen:

to
S = Ldt, (C.2)
t1
wobei L die Lagrange-Funktion ist. Um einen Ausdruck fiir « ableiten zu kénnen,
gehen wir folgendermaflen vor: Die Lagrange-Funktion eines klassischen, freien Teil-
chens lautet:

2
L:T—V:%, (C.3)
somit erhalten wir aus der letzten Gl.:
to 2
s=[ " (C.4)
t1 2
Anderseits ist:
2
ds =c\/1— U—th
c
02
:>S:—/ac 1—C—2dt. (C.5)

In der letzten Gl. haben wir es mit einer relativistischen Lagrange-Funktion zu tun,
deshalb sollen wir aus ihr den klassischen Fall berechnen, damit man einen Ausdruck
fiir o gewinnt, wenn das darausfolgende Integral mit Gl. (C4l) verglichen wird. Die
Newtonsche binomische Formel ist gegeben durch:

<a + g)n —a"+ (?) a"_lg + (Z) a2 (g)Q + .. (C.6)
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ANHANG C

Ista=1 A ¢>0,so folgt:

damit ist:
l-=~1-=-=. (C.8)
Setzen wir Gl. ([(C) in Gl. [CI) ein, so erhalten wir:

S = / ac—l——— dt. (C.9)

Da der erste Term auf der rechten Seite der letzten Gleichung konstant ist, kann er
vernachléssigt werden, und es folgt:

S = /——dt (C.10)
Vergleicht man Gl. (CI0) mit Gl. ([C4) ein, so erhalten wir:
a = mec,

und daher kann Gl. ([Cl) geschrieben werden als:

S = c/mds. (C.11)
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Anhang D.
Konsequenzen aus dem Erhaltungsgesetz 7"" , = 0

Wir wollen in diesem Anhang einige Schlufifolgerungen aus dem Erhaltungsgesetz
von Energie und Impuls:

™ , =0, (D.1)
herleiten. Man kann es schreiben als:
T o4+ TH ; = 0. (D.2)
Aus der letzten Gleichung unterscheiden wir zwei Félle:
i) Fiir p =0, ist:
T o4+ 7%, =0 (D.3)
i) Firp=j=1,2 V3, ist:

T 6 +T9 ;=0 (D.4)

Multiplizieren wir Gl. (O] mit z*, so folgt:

o179 g
(TJO 0 —FT]Z ) " =0— /d3 2k = —/dngﬂJmk

Integrieren wir die rechte Seite der letzten Gleichung partiell, so verschwindet der
erste Faktor,! und wir bekommen:

gt/d?’mTJO b= /d?’mTjk. (D.5)

Multiplizieren wir nun Gl. ([O) mit #72%, und integrieren wir partiell wie vorher, so
ist:

9 3,700, .j /3 Oa(xm’“)
dPxT”' ————=
at/d S ot

'Da T im Unendlichen verschwindet.
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ANHANG D

und da:
J ok ) )
oz - ) _ alak pad ok (D.6)
Ozt i it
~— ~—
=67 =6k
so erhalten wir:
P , A )
a/dngOOxjxk = /Tojxkdgx—i—/Tkajdgx. (D.7)

AufBlerdem bekommen wir aus Gl. ([4):
T

Wenn wir nachher mit #7 multplizieren und partiell integrieren, folgt:

%/d?’kaOxj = /d?’kaj. (D.8)

Summieren wir nun Gln. (-8) und ([@X3), so ist:
o 9 . .
/d?’x(TkJ +T7k) = 5 /d?’x (2 T90 I TF)
—Tik
10

3z T =
:>/ v 20t

/d3x (2R TI0 + 23 TR), (D.9)
Durch Einsetzen der Gl. (D7) in die letzte Gleichung, ergibt sich:

. 1 62 .
/d?’:vT]k = 5%/d3xaz]kaoo. (D.10)

Wir multplizieren nun Gl. ([O3) mit ¥ und integrieren iiber den Raum:

9 4 4
—/d3xT00xk = —/d?’:vkaOZ,i = /d3x :Uﬁ T,
ot —

ok

(3

wobei wir im letzten Schritt wieder partiell integriert haben,
0
= /d3x T% = e /d?’a:kaOO. (D.11)

Wir integrieren jetzt Gl. (O.3) iiber den Raum

/dngO% = —/d3xT0i7i.
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ANHANG D

Da die rechte Seite der letzten Gleichung nach der Integration in Folge der Grenze
im Unendlichen verschwindet, erhalten wir:

/d% T 5 = —/d?’xTOi,i = 0. (D.12)

Differenzieren wir Gl. (O-I0]) nach der Zeit, und integrieren Gl. () iiber den Raum,
so folgt:

82
3, 0k _ 3, k00
/de 70—@/dxxT ,
/d?’xTOk@ = —/d?’xTik,k
0? .
= 3 /d?’mkaOO =— /d%T“ﬂk =0, (D.13)

wobel wir im letzten Schritt noch Gl. (LT2) beriicksichtigt haben. SchlieBlich erhalten
wir aus den Gln. (LF) und ([TT)):

) Tk(] 1 2 )
/dgxa:j 8(% = 5%/d3xaz]kaoo. (D.14)
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The mathematician’s patterns, like
the painter’s or the poet’s must be

beautiful; the ideas, like the colors

or the words must fit together in a

harmonious way. Beauty is the first
test: there is no permanent place in
this world for ugly mathematics.

Anhang E.

Elliptische Integrale

E.1. Ableitung der Laplaceschen Integrale (1. Methode)

G. H. Hardy

Wir wollen hier erst zwei allgemeine elliptische Integrale ableiten.! Unser Ausgangs-
punkt ist die Gleichung, die die Fliche einer Ellipse beschreibt. Um diese zu bekom-
men, denken wir an einen unendlich kleinen Sektor einer Ellipse, in dem die folgende

Beziehung gilt (siehe Abbildung E.1):

df = ﬁ,:>ds:rd9.
r

Die Fliche eines unendlich kleinen Sektors ist:2

dF = _ds.
2

Setzen wir Gl. (EJ) in Gl. ([EX) ein, so folgt:

2

2 w/2 .2
dF:%d0:>F:/ redo.
0

!Siehe[I7, M8, M9, 20]

2(Fliche eines Dreiecks.)

ds
-

/D

Abbildung E.1.: Sektor einer Ellipse
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ANHANG E

Abbildung E.2.: Ellipse

Die Flache einer Ellipse und die Ellipsengleichung im kartesischen Koordinatensystem
sind gegeben durch:

F = abm, (E.4)
22 42
ﬁ + b_2 =1. (E5)

Mit z = rcosf, y = rsinf, und den letzten zwei Gleichungen kann Gl. ([E3) ge-
schrieben werden als:

1 [/ o
ab = 2_ cos2 6 sin 0 (EG)
[
Bequemerweise kénnen wir die letzte Gl. schreiben als:
11 /“/ 2 d (©.7)
VAB 27 ), Acos?6+ Bsin?6’ '

wobei A :=1/a?, und B := 1/b%. Mit den Ansétzen:
A=e*1—re?)ANB=e"(1 —re ™),
ergibt sich fiir die letzte Gleichung

1 1 [7/2 do

VI—2rcosd+r2 2n)y €M1 —re?)cos2 0+ e M1 —re~i0)sin? 6’
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oder
1
V1 — 2rcos?d + r2 -
12 df
T2 )y  eircos2f+ e s — r(efA+0) cos? § + e~ iA9) sin? 9)
1 [/ d

= — E.8
21 Jo  cos A +isinAcos 26 — rlcos(? + N) + isin(d + \) cos 26]’ (E8)

wobel wir im vorletzten Schritt die Eulersche Formel und im letzten Schritt noch die
trigonometrische Beziehung:

cos® a — sin? a = cos 2

verwendet haben. Wir wissen, dass eine jede Funktion f(r) in einer unendlichen Reihe
geméf

flr)= Z anr'”,
n=0

entwickelt werden kann. Die linke Seite der Gl. (EX) ist eine solche Funktion, die
man auch darstellen kann als

1 o
= Z P,r", an(cos) = P, (cos?), (E.9)
V1 —=2rcos® + r2 —

wobei man P, als Kugelfunktionen erster Art bezeichnet. Sie werden auch als legen-

dresche Polynome oder auch zonale harmonische Funktionen genannt. Setzen wir Gl.
([ED) in Gl. [ES), so ist nach kurzer Umformung:

o 27 Jo (cos A+ i sin Acos 20) |1 — r (cos(V + N) —|—'z ?,m(ﬂ + ) cos 20)
(cos A+ isin A cos 26)
(E.10)
Verwenden wir die geometrische Reihe:
- 1
"= E.11
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so konnen wir nun die rechte Seite der Gl. ([EEI0) in einer unendlichen Reihe entwi-
ckeln, daher ist:

1 [T do
Z Py = — — X
= 21 Jo  (cos A+ isin A cos 20)

y irn (cosw +2) + isin(V + ) cos 29>"’
— cos A + i sin A cos 20

oder

Pt =Sy | —
nZ:;] " Zr [27? /0 (cos A + isin A cos 26) 8

n=0
5 (cos(z? + A) +isin(d + \) cos 29)"}

cos A\ + i sin \ cos 20

Vergleichen wir die beiden Seiten der letzten Gleichung miteinander, so folgt:

1 (™2 (cos(9 + \) +isin(d + \) cos 20)™df
P, (cosd)) = — E.12
(cos9) 27 /0 (cos A + i sin A cos 26)n+1 (E-12)
Aus der letzten Gl. konnen wir 2 wichtige Ergebnisse erhalten:
i) Ist A =0, so bekommen wir
1 w/2
P, (cos ) = 2—/ (cos ¥ + isin v cos 26)"d6. (E.13)
T Jo
ii) Ist A = —4, so ergibt sich
1 [ df
P,(cosd) = — . E.14
(cos ) 27 /0 (cos ¥ — isin ¥ cos 20)7+1 (E-14)

Man kann weiterhin die letzten beiden Integrale auf eine andere Form bringen, denn
mit dem Ansatz:

x = cos v, (E.15)
folgt:
sind = +iv/22 — 1. (E.16)
Wir haben hier die trigonometrische Beziehung:

sin? ¥ + cos? ¥ =1,
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verwendet. Mit 26 = ¢ und durch Einsetzen der Gln. (EXTH) und (ETG) in Gln. (EI3)
und ([ET4) erhalten wir:

1 (" dy
Po(z) = — , E.17
(=) 7T/0 (x + Va2 — 1cos p)ntl ( )
1 ™
Py(x) = - /0 (x F Va2 —1cosp)*dp. (E.18)

Diese Integrale werden als Laplacesche Integrale genannt.

E.2. Modifizierung des zweiten Laplaceschen Integrals und
die Rodrigues Formel

Wi kénnen nun mit Hilfe des letzten Integrals die Legendre Polynome bestimmen.
Damit wir dieses Ziel auf eine klare Weise erreichen, mochten wir das letzte Inte-
gral auf eine etwas andere Form bringen, damit wir es schliefilich am bequemsten
integrieren. Mit der Eulerschen Beziehung:

e 4 el
— = Cos ¢,

konnen wir den Faktor (z + V22 — 1 cos @) aus Gl. ([EZI8) schreiben als:

i —ip
(x + x2—1cos<p):(m+\/m2—1 % >
—_———

e~ (e 4 1)
2

bzw.

2¢i% (e +1)Va2 —1| Va2 -1
1 :
2ei¥ 2¢ei¥ vz —1’

(x + V2?2 —1cosp) = [

und damit ist:

(x4 e¥Va2 —1)2 -1
2eiv\/x? — 1 .

(x +Va?—1cosy) = (E.19)

Durch den Ansatz:

z=e%\/x?2 — 1, (E.20)
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lésst sich letzte Gleichung kiirzer schreiben als:

z+2)? —
(x 4+ $2—1COSQD):(+2%,
— (22)"(z + Va2 — lcos )" = [(x + 2)* — 1™ (E.21)

Entwickeln wir die rechte Seite der letzten Gleichung mit Hilfe des Taylorschen Satzes
nach Potenzen von z in einer unendlichen Reihe um den Nullpunkt, so erhalten wir:

(2= g = 3 S0
v=0 :

= [2? — 1%+ = lim
' (E.22)

Wir fragen uns jetzt, wann bricht unsere unendliche Reihe ab? Um das sehen zu
konnen, betrachten wir einige Spezialfille der Gl. ([E22):

i) Ist n =1, so gilt:

A= [(x+z)2—1]1:>%:2(m+z)

— T,
dz? ’
In Wortern: Ist n=1, so reduziert sich die unendliche Reihe auf eine endliche
Reihe und das letzte Glied wire von zweiter Ordnung,.

ii) Ist n = 2, so gilt:
9 9 dB
B:=[z+2)°-1°"= e
d'B
dzt
In Wortern: Ist n=2, so reduziert sich die unendliche Reihe auf eine endliche
Reihe und das letzte Glied wire von vierter Ordnung.

Daher liegt im Fall der Gl. (EZ22) nahe, dass sich unsere unendliche Reihe auf eine
endliche Reihe reduziert, und das letzte Glied wire von zweiter Ordnung.?
Damit folgt:

= 4z + 2)[(x + 2)* = 1]

= 24.

d(z+2)?> = 1" 22 d*[(x + 2)? —1]"

2 M2 1124 21 AT
(@ +2)" 1] S 1! ilgtl) dz i 2! ll—{% dz?
22n dQ"[(:C + 2)2 _ 1]n
li E.2
e (2n)! 50 dz?n (E23)

3Wir verzichten an dieser Stelle auf einen streng mathematischen Beweis.
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Wenn wir uns den Ausdruck [(x + 2)? — 1] in der letzten Gleichung anschauen, dann
sehen wir, dass die (2n)te Ableitung des Ausdruckes nach z gleich berechtigt ist wie
die (2n)te Ableitung dieses Ausdruckes nach x. Also liegt eine bestimmte Symmetrie
vor. Das gilt auch in etwa im allgemeinen Fall, nimlich:*

Lemma 15 Ist m =p (m,p € R), so gilt:

dQ"[(m:c —|—pz)2 — 1" B dQ"[(m:c +pz)2 —1J"
dz2n - dx2n :

Folglich kénnen wir Gl. (E23)) schreiben als:

z di(z+2)?2 -1 22 d[(z+2)?-1]"

2 n __ 1.2 2 R E -
(2 1" = o A g iy T iy
Zn—l d"_l[(x + 2)2 _ 1]n L d"[(:ﬂ + 2)2 _ 1]n
li li
+ (n—1)! 20 dxn—1 + (n)! =20 dxm +
Zn+1 d"+1[(x + 2)2 _ 1]n
li
* (n+1)! ey dzntl et
2n 2n 2 _1In
AT d"[(x + 2)* — 1] 7
(2n)! z—0 dz?n

oder wenn wir den Limes ausfithren,® und Gl. ([ZZI)) betrachten, so bekommen wir:

[(z 4+ 2)2 — 1" I 21— n d[:c2 — 1]

n n 2 n
2"(x + Va2 —1cos ) =T =2 [ —1]" + 0 -
2 d2[2? — 1] zb a1
T da? ot (n—1)!  dan!
1dMa® =1 z  dVPz? -1 T
n!  dxz" (n+1)!  daxntl

oM d2n [$2 _ 1]n
+ )
(2n)!  da?n

4In unserem Fall ist m = p = 1, auBerdem beschrénken wir unsere Vermutung auf die reelle Zahlen,
da wir hier mit diesem Fall zu tun haben.
SWir diirfen den Limes deshalb ausfiihren, weil die Ableitung jetzt nach x ist.
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bzw.
4 2)2 _ 1]11 1 dn[.%'Q _ 1]11 > dn+1[.%'2 . 1]11
2n 2 1 n — [(.7] —
@+ Ve cos ) 2" W (n+1)!  dant! +
N N SN d2n[$2 _ 1]11 zfl dnfl[x2 _ 1]11
T (2n)! da?m (n—1)!  daxn1
N Z—Q dn_2[$2 _ 1]n N N ZQ—n d2[$2 _ 1]n+
(n—2)!  dan—2 2! dx?
Zl—n d[CCQ _ 1]n o .
+ T . + 2 "z? - 1],
oder:

Setzen wir Gl. ([EZ20) in die rechte Seite der Gl. [EZ24) ein, so folgt unter Beriicksich-
tigung der Eulerschen Formel:

1 d*[x? — 1"
n 2 _ n_ -2
2"(x + Va2 —1lcose)" = p R +
" ‘ (m)u d"*”[mz -1 2 _ 1)~ dnfu[xQ — 1)
* 112:1 cos () (n+v)! dxntv + (n—v)! dxn—v

n

+1 Z sin (pv)
v=1

(n+v)! dx™tv (n—v)! dxn—v

(Va2 = 1) d™H[a? — 1" (Va® — 1) d"V[a? — 1]n]
(E.25)

Da die linke Seite der letzten Gleichung rein reell ist, so muss der imaginéire Anteil
der rechten Seite verschwinden, deshalb erhalten wir die Bedingung:

(Va2 = 1) d[a? — 1" (Va2 — 1)~ dv Ve — 1]

(n+v)! dxntv  (n—v)! dxn—v

, v<n. (E.26)

Gl. (EZ0) wurde zuerst von Jakobi aufgestellt.
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Mit der letzten Gleichung reduziert sich Gl. ([EZ2H) auf:

1d"a? - 1]"
n! dxn

n
+2 Z cos (pv)
v=1

1 dz? -1
= (x+ Va2 —1lcos)" = T g

2 n
ton Z cos (pv)
v=1

2"(x 4+ Va2 —1lcosyp)" = +

(n+v)! dantv

(Va? 1) d"[a? - 1]n]

(\/1.2—_1)1/ dn+u[x2 _ 1]n]

(n+v)! dxntv
(E.27)
Integrieren wir Gl. ([EEZ7) nach ¢ zwischen den Grenzen 0 und 7, so folgt:
™ 1 qr [562 _ 1]n ™
2 _ ngo_
/0 (x 4+ Va2 —1cosyp)"dp = Sl /0 dp
9 n ( 2 — 1)V dn—f—u[xQ _ 1]n s
— 3 dep.
+ 2n 1;1 (n+v)! dxmtv /0 cos (pv)dy
(E.28)

Wir haben auf diese Weise das Problem auf zwei Standardintegrale zuriickgefiihrt,
wobei fiir diese gilt:
/ de =,
0

(E.29)
/ cos (pr)dyp = 0,
0
somit ist:
T dn(:CQ _ 1)n
2 Ny —
/0 (x+Vax?—1cosp) dp = S T
17 1 d*(z*-1)"
_ 2 _ n —
— 77/0 (x4 Va2 —1cosp)"dp = Sl T (E.30)
Vergleichen wir endlich Gl. (E30) mit Gl. ([EI8), so bekommen wir:
1 d*(z? —1)"
P (z) = . E.31
@)= Gl (E.31)

Die letzte Gleichung ist zuerst von Rodrigues, spéiter unabhéngig von diesem von
Ivory und Jacobi gefunden. Indem wir die linke Seite der Gl. (EI8)) bestimmt haben,
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haben wir gleichzeitig dies auch fiir die linke Seite der Gl. (EZI7) getan. Setzen wir
die Ansitze:

k
VE2 127
und die Gl. ([E3T) in Gl. (ETXD) ein, so ergibt sich:

p=F, (E.32)

xr =

4 dE 7'(' k
_ P — ). E.33
/0 (k + lcos E)ntl (k2 — 12)—”31 < /12 _ l2> ( )

E.3. Auswertung der aufgetauchten, elliptischen Integrale in
den Gravitationswellen der qT

Wir wollen nun einige Anwendungen der letzten allgemeinen elliptischen Integrale
machen, um die elliptischen Integrale aus dem vierten Kapitel zu bestimmen:®

I /” sin? EdE
o (

1 —ecos E)®’
. /” dE
27 Jo 1—€cosE)
Es gilt ndmlich:
d(1 —ecosE)™ —nesin £
dE ~ (1 —ecos E)(n+1)
-1 d(1—ecosE)™"

— (1 —ecos B)~ (") = (E.34)

nesin £ dE
Ist n = 4, so bekommen wir:

~1 d(1 —ecos E)~*
" desinE dE ’
Multiplizieren wir die letzte Gleichung mit sin? £ und integrieren wir weiter von 0
bis 7, so folgt:

(1—ecosE)™°

T sin? BdE 1 [ d(1 —ecos E)™*
= inE dE
/0 (1—ccosE)P e fy °" dE
1 [7 cos
== | —== ___4F E.35
46/0 (1—€cosE)* 7 (E-35)

wobei im letzten Schritt in Folge der partiellen Integration der erste Ausdruck ver-
schwindet. Weiter erhalten wir aus der Gl. ([E333]) die Integrale:

Vergleiche dort die Gln. [EI20) und EI21).
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) k=11l=—-en=2:

/0” (1 —eﬁsE)?’ T _W62)3P2 (\/11_—62> (E.36)
i) k=1,1=—en=3:
/0” (1— edf)s BT 0 _Weg)zp?’ (\/11_—62> : (E.37)

Addieren wir nun die letzten beiden Gleichungen zusammen:

/’T 2 —¢ecos B JE — T P< 1 >+ T P( 1 )
o (1 —e€cosE)* _(1_62)% \V1_e 1—e2 *\Vi-ea)’

und verwenden wir wieder Gl. (EZ31), so bekommen wir:
T cos B T
— _dF = —

/0 (1 —ecos E)* €

Durch Vergleich der Gleichung (E38) mit (E33), folgt:

(1 —162)2133 <\/11——62> a —162)%]32 <\/11——62>] '

T sin? EdE T 1 1 1 1
h= | A s B~ ie 1 - 5 :
o (1—€ecosE) A | (1 — €2)2 V1= e (1—e2)3 NG

Damit wir die rechte Seite der letzten Gleichung am bequemsten mit Hilfe der Rod-
rigues Formel (E3T]) auswerten kénnen, verwenden wir die Abkiirzungen:

1
u=vV1—e, Av=—,
u
somit ergibt sich:
I = T [v'P3(v) = v’ Po(v)]
4(1 — u?)

mit:
1 2
o) = 530 — 1),

Py(v) = %(5713 — 3v),

79



ANHANG E

folglich ist:

= (E.40)

I _/7r sin? EdE (4 + €2)
YTy (T—ecosEY 81— )T

Das zweite Integral I ergibt sich direkt aus der Gl ([E33), denn ist: £k = 1,1 =
—e,n = 4, so erhalten wir:

I — / T dF _ 77 P (;) .
o (1—e€cosE)> (1_62)% Vi—e
Dieses Integral konnen wir wieder durch die oberen Abkiirzungen ausdriicken:
— I, = 0’ Py(v),
und mit:
Py(v) = 5(3504 — 3007 + 3),

bekommen wir:

I /’T dE 7(3et + 24€% + 8)
2 =
o (

1 —ecos E)® - 8(1 — €2)9/2 (E.41)
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