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Einleitung

Die vorliegende Dissertation beschiftigt sich mit Lorentz-Verletzung und Gravi-
tation. Symmetrieprinzipien spielen in der Physik eine wichtige Rolle, die Lorentz-
Symmetrie nimmt als grundlegende Symmetrie im Standardmodell der Elementar-
teilchenphysik einen wichtigen Platz ein. Es gibt aktuell keinerlei experimentelle
Hinweise darauf, dass Lorentz-Symmetrie nicht exakt sein konnte. Verschiede-
ne Theorien, die als Kanditaten einer fundamentalen Theorie diskutiert werden,
sagen aber eine Verletzung von Lorentz-Symmetrie voraus. Lorentz-Verletzung
kann beispielsweise im Niedrig-Energie-Limes von String-Theorie [1-3], Loop-
Quantengravitation [4-6], Raumzeit-Schaum [7, 8], oder durch nichttriviale Raum-
zeit-Topologie [9, 10] auftreten. Auf diese Weise kann die Verletzung von Lorentz-
Symmetrie als Fenster zu neuer Physik jenseits des Standardmodells verstanden
werden.

Mit der ,Standard-Modell-Extension” [11] existiert eine umfassende, renormier-
bare, eichinvariante, effektive Beschreibung aller in diesem Rahmen moglichen
Erweiterungen des Standardmodells, die im Limes kleiner Lorentz-verletzender
Parameter wieder das Standardmodell der Elementarteilchenphysik liefert.

Einen konsistenten Rahmen zu finden, der auch die Einstein-Hilbert Wirkung und
eine (minimale) gravitative Kopplung des Standardmodells umfasst und um Lo-
rentz-verletzende Terme erweitert, stellt dagegen ein ungeltstes physikalisches
Problem dar [12]. Das zentrale Problem ist die Frage nach dem Quellterm der
Einstein-Gleichungen. Explizit Lorentz-verletzende Terme in der Wirkung brechen
die Diffeomorphismus-Invarianz und fithren zu geometrischen Unvertraglichkei-
ten zwischen dem Einstein-Tensor und dem Energie-Impuls-Tensor. Die Reaktion
der Raumzeit auf explizit Lorentz-verletzende Probleme ist somit unbekannt.

Noch weitere Aspekte lassen vermuten, dass die Kopplung von Lorentz-verlet-
zenden Theorien an die Gravitation zu Inkonsistenzen mit fundamentalen phy-
sikalischen Ergebnissen fithren kann. Verschiedene Publikationen [13-15] duflern
die Vermutung, dass innerhalb Lorentz-verletzender Theorien eine Verletzung des
verallgemeinerten zweiten Hauptsatz der Thermodynamik moglich sein konnte.



Einleitung

Es ist bereits bekannt, dass Lorentz-verletzende Theorien existieren, in denen z.B.
Unitaridt oder Kausalitat verletzt sind [16, 17], was sicherlich als Ausschlusskri-
terium fiir eine physikalisch sinnvolle Theorie zu werten ist. Mit der Kopplung
Lorentz-verletzender Theorien an die Gravitation treten moglicherweise neue In-
konsistenzen auf, diese Arbeit untersucht die Kopplung von Lorentz-verletzenden
Theorien an die Gravitation unter verschiedenen Aspekten auf solche Inkonsisten-
zen.

Die Arbeit gliedert sich in vier Teile. Teil I diskutiert explizite Lorentz-Verletzung
im Minkowski-Raum, insbesondere im Hinblick auf den Energie-Impuls-Tensor
und Moglichkeiten der Kopplung an die Gravitation. Teil II und III beschiftigen
sich jeweils exemplarisch mit der Kopplung einer Lorentz-verletzenden photoni-
schen Theorie an die Gravitation.

Teil II diskutiert die CPT- und Lorentz-verletzende Maxwell-Chern-Simons-Theo-
rie. Mit der CPT-Anomalie in Kapitel 11 wird ein Mechanismus diskutiert, unter
dem ein solch Lorentz-verletzender Term auftreten kann, der auf natiirliche Weise
stark unterdriickt ware. In Kapitel 13 wird eine geometrische Interpretation des
Propagationsverhaltens von Lichtstrahlen in Maxwell-Chern-Simons-Theorie im
Rahmen von Finsler-Geometrie diskutiert.

Teil III untersucht die modifizierte Maxwell-Theorie. Besonderer Schwerpunkt
wird hier auf die Diskussion gelegt, ob es moglich ist, ein Perpetuum Mobile
zweiter Art in Lorentz-verletzenden Theorien zu konstruieren.

Teil IV fasst die zentralen Ergebnisse dieser Dissertation zusammen. Teilresultate
dieser Dissertation wurden bereits verodffentlicht, bzw. zur Veroffentlichung einge-
reicht [18-20].
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Teil 1.

Lorentz-Verletzung und Gravitation
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1. Lorentz-Verletzung und Noether-Strom

Diese Arbeit beschiftigt sich mit Lorentz-Verletzung und Gravitation. Die Kopp-
lung von explizit Lorentz-verletzenden Theorien an die Gravitation stellt ein un-
gelostes physikalisches Problem dar [12]. Das vorliegende einfiihrende Kapitel
der Dissertation diskutiert diese Problematik. Einen sehr umfassenden Ansatz,
um Lorentz-Verletzung zu parameterisieren, ist die sogenannte Standard-Model-
Extension (SME) [11], die eine mdgliche, oberflachlich renormierbare Erweiterung
des Standardmodells darstellt. Die Lorentz-Verletzung in der SME ist explizit:
Es werden konstante Hintergrund-Tensor-Felder per Hand zur Standard-Modell-
Wirkung dazugeschrieben. Diese Hintergrund-Felder sind nicht dynamisch und
erfiillen keine eigenen Bewegungsgleichungen. In der SME sind sie konstant ge-
wdhlt, so dass Raumzeittranslationen als Symmetrie erhalten bleiben. Damit ist
tiber das Noether-Theorem [21, 22] eine physikalisch sinnvolle Definition des (ka-
nonischen) Energie-Impuls-Tensors moglich,

0L
T = 2 (94) dp — L%, . (1.1)
Z bezeichnet die Lagrangedichte einer translationsinvarianten Theorie, ¢ steht
symbolisch fiir alle Felder dieser Theorie, die ggf. enthaltene Summe iiber mehrere
Felder oder innere Symmetrieindizes ist unterdriickt.

Der so definierte Noether-Strom (der kanonische Energie-Impuls-Tensor) ist im
Allgemeinen nicht symmetrisch,

THY 7& TVH , (1.2)

kann aber in Lorentz-invarianten Theorien stets symmetrisiert werden [23]. Die-
sem Symmetrisierungsprozess wohnt jedoch eine gewisse Mehrdeutigkeit inne,
die darauf zuriick zu fiihren ist, dass die Addition bestimmter Divergenzterme
die physikalische Bedeutung eines erhaltenen Stromes nicht dndert, insbesondere
bleiben die erhaltenen Ladungen gleich. In [24] wird diskutiert, dass diese Mehr-
deutigkeit vermieden werden kann und man auf natiirliche Weise einen symmetri-
schen Energie-Impuls-Tensor findet, wenn man zusétzlich zu den Feldgleichungen

13



1. Lorentz-Verletzung und Noether-Strom

auch die Bianchi-Identitdten beriicksichtigt und die Invarianz der Wirkung unter
allgemeinen Lorentztransformationen und nicht nur unter Translationen fordert.
Dieser symmetrische Energie-Impuls-Tensor ist dann mit dem Strom M*"?, der zu
den homogenen Lorentz-Transformationen gehort, auf folgende Weise verkniipft,

MW7 = TH x7 — THxV . (1.3)

In einer Lorentz-verletzenden Theorie dagegen, lasst sich der kanonische Energie-
Impuls-Tensor (in aller Regel) nicht symmetrisieren, auch wenn Translationsin-
varianz als Symmetrie weiterhin erhalten ist. Man erkennt das, wenn man sich
vor Augen fiihrt, dass aus einem erhaltenen und symmetrischen Energie-Impuls-
Tensor immer ein weiterer Strom konstruiert werden kann,

MW7 = THx7 — THxV (1.4)
der kovariant erhalten ist,
MM =0, (1.5)

Wie in [24] diskutiert, ist M*"? der zu den homogenen Lorentztransformationen
korrespondierende Strom. Damit wire aber bereits wieder die gesamte Poincare-
Gruppe Symmetriegruppe der Theorie und die Theorie somit vollstindig Lorentz-
invariant.

Ein symmetrischer und erhaltener kanonischer Energie-Impuls-Tensor impliziert
also bereits Lorentz-Symmetrie [25], das bedeutet, dass es unmoglich ist, in einer
explizit Lorentz-verletzenden Theorie den Energie-Impuls-Tensor zu symmetrisie-
ren.

14



2. Energie-Impuls-Tensor als Quelle der
Einstein-Gleichungen

In der Allgemeinen Relativitdtstheorie [26, 27] trifft man auf eine neue physikali-
sche Interpretation des Energie-Impuls-Tensors, auf der rechten Seite der Einstein-
Gleichungen (in tiblicher Schreibweise)

GM" =8nTH (2.1)

tritt der Energie-Impuls-Tensor als Quellterm auf und ist dadurch fiir die Kriim-
mung des Raumes verantwortlich. Auf der linken Seite der Einstein-Gleichungen
steht der Einstein-Tensor. Er ist iiber den Riemann-Tensor R, definiert, der die
Nichtkommutativitdt der kovarianten Ableitungen misst,

R’,[Vpawa - DVDng' — DVD]/le (2.2)
fiir beliebige duale Vektorfelder w,. Es gilt

G = Ryy — 1/2Rg v, (2.3)
mit Hilfe des Ricci-Tensors

Ruv = Rypy P (2.4)
und des Ricci-Skalars

R=Ry . (2.5)

Aus den geometrischen Eigenschaften des Riemann-Tensors, insbesondere aus
Kontraktion der zweiten Bianchi-Identitéit,

DyR,,, " =0, (2.6)
folgen zwei wichtige, rein geometrische Eigenschaften des Einstein-Tensors, er ist
symmetrisch

G]/“/ - G]/‘u (2‘7a)

15



2. Energie-Impuls-Tensor als Quelle der Einstein-Gleichungen

und kovariant erhalten,
D,G" =0. (2.7b)

Man erhélt die Einstein-Gleichungen aus dem Variationsprinzip, der Energie-Im-
puls-Tensor ist durch die Variation des Materieanteils der Wirkung nach der Me-
trik gegeben, der Einstein-Tensor durch die Variation der Einstein-Hilbert-Wirkung.
Die Einstein-Gleichung erzwingt damit die rein geometrischen Eigenschaften (2.7)
des Einstein-Tensors auch fiir den Energie-Impuls-Tensor.

16



3. Definition des Energie-Impuls-Tensors
tiber die Metrik

Der Quellterm der Einstein-Gleichungen lésst sich iiber die Variation des metri-
schen Tensors definieren. Die Wirkung der betrachteten Theorie sei gegeben durch

S =S+ I, (3.1)
wobei
= / dhxT——R (3.2)
& $16m 3
den rein gravitativen Einstein-Hilbert-Term und .#»; den Materieanteil der Wir-
kung bezeichne,
1 0 M
_ETP‘Vfg = 755'?”/ , (3-3)
oder
1
5 = — / A3 3T, 508" (3.4)

Im rein metrischen Formalismus wird die Symmetrie des Energie-Impuls-Tensors
gefordert, indem man in der Definition (3.4) nur symmetrische Variationen gH" =
0g'# zuldsst [28, 29]. Unter Variationen der Metrik ergibt sich

1 4
65 = 10— [ dxy/gGubg" . (3.5)
Mit dieser Definition ergeben sich die Einstein-Gleichungen zu
Guy = 87T,y . (3-6)

In einer Diffeomorphismus-invarianten Theorie garantiert die Invarianz des Ma-
terieanteils der Wirkung, dass der durch (3.4) definierte Energie-Impuls-Tensor

17



3. Definition des Energie-Impuls-Tensors iiber die Metrik

kovariant erhalten ist, vgl. [26, 30]. Dazu betrachte man eine infinitesimale Koor-
dinatentransformation

Die Variation der Metrik ist durch die Lie-Ableitung gegeben,
6g" = DFe¥ + DVel = (8" g™ +6",8") due™ + " ¢" €01 g0 - (3.8)

Die induzierte Variation im Materieanteil der Wirkung ist nun

1
0=— / d4x§\/§Tw, 208" + .., (3.9)

wobei die nicht ausgeschriebenen Terme, unter Berticksichtigung der Feldglei-
chungen fiir die Materiefelder, nicht zur Variation beitragen. Einsetzen von (3.8)
in (3.9) und partielle Integration liefert nun

0= /d4x (3 (VZ1/2(TP* + T%)go1) — 1/2(TP + T*)drg00) €',  (3.100)
was impliziert
0= D,(1/2(T" +T), (3.10b)

also einen Erhaltungssatz fiir den symmetrischen Anteil des Energie-Impuls-Ten-
sors. Im metrischen Formalismus kann man also nur Aussagen iiber den sym-
metrischen Anteil des Energie-Impuls Tensor treffen, beziehungsweise man defi-
niert den Energie-Impuls-Tensor als den symmetrischen Anteil der Variation der
Materie-Wirkung nach der Metrik. Dieser so definierte Energie-Impuls-Tensor ist
automatisch, aufgrund der Diffeomorphismus-Invarianz der Theorie und der Giil-
tigkeit der Feldgleichungen, kovariant erhalten.

18



4. Definition des Energie-Impuls-Tensor iiber
das Vierbein

Der Vierbein-Formalismus [28, 30] bietet insbesondere die Moglichkeit, Spinorfel-
der im Rahmen der Allgemeinen Relativitdtstheorie, oder allgemeiner bei Vorlie-
gen von Raumkriimmung, zu behandeln. Ein Vierbein ¢, (x) ist ein orthogonales
und normiertes System von vier kovarianten Vektorfeldern,

e (x) e,"(x)g" (x) = ", (4.1)
die Metrik ist gegeben durch

Suv = eyaeuhﬂab . (4.2)

Griechische Indizes bezeichnen Tensoren unter allgemeinen Koordinatentransfor-
mationen, lateinische Indizes Tensoren unter lokalen Lorentztransformationen.
Da der Vierbein-Formalismus zwischen allgemeinen Koordinatentransformatio-
nen und lokalen Lorentztransformationen trennt, ist er moglicherweise geeignet,
um explizit Lorentz-verletzende Theorien an die Gravitation anzukoppeln [12]. Im
Vierbein-Formalismus ldsst sich der Energie-Impuls Tensor wie folgt definieren:

05 M = /d4x\/§ T\tli]érbeinew(x)(seﬂa ’ (43)
Mit dieser Definition ergeben sich die Einstein-Gleichungen wieder zu (3.6). In
einer Diffeomorphismus-invarianten Theorie kann man nun zeigen, dass aus der

Invarianz unter lokalen Lorentz-Transformationen der Energie-Impuls-Tensor (4.3)
symmetrisch ist: Unter einer infinitesimalen, lokalen Lorentztransformation

ANp(x) = 0" + w(x), (4-4)
mit antisymmetrischem

wab<x> = _wba(x)/ (4-5)

19



4. Definition des Energie-Impuls-Tensor iiber das Vierbein

transformiert sich das Vierbein wie folgt

dey = —w”beyb . (4.6)
Unter Berticksichtigung der Feldgleichung ist die induzierte Variation im Materie-
teil der Wirkung

0= 5‘5ﬁM = /d4x\/§ T\}/li];rbeinevaée]la == /d4x\/§ T\ili];rbeinevawﬂheyb . (47)

Mit der Antisymmetrie von w,;, folgt unmittelbar die Symmetrie des Energie-Im-
puls-Tensors im Vierbein-Formalismus fiir Lorentz-invariante Theorien. Die kova-
riante Erhaltung im Vierbein-Formalismus ergibt sich analog wie im metrischen
Formalismus.

Der Zusammenhang zum Noether-Strom (1.1) ist weder im Vierbein noch im me-
trischen Formalismus eindeutig herzustellen. Bereits in Standard-Maxwell-Theorie
ist der Noether-Strom weder symmetrisch noch eichinvariant. In [31] wurde ge-
zeigt, dass sich der Noether-Strom im Allgemeinen nicht zu einem erhaltenen
Tensor in gekriimmten Raumzeiten verallgemeinern ldsst.

20



5. Lorentz-Verletzung und
Bianchi-Identitdten

Die obigen Ableitungen greifen auf das Transformationsverhalten der Materie-
wirkung unter bestimmten Transformationen zuriick und setzen auflerdem die
Giiltigkeit der Feldgleichungen voraus. Betrachtet man nun explizit Lorentz-ver-
letzende Theorien, die Hintergrundfelder enthalten, die von aufien vorgegeben
werden und keine eigenen Feldgleichungen erfiillen, so dndert sich das Trans-
formationsverhalten der Materiewirkung. Der durch Variation nach der Wirkung
oder dem Vierbein definierte Energie-Impuls-Tensor ist, anders als ein Energie-
Impuls-Tensor einer Diffeomorphismus-invarianten Theorie, weder notwendiger-
weise symmetrisch noch kovariant erhalten. Mochte man eine Einstein-artige Glei-
chung in einer Gravitations-Theorie fiir Lorentz-verletzende Wirkungen behan-
deln, so stellt einen das vor die Frage, wie damit umzugehen ist. Wie oben bereits
erwdhnt, erzwingt ja die Einstein-Gleichungen die (rein geometrischen) Eigen-
schaften des Einstein-Tensors auch fiir den Energie-Impuls-Tensor der Materie-
Felder.

Wir betrachten im Folgenden Wirkungen der Form (vgl.[12])
S =S+ M, (5.1)

wobei der Materieteil (zusitzlich zu einem Standard-Lorentz-invarianten Teil) der
Wirkung einen Anteil

O / dxy gk, )" (5-2)

enthélt. Der explizit Lorentz-verletzende Koeffizient k, transformiert dabei in ko-
varianter Weise in einer gegebenen Darstellung der Lorentz-Gruppe, wahrend der
Strom J* von den Feldern, deren kovarianten Ableitungen sowie dem Vierbein
abhédngen kann. Eine Variation der Materiewirkung fiihrt jetzt, unter der Bertick-
sichtigung der Feldgleichungen, auf folgenden Ausdruck:

0 =05y = / /3 T anevade,® + /T 0k . (5:3)
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5. Lorentz-Verletzung und Bianchi-Identititen

Anders als in [12] wird hier der Spin-Zusammenhang nicht als dynamisches Feld
betrachtet und die Torsion damit zu Null gesetzt. (In [12] wurde gezeigt, dass
die zusétzliche Einfithrung von Torsion nicht in der Lage ist, die aufgezeigten
Schwierigkeiten zu umgehen. Die hier diskutierten Losungsansidtze gehen da-
her in andere Richtungen.) Betrachtet man nun die, von einer infinitesmimalen
Lorentz-Transformation induzierte Variation, so ergibt sich

0= 05 =~ [ A3V Thirpne ware,’ — BT Sk (5.4)

Mit dem Transformationsverhalten des Koeffizienten k, unter Lorentz-Transfor-
mationen

1 ., Yy
Oky = _Ew <X[ub]> xky (5-5)

findet man folgende Symmetriebedingung

vierbein ~ * vierbein

T TV — ehagvby (X[ab])xy & (5.6)

Der in die Einstein-Gleichungen eingehende Energie-Impuls-Tensor ist nur unter
der Bedingung

ks (X[ub})xy ' =0 (57)

symmetrisch. Ahnliches gilt fiir die kovariante Erhaltung. Betrachtet man an Stelle
von Lorentz-Transformationen allgemeine Koordinatentransformationen, so fin-
det man einen verallgemeinerten erhaltenen Strom, der, im Allgemeinen, nicht
dem Energie-Impuls-Tensor entspricht. Unter infinitesimalen allgemeinen Koordi-
natentransformationen,

Xl — xt = xt el (5.8)

transformieren sich Vierbein und Hintergrundfelder geméafS den Lie-Ableitungen
[30]

e, =e,"duel +€"0ve, (5.9a)
und

Sky = €"0,ky . (5.9b)

Fiir solch eine induzierte Variation in der Wirkung findet man

0= /d4x (—ay\/gT’*p + \/gT”aapeH“ + \/gjxapkx) e’ (5.10)

22



was impliziert
D,T", = J*Dyk . (5.11)
Damit die Standard-Einstein-Gleichungen erfiillt werden konnen, muss also gelten
0= "Dyky, (5.12)
denn es gilt aufgrund der Bianchi-Identitat

DP,GVV =0. (5.13)
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6. Zusammenfassung Teil I und Ausblick

Die beiden Gleichungen (5.6) und (5.11) stehen in moglichem Widerspruch zu
(2.7) und zeigen auf, dass es nicht auf tibliche Weise moglich ist, explizit Lo-
rentz-verletzende Theorien an die Gravitation zu koppeln. Es sind verschiedene
Losungsansédtze denkbar.

Man kann beispielsweise versuchen, im Rahmen einer erweiterten Riemannschen
Geometrie, einen verallgemeinerten Ansatz fiir die Einstein-Gleichungen zu fin-
den. Eine solche, natiirliche Verallgemeinerung der Riemannschen Geometrie ist
die Finsler-Geometrie. Eine Finsler-Metrik hdngt nicht nur von den Koordinaten,
sondern auch von den Tangentialvektoren ab und eignet sich daher beispielsweise
dafiir, anisotrope Propagationseffekte zu beschreiben [32].

Zu Beginn dieser Doktorarbeit wurde daher versucht, eine Verallgemeinerung der
Einstein-Gleichung zu finden, die Finsler-Metriken als Losungen zuldsst. In Ka-
pitel 13 wird die Finsler-Geometrie kurz vorgestellt. Es gibt jedoch bisher keine
dynamische Theorie von Finsler-Gravitation und eine solche Realisierung ist auch
im Rahmen dieser Dissertation nicht moglich gewesen. Es hat sich aber heraus
gestellt, dass Finsler-Geometrie in gewissen Rahmen geeignet ist zur phdnomeno-
logischen Beschreibung von Maxwell-Chern-Simons Theorie. Auch darauf wird in
Kapitel 13 eingegangen.

Eine zweite Moglichkeit besteht darin, die Symmetrie und kovariante Erhaltung
des Energie-Impuls-Tensors als Konsistenzbedingungen an die externen Hinter-
grundfelder aufzufassen. Im Verlaufe der Arbeit werden Beispiele dafiir gegeben,
dass das unter Umstédnden nicht-trivial moglich ist.

Wird Lorentz-Invarianz spontan gebrochen, so sind diese Konsistenzbedingungen
automatisch erfiillt. Auch hierfiir werden im zweiten Teil der Arbeit Beispiele ge-
geben.

Diese Dissertation untersucht im Wesentlichen zwei spezielle, explizit Lorentz-
verletzende Theorien und deren Kopplung an die Gravitation, sowohl im Hinblick
auf die konsistente Moglichkeit der Kopplung an die Gravitation als auch auf in-
teressante phanomenologische Effekte. In Teil II werden verschiedene Aspekte der
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6. Zusammenfassung Teil I und Ausblick

Maxwell-Chern-Simons-Theorie diskutiert, in Teil III die modifizierte Maxwell-
Theorie untersucht.
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Teil II.

Maxwell-Chern-Simons Theorie
und Gravitation
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7.

7.1.

Einfithrung

Dieses Kapitel beschiftigt sich unter verschiedenen Aspekten mit Maxwell-Chern-
Simons Theorie (MCS-Theorie), als einem Beispiel fiir Lorentz-verletzende Theo-
rien, und Gravitation. Zundchst wird MCS-Theorie im flachen Raum eingefiihrt
(Kapitel 8), auf die Nichtsymmetrisierbarkeit des Energie-Impuls-Tensors einge-
gangen und die Kopplung von Maxwell-Chern-Simons-Theorie an die Gravitation
diskutiert (Kapitel 9).

In Kapitel 10 werden explizite Beispiele fiir Konfigurationen des Hintergrundfel-
des, die nicht-triviale Losungen der Einstein-Gleichung zulassen, angegeben.

Dann wird in Kapitel 11 motiviert, wie ein, auf natiirliche Weise kleiner, Maxwell-
Chern-Simons Term in einem topologisch nicht-trivialen Universum anomal auf-
treten konnte. In den folgenden Kapiteln werden physikalische Effekte diskutiert,
die durch einen solchen Term auftreten konnen. Kapitel 12 diskutiert die Photon-
lebensdauer und Propagationseffekte und in Kapitel 13 werden solche Propagati-
onseffekte mit Hilfe von Finsler-Metriken beschrieben und interpretiert.

Konventionen

Es werden natiirliche Einheiten benutzt, i = ¢ = G = 1, falls nicht explizit an-
ders angegeben. Die Metrik habe Signatur —2 und €”'? sei 1, 77, bezeichne die
Minkowski-Metrik, ¢,, die Metrik im gekriimmten Raum. Weltindizes werden
durch griechische Buchstaben gekennzeichnet, Lorentz-Indizes durch lateinische
Buchstaben. Die Raumzeit wird stets vierdimensional angenommen. Ein grofses D
kennzeichnet kovariante Ableitungen, partielle Ableitungen werden durch 0 ge-
kennzeichnet. Im Sinne der sprachlichen Einfachheit werden die Eichfelder der
modifizierten Theorie werden weiterhin als Licht oder Photonen bezeichnet.
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8. Maxwell-Chern-Simons-Theorie in
Minkowski-Raumzeit

Maxwell-Chern-Simons-Theorie ist eine, um einen bilinearen Term in den Eichfel-
dern erweiterte Theorie der Elektrodynamik,

1 1 ~

Hierbei ist A, (x) das abelsche Eichfeld und Fy,(x) = 9, A, (x) — 0, A, (x) die Max-
wellsche Feldstirke. Der duale Feldstirketensor F* ist definiert durch:

- 1
W = Eewﬁaﬁ. (8.2)

Der erste Term in (8.1) ist der Standard-Maxwell-Term, der zweite ist der soge-
nannte Chern-Simons-artige Term [16], charakterisiert durch (¥, einen konstanten,
normierten, rein raumartigen, dimensionslosen ,,Vierervektor”

)

und einen reellen Massenparameter .

Il =1 (8.3)

Die Maxwellgleichungen werden durch den Zusatzterm modifiziert. Die quellen-
freien Feldgleichungen lauten nun [33]

0uF" = m{, F" (8.4)

3,F" = 0. (8.5)

Lorentz-Symmetrie und CPT sind durch den Zusatzterm gebrochen, verbleibende
Symmetrien des Modells sind,

e Raumzeit-Translationen,
e Lorentz-Transformationen unter denen ¢* invariant bleibt,

e Ladungskonjugation (C) und Paritét (P),
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8.1.

8. Maxwell-Chern-Simons-Theorie in Minkowski-Raumzeit

e Fichinvarianz.

Unter Eichtransformationen A, (x) +— A,(x) + 9, x(x) bleibt die Lagrangedichte
nicht invariant, dndert sich aber nur um eine totale Ableitung

AL = —%gya,,xﬁw
m Tuv m Tuv m =y
= =3, (Foux™) + SaGud B + TP,
m Tuv
— ), (Egyxf?ﬂ ) , (8.6)

so dass die Wirkung des Modells
4 1 [ % 1 THv
Swnics = / dtx (=3P Fu — 5 m QA E (8.9)

invariant bleibt, wenn Oberflacheneffekte vernachldssigt werden. In der obigen
Rechnung wurden die Feldgleichung (8.5) und die Konstanz von (¥ ausgenutzt.
Fiir die Eichinvarianz der Theorie ist es ausreichend, nur die Geschlossenheit von

g
a]/tgv - ava =0 (8-8)

zu fordern, die Theorie ist dann aber im Allgemeinen nicht mehr translationsin-
variant.

Die Lagrangedichte (8.1) ist ein einfacher Spezialfall der allgemeinen CPT- und
Lorentz-Symmetrie verletzenden Standardmodellerweiterung [11, 34].

Dispersionsrelation

Der Zusatzterm in der Lagrangedichte (8.1) hat den Effekt, dass die Dispersions-
relation der Photonen verdandert wird [16, 33], sie lautet dann:

(kk)? 4+ m2k, kT, — m? (Zk)? = 0. (8.9)
k¥ bezeichnet den Viererimpuls der Photonen. Nach w aufgelost findet man
— 2 —,
wy (k) = \/wi” (kH) +ki (8.10)
mit
k)= e 8
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8.2.

8.2. Kanonischer Energie-Impuls-Tensor

EH und k, bezeichnen dabei die Zerlegung des Impulses in seine Komponenten
beziiglich 5 :

=
b

2) %,

ki
ky

=

’ kJ_::

=
Ny

Z

::%-Z,
— ‘E — Kk (8.12)

Die Photonen sind also aufgespalten in zwei Moden mit unterschiedlicher Energie-
Impuls-Beziehung. Sie werden mit @ und © bezeichnet, nach dem jeweiligen Vor-
zeichen in (8.11).

Kanonischer Energie-Impuls-Tensor

Die Theorie (8.1) ist translationsinvariant, der aus dem kanonischen Formalismus
erhaltene Energie-Impuls-Tensor
b 0%

= lA. — Py 8.1
92,40 1 &1

ist folglich eine Erhaltungsgrofie [22]
9, T = 0. (8.14)

Dieser Energie-Impuls-Tensor lautet explizit:

1 ~
Tab — _ FﬂCFCb + iﬂahFeﬂFe'B o mAbchC{l
1 1 (8.15)
_ EmCeAfegfacabAc + EﬂabmgeAfeedech

Aquivalent zu diesem Ausdruck ist die folgende, bis auf totale Ableitungen mani-
fest eichinvariante, Form des Energie-Impuls Tensors [35]

1 m ~
0" = —F*Fb 4 fdczrdcqﬂb + EgbAfF“f . (8.16)

Wie in Kapitel 1 diskutiert, ist der kanonische Energie-Impuls-Tensor in einer
Lorentz-verletzenden Theorie in der Regel nicht symmetrisierbar. Fiir das Bei-
spiel Maxwell-Chern-Simons-Theorie ist die Rotationsinvarianz gebrochen, wie
sich z.B. direkt an der Dispersionsrelation ablesen lédsst, in die die Richtung des
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8. Maxwell-Chern-Simons-Theorie in Minkowski-Raumzeit

Hintergrund-Feldes , direkt eingeht. Direkte physikalische Konsequenz sind bei-
spielsweise doppelbrechende Effekte im Vakuum und optische Aktivitit des Va-
kuums. Ein symmetrischer und erhaltener Energie-Impuls-Tensor @ wiirde aber
Rotationsinvarianz der Theorie implizieren,

M = @y — @ xb. (8.17)

MH? kann als kovariante Verallgemeinerung der Drehimpulsdichte des Eichfel-
des interpretiert werden, [36]. Folglich ist der Energie-Impuls-Tensor (8.15) nicht
symmetrisierbar.
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9.1.

9.2.

Kopplung an die Gravitation

In diesem Kapitel wird versucht, die Maxwell-Chern-Simons-Theorie (8.7) an die
Gravitation anzukoppeln. Es treten die erwarteten, in Kapitel I allgemein disku-
tierten Unvertraglichkeiten auf.

¢" im gekriimmten Raum

Eine kovariante Formulierung der Bedingung 9,(, = 0 ist nicht ohne Weiteres
moglich, da die Existenz eines kovariant konstanten Vektors bereits sehr starke
Einschrankungen an die Kriimmung fordert, [37]. Um die Eichinvarianz der Theo-
rie zu erhalten, wird im Folgenden, in Anlehnung an [33], gefordert

a)t (gﬂeka) — Ok (gae/{z) = D)ng - DKC;A =0. (9-1)

Vierbeinformalismus

Die betrachtete Theorie ist

o R 1
gvierbein _ /d4x e < _ ,FF“’FHV — ZCQAAF]JVGKAyve;?> . (9-2)

2k 4
e, ist das Vierbein, R ist der Ricci-Skalar, (R = R"g,,), e = /—detg,, und
1/2x = 1/167G. *F7° bezeichnet die Levi-Civita-Tensordichte. Der Energie-Impuls-
Tensor ergibt sich zu

oSy = /d4x eTy“ sel, (9-3)
wobei gilt
Ty = T,y (9-4)
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9. Kopplung an die Gravitation

und ist explizit gegeben durch
o 1 m ~
T;ﬁ/erbeln = — ‘M(TFVU + 1F‘00Fp0’g}lv + EggA‘BFy‘Be]a/ (95)

Hier wird wahrend einer Variation das extern vorgegebene Feld (, konstant ge-
halten.

Die Feldgleichungen lauten

e(§"R—2R")exa = T, (9.6a)
und

D, F" =m(elZq,)F". (9.6b)
D, bezeichnet die kovariante Ableitung

DA, =9, Ay —T%,, A (9-7)

und F* ist der duale Feldstirketensor im gekriimmten Raum [38]

~ 1
F* = e_lie’“""ﬁl-”w. (9.8)

Wie in Teil I diskutiert, ist der Energie-Impuls-Tensor (9.5) im Allgemeinen weder
symmetrisch noch kovariant erhalten. Es ist daher a priori unklar, ob in der durch
(9.2) definierten Theorie {iberhaupt Losungen existieren konnen. Das folgende Ka-
pitel zeigt, dass es innerhalb der Theorie (9.2) Losungen gibt.



10. Losungen von
Maxwell-Chern-Simons-Theorie und
Gravitation

Wie in Teil I diskutiert, besteht eine Moglichkeit, die Unvertrdglichkeiten zwischen
den Bianchi-Identitdten und explizit Lorentz-verletzenden Theorien zu umgehen,
darin, die Bedingungen (5.7) und (5.11) als zusétzliche Konsistenzbedingungen an
die externen Lorentz-verletzenden Koeffizienten zu fordern. Das folgende Unter-
kapitel zeigt, dass es in Maxwell-Chern-Simons-Theorie moglich, diese Koeffizi-
enten so zu wihlen, dass Reissner-Nordstrom-artige Losungen existieren.

10.1. Schwarzschild-Losung

Die Schwarzschild-Losung ist eine Vakuum-Losung. Da in der Wirkung (9.2) das
externe Hintergrund-Vektorfeld {,(x) nicht direkt an die Gravitation koppelt, und
der rein gravitative Term in der Wirkung einfach der Einstein-Hilbert-Term ist, ist
die Schwarzschild-Losung, wie alle anderen Vakuum-Losungen auch, weiterhin
eine Losung dieser Theorien fiir beliebige Hintergrundfeld-Konfigurationen.

10.2. Reissner-Nordstrom-Losung

Die Reissner-Nordstom-Losung beschreibt ein geladenes, statisches Schwarzes Loch.
Die Metrik ist gegeben durch [26],

2_(1_ 2\ 12 1 2 200 N2 . 20oy 202
ds* = (1—-2M/r+1/q°) dt 1—2M/r—|—1/q2dr r*d(@)*sin®(0) — r=d(0)~ .

(10.1)
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10.3.

10. Losungen von Maxwell-Chern-Simons-Theorie und Gravitation

g lasst sich als die totale Ladung des Schwarzen Loches interpretieren und das
elektromagnetische Feld lautet

Ay =(q/7,0,0,0) . (10.2)
Fiir die Feldkonfiguration (10.2) gilt
E, A =0, (103)

Damit fillt der Zusatzterm im Energie-Impuls-Tensor weg und die Standard-
Reissner-Nordstrom-Losung ist somit eine Losung der modifizierten Einstein-Glei-
chung (9.6a). Wahlt man nun das Hintergrundfeld ¢ so, dass gilt

IA:;,V?‘ =0, (10.4)

so ist die Maxwell-Chern-Simons-Gleichung ebenfalls erfiillt. Eine mogliche Wahl,
die die Eichinvarianz nicht bricht, ist z. B.

Cu = Dyt (10.5)

Diese Losung ist ein Beispiel, das die Konsistenzbedingungen (5.7) und (5.11) er-
fallt.

Diskussion

Die Reissner-Nordstrom-Losung (10.1) ist einfach die Standard-Reissner-Nordstréom
Losung, die durch bestimmte Hintergrundfeld-Konfigurationen nicht modifiziert
wird, ebenso wie die Schwarzschild-Losung. Damit sind die Bianchi-Identitdten
automatisch erfiillt und die geometrischen Inkonsistenzen in diesem Spezialfall
beseitigt. Physikalisch sind daher solche Losungen interessant, als dass sie zeigen,
dass prinzipiell Losungen (mit nicht verschwindendem Photonfeld) existieren,
die sowohl die modifizierte Einstein-Gleichung und die Maxwell-Chern-Simons-
Gleichung erfiillen.



171.

11.1.

CPT-Anomalie fiir ein Robertson-Walker
Universum

Einfithrung und Motivation

Unter einer Anomalie [39, 40] versteht man den Sachverhalt, dass Symmetrien
der Wirkung und damit der klassischen Feldgleichungen auf Quantenniveau ge-
brochen sind. Der Ursprung der Anomalien liegt im Maf3 des Pfadintegrals [41],
welches unter bestimmten Symmetrien nicht mehr invariant ist. Ein prominente
Manifestation einer Anomalie ist die anomale Lebensdauer des Pions [42].

In [9] wurde gezeigt, dass ein Maxwell-Chern-Simons-Term unter bestimmten
Bedingungen anomal auftreten kann. Wesentlich dafiir ist, dass die betrachtete
Quantenfeldtheorie auf einer topologisch nicht-trivialen Mannigfaltigkeit definiert
ist. Typischerweise ist der Massenparameter des MCS-Terms dabei invers propor-
tional zur Lange der kompaktifizierten Raumdimension.

In diesem Kapitel soll die Rechnung aus [9] fiir ein expandierendes, raumlich fla-
ches Friedman-Robertson-Walker-Universum mit einer kompaktifizierten Raum-
richtung durchgefiihrt werden. Die Vermutung ist, dass ein unter solchen Bedin-
gungen anomal auftretender Maxwell-Chern-Simons-Term auf natiirliche Weise
stark unterdriickt wére, da in eine expandierenden Robertson-Walker-Universum
der Umfang der kompaktifizierten Raumrichtung mit der Zeit anwachsen wiirde.
Diese Vermutung soll im Folgenden durch konkrete Rechnung bestitigt werden.
Es ist moglich ein Ergebnis (in erster Ordnung Storungstheorie) zu erhalten, ohne
dass weitere Ndherungen (etwa aufgrund der nicht-Minkowski-Struktur) notwen-
dig sind.
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11. CPT-Anomalie fiir ein Robertson-Walker Universum

Felder mit Spin in gekriimmten Raumzeiten

Mochte man Felder mit Spin in gekriimmten Raumzeiten beschreiben, so stellt
sich das Problem, wie man Spinoren behandelt. Tensoren (oder Tensordichten) un-
ter allgemeinen Koordinatentransformationen verhalten sich unter der Subgruppe
der Lorentz-Transformationen wieder wie Tensoren (oder Tensordichten). Es exis-
tieren jedoch keine Darstellungen von GL(4), die sich unter der Subgruppe der
Lorentz-Transformationen wie Spinoren verhalten [30]. Um Felder mit beliebigem
Spin in gekriimmten Raumzeiten beschreiben zu konnen, fithrt man daher den
Vierbein-Formalismus ein [30, 43]. Die Grundidee dabei ist, an jedem Raumzeit-
punkt X lokale Normalkoordinaten y% zu errichten. Die Metrik in diesen Koor-
dinaten am Punkt X ist dann einfach die flache Metrik 7,;. In einem allgemeinen
Koordinatensystem ergibt sich die Metrik dann als

guv(x) = eyuevbﬂab , (11.1)
mit dem Vierbein

oo Wk

oot
Unter allgemeinen Koordinatentransformationen transformiert sich das Vierbein
wie ein kovarianter Vektor
ox¥

e, — We/. (11.3)
Durch Kontraktion mit Vierbein werden aus Tensorfeldern unter allgemeinen Ko-
ordinatentransformationen Skalare beziiglich allgemeinen Koordinatentransfor-
mationen und Tensoren unter lokalen Lorentz-Transformationen.

(11.2)

Gravitative Effekte fiir Felder mit beliebigem definierten Transformationsverhal-
ten unter Lorentz-Transformationen konnen dann auf folgende Weise implemen-
tiert werden. Man erhélt den Materie-Anteil der Wirkung, indem man in der
Minkowski-Wirkung alle Ableitungen durch die ,kovariante” Ableitung

Vo =r¢" (9, + Q) (11.4)
mit dem Zusammenhang

1
O, = EZ“be”a (9uewp) (11.5)

ersetzt. Hierbei werden mit ¥, die Generatoren der Darstellung der Lorentz-
Gruppe bezeichnet, unter der die Felder jeweils transformieren. Es gilt

(Xt Zba) = Nebad — NacXwd + NavSca — NdaLch (11.6)
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11.3. Modell und Konventionen

mit antisymmetrischem ¥,,. Hier und im Folgenden stehen lateinische Indizes
immer fiir lokale Lorentz-Indizes und griechische Indizes fiir Raumzeit-Indizes.

Modell und Konventionen

In [9] wurde gezeigt, dass fiir bestimmte Klassen von chiralen Eichtheorien, die
iiber topologisch nicht-trivialen Mannigfaltigkeiten definiert sind, ein CPT-verlet-
zender Term in der effektiven Eichfeld-Wirkung anomal auftritt. Die in [9] durch-
gefiihrte Rechnung soll in diesem Kapitel fiir ein rdumlich flaches, expandieren-
des Robertson-Walker Universum mit einer kompaktifizierten Dimension durch-
gefiihrt werden.

Die Motivation fiir diese Rechnung ist die, dass der auftretende CPT-verletzende
Term fiir Minkowski-Universen antiproportional zum Umfang der kompaktifizier-
ten Raumrichtung ist. Die Vermutung ist dann, dass in einem expandierenden
Universum der auftretende anomale Term auf natiirliche Weise heutzutage stark
unterdriickt ware. Diese Vermutung soll durch die folgende Rechnung quantifi-
ziert werden.

Wir betrachten ein rdumlich flaches, expandierendes Robertson-Walker Univer-
sum. Das Linienelement lasst sich schreiben als

ds? = dt* — a*(t) (dx* + dy* + dz%) , (11.7)

aber fiir die folgenden Rechnungen wird es sich als bequemer erweisen, die kon-
forme Zeit [26]

dt
= /a(r) (11.8)

zu benutzen. In diesen Koordinaten schreibt sich das Linienelement als

ds® = a*(t) (dt* — dx* — dy* — dz*) . (11.9)

Eine bequeme Wahl fiir das Vierbein ist dann

1
a(h)

Lateinische Indizes beziehen sich auf lokale Lorentz-Koordinaten und nehmen die
Werte 0,1,2,3 an, wahrend sich griechische Indizes auf allgemeine Koordinaten

e  =a(t)s,” e,

w o, . (11.10)
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11. CPT-Anomalie fiir ein Robertson-Walker Universum

beziehen und die Werte ¢, x,y,z annehmen konnen. Analog wie in [9] wird eine
Lagrangedichte fiir ein chirales Spinorfeld ¥ untersucht, das an ein nichtabelsches
Eichfeld A, koppelt. Speziell werden, ebenfalls wie in [9], chirale Yang-Mills Theo-
rie mit der Eichgruppe SO(10) und linkshandige Weyl-Fermionen in der komple-
xen Représentation R; = 16 gewdhlt. Die Wahl ist einerseits motivert durch die
Anomalie-Freiheit der SO(10) chiralen Eichtheorie [44] und andererseits durch
die Moglichkeit, das Standardmodell in eine SO(10)-Eichtheorie einzubetten. Im
Prinzip lasst sich die Rechnung auch fiir eine abelsche Theorie durchfiihren. Auf-
grund der chiralen Anomalie treten in einer abelschen Theorie stets links- und
rechtshdndige Fermionen auf, die beide ausintegriert werden miissten. Aufgrund
der Vorzeichenunsicherheit des fiir beide Klassen von Fermionen auftretenden
MCS-Terms (siehe unten) konnte sich die CPT-Anomalie in einer solchen Theo-
rie gerade aufheben. Das ist der wesentliche Grund, warum es geschickt ist, eine
anomaliefreie Eichgruppe zu wahlen.

Die Lagrangedichte im Minkowski-Raum ist durch

1
gMinkowski = E‘Iﬁaﬁétg (aﬂ + AH) k4 (11'11)

gegeben, mit den ¢} Matrizen

0 Fi 0 0 i 0 -1 i 0
‘Ti_<(0 qti)’(i 0)’(1 0o )'\o —i)) (11.12)
Das Eichfeld A, ist gegeben durch
Au(x) = gAL(x)T", (11.13)

wobei ¢ die Kopplungskonstante bezeichnet und die T* die 45 antihermitischen
Generatoren der SO(10) in der gewédhlten Reprisentation bezeichnen. Die Nor-
mierung ist tr(T°TY) = —%5’”’. Das linkshdndige Fermion-Feld ¥, ; tragt den
Spinor-Indix &« = 1,2 und einen internen Symmetrie-Index i = 1,...,16. Spinor-
und interne Indizes werden im Folgenden aus Lesbarkeitsgriinden unterdriickt.

Nach dem Prinzip minimaler Kopplung [43] wird die partielle Ableitung durch
die kovariante Ableitung fiir Spinoren ersetzt

Viu=0,+Q, (11.14)
mit dem Spin-Zusammenhang

)
Qy = Ezabeva(x) <axyevh(x)> (11-15)
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und X, definiert durch

Top = (Ui(ﬂ — 0'1(7f> . (11.16)

Auflerdem muss, wieder nach dem minimalen Kopplungsprinzip, ein Faktor e(x) =
dete,” = a*(t) zur Lagrangedichte (11.11) hinzugefiigt werden und die ¢ werden
durch die Ersetzung

H

raumzeitabhingig. Die Lagrangedichte ergibt sich damit zu
1
ZL(x) = e(x)i‘lﬁ(ﬂe”a (0u + O+ Ay Y (11.18)

fiir linkshdndige Spinoren Y. Die Lagrangedichte ist bereits symmetrisch und
muss nicht weiter symmetrisiert werden [45]. Fiir die spezielle Wahl des Vierbeins
(11.10) verschwindet der Spin-Zusammenhang (), da die partiellen Ableitungen
due," proportional zum Vierbein e," sind. Die Kontraktion %", (x) (dueyp(x))
verschwindet dann aufgrund der Antisymmetrie von £°. Damit vereinfacht sich
die Lagrangedichte (11.18) zu

ZL(x) = a%t)%‘f’*aﬁé”u (0 +A)) Y. (11.19)

Kompaktifizierung einer Raumrichtung

Analog zur Rechnung in [9] wird nun eine raumartige Richtung kompaktifiziert.
Die z-Koordinate lduft damit nur noch von 0 bis zu einer Konstante Ly und peri-
odische Randbedingungen werden gefordert, ¥ (t,x,y,0) = ¥ (¢, x,y, Lo).

Physikalisch wird durch dieses Setting ein zylinderférmiges Universum mit zeit-
abhiingigem Umfang L(t) beschrieben

L(t) = /O " J(go)dz = /O " a(t)dz = a(t)Lo. (11.20)

In Anlehnung an die Rechnung in [9] werden nun, zur Bestdtigung des Auftre-
tens des CPT-ungeraden Terms in der effektiven Wirkung, spezielle Eichpotentia-
le gewdhlt, die unabhdngig von der z-Koordinate sind un deren z-Komponente
verschwindet,

Ayt x,y,z) = Ay(t, X, Y), Az(t,x,y,z) =0. (11.21)
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Die Fermionfelder lassen sich nach der Kompaktifizierung in Fouriermoden ent-
wickeln,

T(t, x’y’ Z) = Z eZﬂinZ/LOén(t, X, y)
”:O:“ (11.22)
‘Iﬁ(tl x/ylz) = Z eizan/LOC:l(t/ x’y) .

n

(o]

Effektive 3-dimensionale Wirkung

Fiir die speziellen Eichpotentiale (11.21) ldsst sich nun die Intergration tiber die
z-Achse in der Weyl-Wirkung

Iwey1 = /d xa® ‘I’*a” o, 04+ Au) Y (11.23)

explizit ausfithren. Die Weyl-Wirkung reduziert sich dann auf

Iweyi = Lo Y /dtdxdy a’(t)& (11.24)

n=—oo

<a€ (@ + Ad) + 0L 3y + Ay) + 02 (3, + Ay) + 0> 2m”> G (11.25)

Wie fiir die CPT-Anomalie im Minkowski-Raum erwartet man auch hier den CPT-
verletzenden Term aus dem Beitrag des , masselosen” (n = 0) Terms. Dieser Term
lasst sich umschreiben in Form von dreidimensionalen Gamma-Matrizen:

1 0 0 1 0 i
0 1 2
v = <0 1> , v = ( . O> , v = (i 0). (11.26)

Die effektiv dreidimensionale Wirkung lautet dann

R = [ dtdxdya® (1)37"8 (10, + 4,)7 (11.27)

Mit x wird die reskalierte masselose Fermionmode x = {p+/Lo bezeichnet.

Anders als im flachen Fall handelt es sich hier nicht um die Standard-Wirkung fiir
einen dreidimensionalen Spinor, da diese noch mit einem zusétzlichen Faktor a(t)
multipliziert wird. Im Folgenden wird zundchst die freie Theorie quantisiert.
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11.6. Quantisierung der freien Theorie

Im Folgenden wird zunidchst die freie Lagrange-Dichte
& = a3 () x(iv"0%0,) x (11.28)

betrachtet. Die Quantisierung der Theorie folgt dem Vorgehen in [46]. Die klas-
sischen Feldgleichungen, erhalten aus dem Wirkungsprinzip fiir die Lagrange-
Dichte (11.28), lauten

@ (t)iy"8h0ux =0,

9y (2 () x"0%) = 0. (11.29)

Aus dem Pfadintegral

WIK,K,0] = [ DaDexp (i [ () 5(0)i7"a12,(x) = Kioa(s) ~ KoK
(11.30)

der freien Theorie mit Quellen erhédlt man den freien Fermion-Propagator. Eine

formale Losung dieses Funktional-Integrals findet man, nachdem ein Shift durch-
gefiihrt wird,

x(x) = x(x) + Ax(x) = x(x) + [ &y Si(x = YK ()

(11.31)

R(x) = R(x) + A7(x) = £(x) + [ @2 K(2)S5(z ~ x)

wobei Sp(x — y) durch das Inverse des modifizierten Dirac-Operators gegeben ist,

a®(t,)iv"6%05Sp(x —y) = 6(x —y)

<~
. (11.32)
:a s _ — _
177620, Sp(x — y) a3(ty)5(x ).
Der Propagator ldsst sich schreiben als:
_ _ 1 31 ,—ik(x—y) ’yu&l‘;kﬂ
Sr(x —y) = T, /d ke . (11.33)
Damit findet man fiir das Pfadintegral (11.30)
WIK,K,0] = exp (—i/d3xd3zK(z)SF(z - x)K(x)> W0, 0,0], (11.34)
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mit

W[0,0,0] = / DxDx exp <i / d3xa3(tx)X(x)i'y“cS}ﬁlayx(x)). (11.35)

Wechselwirkende Theorie
Im Folgenden wird die volle wechselwirkende Lagrange-Dichte betrachtet, das
vollstandige Pfadintegral lautet damit

WIK, K, A] =

exp (—ig/d3xa3(tx)[—i(51<(x)][’)"15’;14”(3()][1'512(3()]) WIK,R,0] . (11.36)

Analog zum Verfahren im Minkowski-Raum erhédlt man die storungstheoretische
Entwicklung durch die Ersetzung

X ()70 Au(x)x (x) — [~idk] [0 A [i5g] (11.37)
mit der Abkiirzung
0k =0/6K und 6 =6/6K. (11.38)

Die interessierenden anomalen Beitrdge erwartet man aus den Termen zweiter
und dritter Ordnung, wenn man die effektive Wirkung

—iln [W[K, K, A]] (11.39)

in der Kopplungskonstanten g entwickelt. Die relevanten Terme der Entwicklung
sind

—iln [W[K,K, A]] = ...
b i [ @y () (1)iSr (x — y) [0 Ay () liSt(y — 0[5 A, ()]
- ig3/d3xd3yd32a3(tx)a3(ty)a3(tz)

iSp(x — y)[—iv"6% Au(y)]iSE(y — 2) [—i'ybévbAv(z)]iSp(z — x)[i7 0N Ap(x)] + ...
(11.40)

Man beachte, dass zusammen mit jedem internen Fermionpropagator, jedesmal
ein a®(t) auftaucht, das heifit, dass die zu lésenden Integrale exakt denen im
Minkowski-Raum entsprechen.
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Der interessierende anomale Beitrag zur effektiven Wirkung ist daher [9]

2

Tanom[4, €] 2 iS—Zz/tﬁx chve <AV8VAP — 3AMAVAP> ) (11.41)

Formal lasst sich der obige Ausdruck (11.41) wieder als vierdimensionales Integral
schreiben,

2
3AyAVAp> . (11.42)

I"=0[A,e] = + /d4x€Z”"Ptr <A A,

87T2L0
Mit €*#'f wird die total-antisymmetrische Tensor-Dichte mit Gewicht +1 bezeich-

net, gegeben durch

+1, fiir gerade Permutionen von 0,1,2,3
eMP? = ¢ —1, fiir ungerade Permutationen von 0,1,2,3 (11.43)

0, sonst,

wobei die z-Komponente festgehalten wird.

Der anomale Beitrag (11.42) ldsst sich auch durch einen dualen Vektor ¢, =
(0,0,0,1) ausdriicken,

2

I"=[A,e] = t2 BAMA,,AP) : (11.44)

4
2L0 /d x& M Ptr (A A,
Der Vektor ¢ ist dabei noch nicht normiert, &,¢7 = ¢ = —1/a?(t). Mit Hilfe ei-
nes normierten Vektors {, = a(t)&,, lasst sich das Ergebnis fiir die CPT-anomalen
Terme folgendermafien ausdriicken

2
"= O[A e 8 5 /d4 ég-e‘prtr (AP,BVAP — 3A},AVAP> . (11.45)
Die Vorzeichenunsicherheit hier und in Gleichung (11.41) ist auf das Vorzeichen

der Pauli-Villar Regulatormassen zurtick zu fithren.

Diskussion

Der Faktor vor dem Chern-Simons in Gleichung (11.45), der die Skala der phy-
sikalischen Effekte bemisst, ist, in der betrachteten Ordnung Stérungstheorie, ex-
akt durch 1/L(t) gegeben. Dieses Ergebnis wurde in fithrender Ordnung erwar-
tet, und diese Erwartung hat natiirlich die obige Rechnung motiviert, aber es ist
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vielleicht iiberraschend, dass sich die Anomalie im gekriimmten Hintergrund ei-
nes Robertson-Walker-Universums perturbativ exakt berechnen liefs. Der tiefere
Grund fiir den relativ simplen freien Propagator (11.33) im Hintergrund (11.9) ist
die konforme Invarianz der Lagrangedichte fiir chirale Fermionen, zusammen mit
dem konform flachen Hintergrund.

Die Rechnung ist, wie auch in [9], nur fiir spezielle Eichfeld-Konfigurationen ex-
akt ausgefiihrt. Es wurde nicht gezeigt, dass der CPT-verletzende anomale Term
fiir beliebige Eichfeldkonfigurationen durch (11.45) gegeben ist. Auftreten und
Struktur des anomalen CPT-verletzenden Terms ist aber physikalisch gut moti-
viert [47, 48]. Fiir den Spezialfall einer zweidimensional chiralen Eichtheorie wur-
de die CPT-Anomalie auch exakt ausgerechnet [49], ebenso wurde sie auf dem
Gitter nachgewiesen [50]. Diese Faktoren zusammengenommen sind eine starke
Motivation dafiir, dass die CPT-Anomalie tatsdchlich auftritt. Mit der Rechnung
in diesem Kapitel wurde gezeigt, dass sich das Auftreten eines CPT-anomalen
Terms fiir rdumlich flache Robertson-Walker-Universen auf das physikalisch sehr
plausible Auftreten dieses Terms im Minkowski-Fall zuriickfiihren ladsst. In [51]
wurde gezeigt, dass fiir verschiedene topologisch nichttriviale Universen, nicht
fiir den einfachsten oben betrachteten Fall, ein Chern-Simons-Term fiir geeignete
chirale Eichtheorien auftreten kann. Diese Ergebnisse lassen sich ebenfalls auf ein
raumlich flaches Robertson-Walker-Universum tibertragen.



12. Physikalische Effekte

Im vorherigen Kapitel wurde gezeigt, dass ein Chern-Simons-Term anomal auftre-
ten kann, wenn man bestimmte chirale Eichtheorien in topologisch nichttrivialen,
expandierenden Robertson-Walker-Universen betrachtet.

Dieses Kapitel diskutiert einige physikalische Effekte im Photon-Sektor, die auf
die Anomalie zuriickzufiihren sind.

Es ist plausibel anzunehmen, dass im photonischen Teil der Wirkung, wenn das
Photonfeld in eine grofse vereinheitlichte Theorie eingebettet wird, folgender Term
auftritt [g],

S = /d4xe (—il—"”"l—“w — nﬁi:o)g,((x)AAFwe"A”Q ) (12.1)

Mit e wird wieder die Determinante des Vierbeins im flachen Robertson-Walker
Universum betrachtet A, bezeichnet jetzt den photonischen Teil des Eichfeldes.
F# ist der Feldstirke-Tensor, €“*#" das Levi-Civita-Symbol und ¢ ein kovarianter
Einheitsvector, {, = (0,0,0,4(7)); mit Skalenfaktor a(7). xo bezeichnet die zeitar-
tige Koordinate und wird fortan T genannt werden

m(T) ist ein, im Unterschied zu [18], zeitabhédngiger Massenparameter,

1
m(t) = mm . (12.2)

Die Feldgleichung fiir das Photon-Feld lautet

0y (eF") = eD, F' = m(t)el F*" . (12.3)

Aus der Feldgleichung (12.3) ergibt sich die folgende zeitabhdngige Dispersions-
relation,

(kyk")2 — m(T)%kykt —m(T)? (Qlk")2 =0, (12.4)

auf deren Grundlage die folgende Effekte basieren.
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Allgemeine Losung des Dispersionsgesetzes

Da das Hintergrundfeld {# im Unterschied zur Diskussion in [18] jetzt explizit
bekannt ist, kann man die Dispersionsrelation explizit fiir den Wellenvektor k*
16sen. Anders als im Fall fiir allgemeines (¥, ist es komfortabler und aussagekraf-
tiger mit dem Wellenvektor und nicht mit dem , modifizierten” Wellenvektor zu
arbeiten. Hier werden wieder die Standard-Koordinaten (und nicht die konformen
Koordinaten) fiir ein flaches Robertson-Walker-Universum benutzt,

ds? = —dt?* + a(t) (dx® + dy* + dz?). (12.5)
In Analogie zum flachen Fall [33], findet man zwei Moden, die mit unterschiedli-

cher Geschwindigkeit propagieren und im Grenzfall m — 0 links- und rechtszir-
kular polarisiertem Licht entsprechen,

2
ky = a'(t) \/kf+<im/z+,/k2+m2/4> L0k | (126)

Rotverschiebung

Die von einem mitbewegten Beobachter gemessene Frequenz w ldsst sich direkt
ablesen. Sie ist gegeben durch die Kontraktion der Weltlinie u;, = (1,0,0,0) mit
dem Wellenvektor,

w; = wp, = (k”uy)Pi . (12.7)

Man findet fiir die gemessene Rotverschiebung,

w(ty) _ a(t)
w(t) a(ta)

(12.8)

Das ist das gleiche Verhalten, das Standard-Photonen in einem expandierenden
Robertson-Walker-Universum aufweisen, [26].

Die sich im Fall mit konstantem m ergebenden Korrekturterme [18], werden nun
genau durch die Zeitabhingigkeit von m(t) aufgehoben *.

'Das selbe Ergebnis lédsst sich auch erzielen, wenn man im Formalismus des modifizierten Wellen-
vektors k# arbeitet und die Néherung macht, dass dieser auf Geodéten lauft. Das ist ein Indiz
dafiir, dass die Ndherung das der modifizierte Wellenvektor auf Geodéten lduft im Allgemeinen
gute Ergebnisse liefert.
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12.3. Photon- und Muon-Lebensdauer

In [52] wurden Zerfallsprozesse von Maxwell-Chern-Simons Photonen studiert,

die in geeigneter Weise an Fermionen koppeln. Die Rechnungen wurden im Minkowski-
Raum mit konstantem Massenparameter m durchgefiihrt. Die Lebensdauer von
hochenergetischen (m < g|) Photonen im Bezugssystem, in dem der Hintergrund-
Vektor rein raumartig ist, ergibt sich zu

T(q) = 2w(q)

" cKinig (12.9)

K bezeichnet die effektive Kopplungskonstante K = 2a?/(45M?) mit Elektronen-
masse M. Da die Lebensdauer (12.9) des Photons von dem Parameter m abhéngt,
erwartet man in der Theorie (12.1) eine zeitabhdngige Lebensdauer des Photons.
So wire etwa das Verhiltnis der Lebensdauer des Photons gegeniiber der Lebens-
dauer des Muons im frithen Universum deutlich kleiner gewesen als heute.

Dieses Verhiltnis soll nun in der einfachsten denkbaren Néaherung, der adiaba-
tischen Ndherung, berechnet werden. Diese Ndherung setzt voraus, dass die Ex-
pansionsrate des Universums deutlich kleiner ist als die Zerfallsrate des Photons.
Diese Ndherung ist mit den bekannten Schranken an den Maxwell-Chern-Simons
Parameter [33] im heutigen Universum sicher nicht gut gerechtfertigt, und liefert
nur eine grobe Abschidtzung.

In der adiabatischen Ndherung betrdgt die Lebensdauer eines Photons zu einem
bestimmten Zeitpunkt ¢

2w(q)
T =" .
'Y(q) cK2 mS(t)qﬂ (12 IO)
Die Zeitabhingigkeit von m(7) ist durch folgenden Ausdruck gegeben,
m(t) = o (12.11)

M/

mit dem Skalenfaktor a(t) des Universums und einer Konstante my mit Massen-
dimension 1.

Der friitheste sinnvolle Zeitpunkt um von der Lebensdauer des Photons zu spre-
chen ist der Zeitpunkt der Rekombination. Im Folgenden soll das Verhiltnis Photon-
Lebensdauer/Muon-Lebensdauer zum Zeitpunkt der Rekombination und heute
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verglichen werden. Nur der Haupt-Zerfallskanal y*, y* — e* + v, + 7, des Mu-
ons in fithrender Ordnung wird dabei in Betracht gezogen. Die Lebensdauer des
Muons ist dann gegeben durch [53]

19273
TV — 9277[, (12.12)
GFm;

sie ist natiirlich zeitunabhangig.

In einem flachen, materie-dominierten Robertson-Walker-Universum ist das Ver-
halten des Skalenfaktors gegeben durch [26]

a(t) ~ £33 (12.13)
Fiir den Zeitpunkt der Rekombination und das Alter des Universums wird ange-
nommen

tRekombination ~ BOOOOOy s theute &~ 12 - 109y~ (12-14)

Fiir das Verhéltnis von Photon- zu Muon-Lebensdauer zum Zeitpunkt der Rekom-
bination und heute findet man dann,

T(Q)now/Ty _ as(theute)
T ( q ) rec / Tu Cl5 ( tRekombination)

~2-10%. (12.15)

Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden physikalische Effekte von zeitaghdngiger Maxwell-
Chern-Simons Theorie, die sich aus der CPT-Anomalie in einem topologisch nicht-
trivialen Universum ergeben kann, untersucht. Die Dispersionsrelation wurde aus-
gerechnet und exakt gelost. Eine geometrische Interpretation des Propagations-
verhaltens wird im nédchsten Kapitel gegeben werden. Aus der Dispersionsrela-
tion wurde die Rotverschiebung ausgerechnet, die das gleiche Verhalten wie fiir
Standard-Photonen zeigt. Im Allgemeinen kann fiir Maxwell-Chern-Simons Theo-
rie die Rotverschiebung jedoch modifiziert sein [18]

Die Lebensdauer des Photons dagegen wird von der universalen Zeit ¢t abhangig.
Die Lebenszeit des Photons, ausgedriickt in der Lebensdauer des Muons ist zum
Zeitpunkt der Rekombination 10'®> mal niedriger als zum heutigen Zeitpunkt. Al-
lerdings wurde zum Berechnen dieses Ergebnisses auf die adiabatische Naherung
zuriickgriffen was nur fiir ausreichend grofle m(t) und damit hinreichend kleinen
Lebensdauern fiir das Photon gerechtfertigt ist.
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Maxwell-Chern-Simons Theorie und
Finsler-Geometrie

Dieses Kapitel behandelt das Thema Lorentz-verletzender Dispersionsrelationen
und Finsler-Geometrie. Eine erste Idee die Inkompatibilititen zwischen explizi-
ter Lorentz-Verletzung und Gravitation zu behandeln war die Einfiihrung eines
erweiterten geometrischen Rahmens, um Gravitation zu beschreiben.

Finsler-Geometrie

Finsler-Geometrie [32, 54, 55], ist eine natiirliche Erweiterung der Riemannschen
Geometrie. Eine Finslerstruktur ist gegeben durch eine n-dimensionale C* Man-
nigfaltigkeit und eine Abbildung

F:TM — R (13.1)
vom Tangentialbiindel TM in die reellen Zahlen, so dass gilt:
1. Regularitat: F ist C* auf TM \ 0.
2. Positive Homogenitit: F(x, Av) = AF(x,v), fur alle A > 0.
3. F(x,v) # 0 fiir alle v # 0.
Aus der Finsler-Norm lésst sich die Finsler-Metrik definieren
P
MY 2 9oty

mit Eulers Theorem folgt dann,

F(x,v) = \/ finvhov. (13.3)

Die inverse Finsler-Metrik wird im Folgenden mit f# bezeichnet und es gilt

fw/pr = ‘Spy . (13.4)

(13.2)
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Eine Finsler-Metrik hiangt also nicht nur von den Koordinaten sondern auch noch
von Tangentialvektoren ab. Diese mathematische Struktur ermdoglicht es, bestimm-
te Formen von Lorentz-Verletzung mit Hilfe von Finsler-Geometrie zu beschrei-
ben.

In [56] wurden systematisch Propagationseffekte von Licht untersucht, die durch
Finsler-artigen Modifikation der Metrik zustande kommen und Schranken an die
zugrunde liegenden Parameter angegeben.

Im Folgenden wird eine in [57] vorgeschlagene Idee etwas erweitert und auf
Maxwell-Chern-Simons Theorie angewandt werden, die Finsler-Geometrie und
Lorentz-verletzende Dispersionsrelationen verkniipft.

Lorentz-verletzende Dispersionsrelationen und
Finsler-Geometrie

In [57] wird gezeigt, dass fiir Lorentz-verletzende Dispersionrelationen der Form
E2=m*+p*+ ) anp" (13.5)
n=1

(im Minkowski-Raum) eine Punktteilchen-Wirkung gefunden werden kann, die
einerseits die korrekte Dispersionsrelation fiir das Teilchen liefert und anderer-
seits interpretiert werden kann als die Bewegung dieses Teilchen in einem Finsler-
Hintergrund.

Ein Punkt-Teilchen, das in einem Finsler-Hintergrund propagiert wird durch die
folgende Wirkung beschrieben,
b
I = m/ F(x,x)dt . (13.6)
a

Hier bezeichnet F(x,x) eine Finslernorm (13.1) und die Weltlinie des Teilchens
ist parameterisiert durch einen Parameter 7. Diese Beschreibung ist die natiirliche
Verallgemeinerung der Standard-Wirkung fiir ein freies relativistisches Teilchen,

b
I = m/a \/ §uv(x)XHxvdT. (13.7)

Der kanonische Impuls des Teilchens ist definiert durch

oF
Pu =Moo (13.8)
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Ein solches Teilchen erfiillt dann die verallgemeinerte Massenschalenbedingung
! (x, p)pupy = m?. (13.9)

Wir betrachten ein Teilchen, das einer Lorentz-verletzenden Dispersionsrelation,
D(p,) = 0 gehorcht. Die Massenschalenbedingung D(p,) = 0 wird iiber einen
Lagrange-Multiplier in der Lagrangefunktion implementiert,

fz/(xﬂpy—/\D(p)) : (13.10)

Mit Hilfe der ersten Hamiltongleichung kann p, bestimmt und aus der Lagrange-

dichte eliminiert werden.

_oH oD
Py 9Py

Invertiert man die Gleichung, lasst sich die Wirkung als Funktion von x# allein

ausdriicken. Der Lagrange-Multiplier wird tiber die zugehorige Euler-Lagrange

Gleichung eliminiert.

xH

(13.11)

So erhédlt man aus einer (nicht lorentz-invarianten) Massenschalung, ganz allge-
mein, eine Wirkung der Form (13.6). Die Pfade, die sich aus dem Wirkungsprin-
zip ergeben, sind Geodédten in einer Finsler-Metrik. Die Diskussion in [57] wur-
de fiir Punktteilchen im Minkowski-Raum durchgefiihrt. Die erhaltenen Finsler-
Metriken waren immer flach, und die Trajektorien immer Geraden.

Im Folgenden soll die hier zusammengefasste Methode auf Maxwell-Chern-Simons
Theorie in einem expandierenden Robertson-Walker-Universum angewandt wer-
den. Die Verallgemeinerung auf gekriimmte Hintergriinde ist moglich, und da
die Trajektorien keine einfachen Geraden mehr sind, liefert sie interessante geo-
metrische Einblicke. Zunéchst wird eine Verbindung zwischen der Ndherung der
geometrischen Optik im Wellenformalismus und der klassichen Punkt-Teilchen-
Mechanik hergestellt.

Punkt-Teilchen-Mechanik und Geometrische Optik

Wir betrachten eine Dispersionsrelation D(k") = D(w,k) = 0. Die Gruppenge-
schwindigkeit eines Wellenvektors k* = (w, k), der diese Dispersionsrelation 16st
ist gegeben durch,

- ow

Vo = —. 13.12
g By (13.12)
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13. Maxwell-Chern-Simons Theorie und Finsler-Geometrie

Die Vierergruppengeschwindigkeit v? ist tangential zur Weltlinie des Maximums
des Wellenpakets, folglich

- ow
vh = (1,7g) = (1,5). (13.13)

Das Theorem tiber implizite Funktionen [58] liefert

dw _ dD/ok (13.14)
% aD/ow 13-14

Damit folgt,

dD/dw dD/ok, 0D/dk,

H == - pr—
% = (aD/aw’ aD/aw) oD /0w’ (13.15)

Die Gleichung (13.15) liefert den gesuchten Zusammenhang zwischen dem Wel-
lenformalismus und der Punkt-Teilchen-Mechanik, da die Gruppengeschwindig-
keit (13.15) proportional zu x# aus dem Hamiltonformalismus (13.11) ist.

Die Trajektorien, die das Maximum eines Wellenpakets mit gegebener Dispersi-
onsrelation beschreibt (in der Ndherung der geometrischen Optik), stimmen da-
mit tiberein mit den Pfaden eines Punktteilchens im Hamiltonformalismus, wenn
die kanonischen Impulse die selbe Dispersionsrelation erfiillen. Damit kann fiir
die Diskussion der Dispersionsrelation (12.4) auf die Methoden aus [57] zuriick
gegriffen werden, die fiir Punktteilchen entwickelt wurden.

Anwendung auf Maxwell-Chern-Simons Theorie

Im vorhergehenden Kapitel wurde die CPT-Anomalie fiir ein rdumlich flaches
3 4+ 1 dimensionales Robertson-Walker Universum mit einer kompaktifizierten
raumartigen Dimension berechnet. Der hier interessierende induzierte Teil der
photonischen Wirkung ist

1 1 m -
Smes = /d4x <_€4FWF;W ) M CyAVF””> . (13.16)

Aus dieser Wirkung liefs sich ein modifizierter Dispersionsgesetz fiir die Photonen
ableiten,

(kuk)? = m(t)2kukt — m(t)? (Ck*)* =0, (13.17)
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13.6.

13.5. Methoden und Konventionen

mit m(t) = m/a(t). Fur Standard-Photonen ldsst sich aus Differenzierung der
Dispersionsrelation die Geoddtengleichung fiir den Wellenvektor gewinnen, [26].
Differenziert man dagegen das Dispersionsgesetz (13.17), so erhdlt man eine nicht-
triviale Bedingung an den Wellenvektor, die nicht ohne Weiteres als Geodatenglei-
chung interpretiert werden kann

2kVkyk! Dk, — m? (t)k' Dk, — K'kym(t) Dym(t) (13.18)
—m(£){"kyk" Dy (m(£)¢,) — m*(t)¢ 'k, {" Dok, = 0.

Die Dispersionsrelation (13.17) ldsst sich allerdings direkt fiir den Wellenvektor
losen,

2
it = {al(t)\/kf + (im/Z-l- m) ,kL,O,k} : (13.19)

das Propagationsverhalten der modifizierten Photonen ist also bekannt. Im Fol-
genden wird gezeigt werden, dass eine geometrische Interpretation fiir das Pro-
pagationsverhalten existiert.

Methoden und Konventionen

Es wird Gebrauch gemacht von der in Abschnitt 13.2 vorgestellten Methode, nach
der nichttriviale Dispersionsrelationen geometrisch mit Hilfe von Finsler Geo-
metrie interpretiert werden konnen. Kontraktionen werden im Folgenden, wenn
nichts anderes explizit gesagt wird, als Kontraktionen beziiglich der Robertson-
Walker-Metrik

1 0 0 0
o -2ty 0 0
=10 o —a(t) 0 (13.20)
0 0 0 —a¥(1)

verstanden.

Rein orthogonaler Fall

Die folgende Rechnung ldsst sich nicht fiir allgemeine Wellenvektoren durchfiih-
ren. Es wird daher der Spezialfall senkrecht zu {,, propagierender Photonen be-
trachtet werden.
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Fiir den betrachteten Spezialfall vereinfacht sich das Dispersionsgesetz zu,
(kuk™)? — m*(T)k, k' =0, (13.21)
was fiir ®-Moden sich noch weiter vereinfacht lisst,

(kuk") = m* (7). (13.22)

Nach der in Abschnitt 13.3 diskutierten Analogie wird nun die Wirkung fiir ein
Punktteilchen mit der Dispersionsrelation (13.22) betrachtet, die Massenschalung-
Bedingung wird mit Hilfe eines Lagrange-Multipliers A gefordert. Die Wirkung
ergibt sich zu

1= / (2 pu — A (pup! — m*/a*(7))) d. (13.23)

Mit Hilfe des Lagrange-Formalismus ldsst sich der Parameter A iiber die Lagrange-
Gleichungen bestimmen und eliminieren.

Der Hamiltonian ergibt sich zu,
H=il'p, — & = A((kuk') — m*(7)) . (13.24)

Mit der ersten Hamilton-Gleichung wird p* bestimmt und aus der Lagrange-
Dichte eliminiert,

oH
= — =2ApH. (13.25)
Py g

Die Wirkung ergibt sich nun als alleinige Funktion von x¥,

L EY m?
I—/( 5 +/\a2(r))' (13.26)

Die Euler-Lagrange Gleichungen fiir A lauten,

X, om?

a(t) .=
4/\2 @ =0=A= % x”xy. (1327)

Die Wirkung mit eliminiertem Lagrange-Multiplier lautet dann,

I= / (;{;M) (13.28)

58



13.7.

13.7. Entwicklung in m

Nach [57] wird die Wirkung (13.28) nun interpretiert als Wirkung eines freien
Punktteilchens, das in einer Finsler-Mannigfaltigkeit propagiert,

I= m/P(x,fc)dT. (13.29)
Die abzulesende Finsler-Norm lautet,

F(x,%) = V;(;;;C”. (13.30)

Die entsprechende Finsler-Metrik berechnet sich nach Gleichung (13.4) zu,

[ — (1331
M 2 9oy az(t)g’w' 33

mit der rdumlich flachen Friedmann-Robertson-Walker-Metrik

1 0 0 0
10 —az(t) 0 0
Suv = 0 0 _a2(t) 0 . (13.32)
0 0 0 —az(t)

Die Finsler-Metrik lautet explizit

adt)y 0 0 0
0 -1 0 ©0

f.“V = 0 0 -1 0 ’ (1333)
0 0 0 -1

was der flachen Minkowski-Metrik mit einer reskalierten Zeitkomponente ent-
spricht.

Entwicklung in m

Entwickelt man die Dispersionsrelation (8.9) in m/k| fiir rein raumartiges {¥, so
findet man

(8 %) = £mk) +m?/2+0(m/k))*, (13.34)

wobei sich jeweils das obere Vorzeichen auf die @- und das untere auf die ©-
Moden bezieht. Die Entwicklung versagt fiir den Fall, dass kH grofler als m wird.
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In diesem Fall gilt aber mit guter Niherung, dass ¢ und k orthogonal sind und
es kann auf das Ergebnis in Abschnitt 13.6 zuriick gegriffen werden. Diese Ent-
wicklung kann auch fiir das Dispersionsgesetz im Robertson-Walker-Universum
(13.17) tibernommen werden, als Zwangsbedingung wird jetzt, in zweiter Ord-
nung in m/k| gefordert:

a(t)’ky — k5 — k3 — k3 F mlks| —m*/2=0. (13.35)

Fiir die Wirkung ergibt sich dann, nach Elimination von A

I = /dT <JT),/XVXM:Fm\X3|> , (13.36)

wobei das obere Vorzeichen wieder fiir die ®- und das untere fiir die ©-Moden
steht. Daraus lasst sich die Finslernorm direkt ablesen,

F(x, %) = (2011(@‘/*”” - \a‘csl) (13.37)

die zugehorige Finsler-Metrik ist dann keine simple Riemannsche-Metrik mehr,
sondern hangt explizit von x ab.

Interpretation

Das durch die CPT-Anomalie induzierte, modifizierte Propagationsverhalten (13.18)
hat nun eine geometrische Interpretation.

Die Lorentz-Verletzung wird in einer Finsler-Metrik absorbiert. Beztiglich dieser
Finsler-Metrik propagiert das Licht wieder auf Geodaten.

Es war nicht moglich, diese Metrik allgemein analytisch zu berechnen, fiir den
Grenzfall k 1 E konnte die Finsler-Metrik jedoch berechnet werden, allgemein
war eine Entwicklung im Parameter m/k| moglich.

Im orthogonalen Fall k- 5 = 0 geht diese Finsler-Metrik in eine flache Minkowski-
Metrik tiber. Dieser Grenzfall kann folgendermafien verstanden werden: Die ein-
zige Skala der Theorie ist durch m/a(t), diese zeitabhidngige Masse koppelt an die
Gravitation. Reskaliert man den Hintergrund mit der inversen Funktion a(t), so
absorbiert man, im orthogonalen Grenzfall, simtliche gravitativen Effekte. Oder,
anders ausgedriickt, multipliziert man in (13.21) jede Kontraktion mit einem Fak-
tor a(t)?, so erhélt man ein simples Dispersionsgesetz fiir massive Teilchen im
Minkowski-Raum.
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13.8. Interpretation

Interessanter ist jedoch Propagation, die nicht ausschliefdlich orthogonal zum Hin-
tergrund-Vektor verlauft. Hierfiir ist es gelungen, eine Finsler-Metrik f,, mit in-
verser Metrik f*” anzugeben, so dass, bis in zweiter Ordnung in m/ k” ,

kftk, = (13.38)

gilt. Die Lorentz-verletzenden Effekte sind also in einer Finsler-Metrik, die sich mit
der Definition (13.4) aus der Finslernorm (13.37) ableiten lasst, absorbiert worden.

In [12, 59] wurde die Vermutung gedufiert, dass Finsler-Geometrie moglicherweise
ein geeigneter Kandidat fiir eine erweiterte Gravitationstheorie wire, die in der
Lage sein konnte, die geometrischen Inkompatibilititen zwischen dem Einstein-
Tensor und dem Energie-Impuls-Tensor zu beheben.

Eine dynamische Finsler-Gravitationstheorie existiert derzeit jedoch nicht, eine
solche Realisierung war auch im Rahmen dieser Arbeit nicht moglich. Die Er-
gebnisse dieses Kapitels sind jedoch in dieser Hinsicht ermutigend, da sie zumin-
dest eine geometrische Interpretation des modifizierten Propagationsverhaltens im
Rahmen von Finsler-Geometrie ermoglichen. Weitere Forschung ist hier sicherlich
von Interesse.
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14. Zusammenfassung Teil II

Der vorliegende Teil II der Dissertation behandelte Maxwell-Chern-Simons Theo-
rie im Hinblick auf die Kopplung an die Gravitation. Als explizit Lorentz-ver-
letzende Theorie wirft die Kopplung von Maxwell-Chern-Simons Theorie an die
Gravitation die in Teil I dargestellten Fragen auf.

In Kapitel 8 wurde zunédchst Maxwell-Chern-Simons Theorie in Minkowski-Raumzeiten
vorgestellt. Das darauf folgende Kapitel diskutierte die beiden Moglichkeiten ei-
ner Kopplung an die Gravitation im metrischen und im Vierbein-Formalismus. Bei
beiden Beschreibungen kommt es zu Inkompatibilitdten mit den, fiir den Einstein-
Tensor geltenden, Bianchi-Identitdten. Eine Moglichkeit, diese Schwierigkeiten zu
umgehen, ist es, die Implikationen der Bianchi-Identitdten als Konsistenzbedin-
gungen an das Lorentz-verletzende, externe Hintergrund-Feld zu stellen. In Kapi-
tel 10 wurde gezeigt, dass solche Losungen prinzipiell existieren, es handelte sich
um bekannte Losungen der Einstein-Gleichungen. Sowohl die Schwarzschild- als
auch die Reissner-Nordstrom-Losung sind, unter Beachtung von zusitzlichen Be-
dingungen an das externe Hintergrund-Feld, mogliche Losungen der (gekoppel-
ten) Maxwell-Chern-Simons Gleichungen und der Einstein-Gleichungen.

In Kapitel 11 wurde eine Moglichkeit diskutiert, das Auftreten eines stark unter-
driickten Maxwell-Chern-Simons Terms zu motivieren. Es war bereits bekannt,
dass ein Maxwell-Chern-Simons Term unter bestimmten Bedingungen fiir Quan-
tenfeldtheorien auf topologisch nicht trivialen Mannigfaltigkeiten anomal auftre-
ten kann. In dieser Doktorarbeit wurde eine nichtabelsche chirale Eichtheorie auf
einem flachen Robertson-Walker-Universum mit einer kompaktifizierten Raumdi-
mension untersucht. Das anomale Auftreten eines Maxwell-Chern-Simon-artigen
Terms, sowie das erwartete unterdriickte Verhalten (der Term ist proportional zur
Lange der kompaktifizierten Raumrichtung, die mit der Zeit zunimmt) wurde be-
statigt.

Im Folgenden wurden einige physikalische Effekte diskutiert, die sich fiir den pho-
tonischen Anteil einer Wirkung ergeben, fiir die die Anomalie berechnet wurde.
Unter anderem ergibt sich ein modifiziertes Dispersionsgesetz und eine endliche
Photon-Lebensdauer, die abhingig vom Alter des Universums ist.
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14. Zusammenfassung Teil 11

Kapitel 13 beschiftigte sich mit Finsler-Geometrie. Die urspriinglich Motivati-
on dafiir war die Hoffnung, dass sich im Rahmen einer Erweiterung der Rie-
mannschen Geometrie die Einstein-Gleichung so verallgemeinern liefse, dass mog-
liche Verallgemeinerungen der Bianchi-Identitdten nicht mehr im Widerspruch
zu einem nicht-symmetrischen Energie-Impuls-Tensor stiinden. Finsler-Geometrie
schien ein vielversprechender Kandidat, da in einer Finsler-Geometrie die Me-
trik nicht nur eine Orts-, sondern auch eine Richtungsabhidngigkeit haben kann.
Es existiert aber bisher keine Theorie von Finsler-Gravitation und eine Realisie-
rung ist auch im Rahmen dieser Dissertation nicht moglich gewesen. Es hat sich
jedoch heraus gestellt, dass Finsler-Geometrie zur phdnomenologischen Beschrei-
bung von Lorentz-verletzenden Dispersions-Relationen geeignet ist. Im Rahmen
dieser Methode wurde eine geometrische Interpretation der Photon-Dispersions-
Relation gefunden, die sich aufgrund der im vorhergehenden Kapitel berechnen-
den CPT-Anomalie ergibt.
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Teil II1.

Modifizierte Maxwell-Theorie und
Gravitation
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15.

15.1.

15.2.

Modifizierte Maxwell-Theorie

Ein weiteres Beispiel fiir eine Lorentz-verletzende photonische Theorie ist die mo-
difizierte Maxwell-Theorie [60-62]. Modifizierte Maxwell-Theorie ist ein Teil des
erweiterten Standardmodells [11]. Modifizierte Maxwell-Theorie und Maxwell-
Chern-Simons-Theorie sind die beiden einzigen moglichen, renormierbaren U(1)-
Eichtheorien im erweiterten Standardamodell. In diesem Teil der Dissertation wird
die Kopplung von modifizierter Maxwell-Theorie an die Gravitation untersucht
und mogliche physikalische Effekte werden diskutiert.

Einheiten und Konventionen

Es werden nattirliche Einheiten benutzt ¢ = Gy = kg = & = 1. Raumzeitindi-
zes werden durch griechische Buchstaben gekennzeichnet und entsprechen den
sphédrischen Koordinaten t,7, 6, ¢, lokale Lorentz-Indizes werden mit lateinischen
Buchstaben gekennzeichnet und konnen die Werte 0 bis 3 annehmen.

Mit 7,, wird die flache Minkowski-Metrik bezeichnet, mit g,, die gekriimmte
Metrik, jeweils mit Signatur (+, o ,—). Der Betrag der Determinante wird mit
= | det g, (x)| abgekiirzt. Mit e”,(x) = g"(x)7a(x) €,%(x) wird das Vierbein be-
zeichnet, es gilt e"a(x)eyb(x) =60, ey (x)e,*(x) = 0"y, und g (x) = ey“(x)evb(x) Hab-
Kovariante Ableitungen beziiglich der Metrik werden mit D, bezeichnet.

Modifizierte Maxwell-Theorie in flachen Raumzeiten

Modifizierte Maxwell-Theorie ist eine verallgemeinerte U(1)-Eichtheorie, deren
Lagrangedichte, zusitzlich zum Standard-Maxwell-Term, einen weiteren bilinea-
ren Term enthalt

1 1
EmodMax, flach — 4 uchd Uacﬂbd abch ch . (15'1)
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15. Modifizierte Maxwell-Theorie

Fip = 0,A5(x) — 0pAn(x) bezeichnet den Standard-Maxwell-Feldstirke-Tensor, mit
dem Eichfeld A,(x). Da nur der eichinvariante Feldstirke-Tensor und nicht das
Eichfeld selbst in der Wirkung auftritt, ist die Theorie selbstverstdndlich eichinva-
riant.

An den Lorentz-verletzende ,Hintergrundtensor” x%cd werden die selben Sym-

metrien wie an den Riemannschen Kriimmungstensor gefordert, zusdtzlich wird
noch eine Annahme an die doppelte Spur gemacht (also ein , Kriimmungstensor”
mit verschwindender Skalarkriimmung gefordert):

Kahcd _ K[ab] [cd], Kabcd _ chab’ Kabab —-0. (15.2)

Die Symmetrieannahmen lassen sich wie folgt begriinden: Antisymmetrie in den
ersten beiden und letzten beiden Indexpaaren, sowie Symmetrie unter Austausch
der beiden Indexpaare ergibt sich ohne Beschrankung der Allgemeinheit durch die
Kontraktion mit den Feldstdrketensoren. Ein total antisymmetrischer Term wére
eine totale Ableitung und kann weggelassen werden, und durch Redefinition der
Felder und Kopplungskonstanten liefse sich ein nicht-verschwinderden Spurterm
in den Standard-Maxwell-Term absorbieren.

Die einfachste Annahme an diesen Tensor, die iiblicherweise in der Literatur dis-
kutiert wird, ist die, dass der Tensor ¥ raumlich und zeitlich konstant ist. In
diesem Fall sind Raumzeit-Translationen Symmetrien der Theorie und die zu-
gehorigen Noether-Strome sind erhalten. Fiir konstantes " enthilt der Tensor
19 freie Parameter, im allgemeinen Fall jedoch kann x™“!(x) ein beliebiges, aber
festes , Tensorfeld” sein. Der Begriff ,Tensorfeld” ist hier in Anfithrungszeichen
gehalten, da sich k™ als Hintergrundfeld nur unter passiven Transformationen
wie ein Tensor transformiert. Unter aktiven Symmetrietransformationen (,,particle
Lorentz transformations”) transformiert sich «%* nicht [11]. Im Folgenden wird
jedoch, der Lesbarkeit zuliebe, einfach von Hintergrund-Tensor-Feldern gespro-
chen werden.

Im Unterschied zur Maxwell-Chern-Simons-Theorie ist modifizierte Maxwell-Theo-
rie, obwohl Lorentz-verletzend, invariant unter CPT-Transformationen.

In dieser Arbeit werden weitere, vereinfachende Annahmen an den modifizier-
ten Maxwell-Term gemacht. Zunéchst beschranken wir uns auf einen (in erster
Ordnung Storungstheorie) nicht-doppelbrechenden Ansatz [61, 62]

1 e ] . ~
Kabcd _ E <1,lachd . nadec + T]bdKaC . chKad> ) (15.3)
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K™ ist ein symmetrischer, spurfreier Tensor. Im Folgenden wird sich oft der weite-
re, vereinfachende Ansatz als niitzlich erweisen

A G L (15.42)

4"/ a
ko= SR (15.4b)

¢" bezeichnet hier einen normierten Hintergrund-Vierervektor ¢,¢" = +1, der zeit-
oder raumartig sein kann. Der lichtartige Fall miisste teilweise getrennt betrachtet
werden und wird in dieser Arbeit nicht behandelt.

Mit Hilfe des Variationsprinzips folgen die modifizierten Maxwell-Gleichungen
(fiir allgemeines Hintergrundfeld der Form (15.2)) aus der Lagrangedichte (15.1)

aa (Pab + Kadech) —0. (155)

Die homogene Maxwell-Gleichung folgt direkt aus der Definition des Feldstarke-
tensors und ist weiterhin unverandert giiltig:

9, F" =0, (15.6)

% = 1/2¢%F,, . (15.7)

Die modifizierte Elektrodynamik erlaubt maximale (unter Umstdnden richtungs-
abhédngige) Photongeschwindigkeiten, die sich von der Kausalgeschwindigkeit
¢ = 1 des zugrunde liegenden Minkowskiraumes unterscheiden kénnen.

Das Dispersionsgesetz ist aufgrund der Skaleninvarianz der Theorie fiir allgemei-
ne Hintergrundtensoren der Form (15.2) von der Form [63]

w(k) = ]E (1 - @(fc))

mit dem Einheitsvektor k in Richtung des Impulses k, und einer dimensionslosen
Funktion ©, die die Richtungsabhidngigkeit enthilt. Bei Vorliegen von Doppelbre-
chung gibt es zwei Funktionen @1, fiir die beiden Moden.

, (15.8)

Die modifizierte Maxwell-Theorie erlaubt interessante physikalische Phanomene,
wie z. B.Vakuum-Cherenkov-Strahlung und Photon-Zerfall, deren Nicht-Beobach-
tung Schranken an die Eintrige des Hintergrundfeldes " erlaubt. Naheres hier-
zu findet sich beispielsweise in [60, 61, 63—66].
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15. Modifizierte Maxwell-Theorie

Kopplung an die Gravitation

Mochte man die Kopplung explizit Lorentz-verletzender Theorien an die Gra-
vitation untersuchen, so bietet sich der Vierbein-Formalismus an, da er erlaubt
zwischen lokalen Lorentz-Transformationen und allgemeinen Koordinatentrans-
formationen zu unterscheiden [12].

Im Folgenden wird, wie in Kapitel 4 ausgefiihrt, der Vierbein-Formalismus ge-
nutzt, um die Theorie (15.1) an die Gravitation anzukoppeln.

Ein minimaler Kopplungsprozess fiihrt dann auf die folgende Lagrangedichte fiir
den photonischen Teil der Wirkung

1 1
LmodMax = —V/8 (4 FuFor 818" + 4 K77 (x) F;H/Fpa> , (15.92)

KHVPT = gebed () P (x) e’ (x) e (x) e, (x) . (15.9b)

Hier und im Folgenden werden die Funktionen x"*(x) als vorgegebene Hinter-
grundfelder ohne eigene Feldgleichungen aufgefasst. Weiter unten wird gezeigt,
dass die Kopplung an die Gravitation bereits strenge Konsistenzbedingung an die
Form des Hintergrundfeldes erzwingt, auch ohne dass eigene Feldgleichungen
fiir dieses Hintergrundfeld gestellt werden. Aus Lesbarkeitsgriinden wird die Ab-
hingigkeit von x# im Folgenden unterdriickt: ¥/ (x) = x**?, wenn nicht anders

angegeben.

Der rein gravitative Teil der Lagrangedichte ist durch den Einstein-Hilbert Term
gegeben [26],

1
Egrav = \/gﬁ R, (15.10)

mit Ricci-Skalar R. Die gesamte Wirkung fiir an die Gravitation gekoppelte modi-
fizierte Maxwell-Theorie ist dann durch

S = /d4x (ﬁgrav + ﬁmodMax) (15-11)

gegeben.
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15.4. Feldgleichungen

Die Euler-Lagrange Gleichungen fiir das Photon-Feld in modifizierter Maxwell-
Theorie (15.11) unter Berticksichtigung der Gravitation lauten

D, (F’“’ + K””"‘ﬁFM;) =0. (15.12)
Die Einstein-Gleichung ist:
Gy = 81Ty, (15.13)

wobei G, wie bisher den Einstein-Tensor der Metrik ¢ bezeichnet. Die Definiti-
on des Energie-Impuls Tensors T, in einer Lorentz-verletzenden Theorie ist, wie
bereits in Kapitel I diskutiert, nicht eindeutig, im Kapitel 20 wird darauf ndher
eingegangen. Da der rein gravitative Teil der Wirkung einfach als Einstein-Hilbert
Wirkung gewihlt wurde, ist die linke Seite der Einstein-Gleichung im Vergleich
mit konventioneller Einstein-Theorie nicht modifiziert. Es ist daher unmittelbar
klar, dass die Vakuumldsungen (T#" = 0) der Theorie (15.11) mit den Vakuum-
losungen der Allgemeinen Relativitdtstheorie {ibereinstimmen. Diese Losungen
werden im Folgenden als triviale Losungen bezeichnet werden.

Zunachst werden Hintergrundpropagationseffekte in modifizierter Maxwell-Theo-
rie diskutiert.
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16.

16.1.

Propagation in gekriimmten
Hintergriinden

Dieses Kapitel fiihrt eine allgemeine Methode ein, mit der sich die geometrische
Optik von nicht doppelbrechender modifizierter Maxwell-Theorie in gekriimmten
Hintergriinden beschreiben ldsst. In den folgenden Kapiteln wird diese Methode
dann angewandt werden, um die ,Phdnomenologie” Schwarzer Locher in modi-
fizierter Maxwell-Theorie zu beschreiben.

Auch wenn in den Kapitel 20 und 21 auf Losungen der Einsteingleichung in
modifizierter Maxwell-Theorie eingegangen wird, ist offen, wie eine vollstandi-
ge, selbstkonsistente Theorie von modifizierter Maxwell-Theorie und Gravitation
aussehen konnte. Betrachtet man jedoch Propagation in gekiimmten Hintergriin-
den in der Ndherung der geometrischen Optik, benttigt man keine vollstindige
Theorie der Gravitation, da die (unbekannte) Riickreaktion der Raumzeit vernach-
lassigt wird. Man darf davon ausgehen, dass die Ndherung der geometrischen
Optik fiir modifizierte Maxwell-Theorie in gekriimmten Raumzeiten, analog wie
fiir Standard-Elektrodynamik, fiir schwache elektromagnetische Felder giiltig ist.

Photonischer Teil der Wirkung und effektive Metrik

Mit dem speziellen, nicht doppelbrechenden Ansatz (15.3)-(15.4) kann man den
photonischen Teil der Lagrangedichte (15.9) vereinfacht schreiben als:

1 1
Emaivins = —VE (1= K& ) 3 Foo §° (161

fiir ¢PCp = gpo GPC” = &1 und die effektive Metrik und inverse Metrik

Bul0) = $u) = Tty g7z S (), (16.22)

x(x)
1—x(x)Crg,/2

g(x) = gM(x)+ ¢ (x)g" (%), (16.2b)
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fiir die gilt §"' gy, = 0.

Im Folgenden wird gezeigt werden, dass die effektive Metrik (16.2) ein niitzli-
ches Instrument zur Beschreibung der Propagation von Lichtstrahlen in modi-
fizierter Maxwell-Theorie darstellt. Zur Verdeutlichung sei darauf hingewiesen,
dass Herauf- und Hinunterziehen von Indizes weiterhin mit der urspriinglichen
Metrik g, und ihrem Inversen ¢*" durchgefiihrt wird, soweit nicht ausdriicklich
anders angegeben.

Dispersionsrelation und geometrische Optik

In diesem Unterkapitel werden Lichtstrahlen in modifizierter Maxwell-Theorie mit
dem Ansatz (15.3)—(15.4) fiir den Lorentz-verletzenden Hintergrund betrachtet. Es
wird gezeigt, dass die Lichttrajektorien in der Approximation der geometrischen
Optik auf Nullgeoditen der effektiven Metrik (16.2) laufen.

Dazu wird ein Ebener-Wellen-Ansatz in Lorentz-Eichung DHAP‘ = 0 betrachtet,
Ay(x) = Cpu(x) e, (16.3)

wobei, wie iiblich, der Wellenvektor k¥ (x) als orthogonal zu Flichen gleicher Pha-
se S(x)definiert wird,

ky(x) =9,5(x). (16.4)

Im Folgenden vernachldssigen wir Ableitungen der Amplitude C,(x) und Ter-
me, die den Ricci-Tensor enthalten. Diese Ndherung setzt voraus, dass die ty-
pische Langenskala, auf der sich die Amplitude &ndert, sehr viel kleiner ist als
die typische Langenskala des Raumzeit-Hintergrundes (siehe z.B. [26, 67]). Die
Vernachlassigung des Ricci-Tensor-Terms ist fiir die im Folgenden hédufig disku-
tierte Schwarzschild-Geometrie sogar exakt, da es sich um eine Vakuumlosung
(R¥ = GM = 0) handelt.

Setzt man den Ansatz (16.3) in die Feldgleichung (15.12) ein, so erhélt man

Kk W——L(ng)z (16.52)
oder dquivalent dazu

kuk, g"" =0. (16.5b)
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16.2. Dispersionsrelation und geometrische Optik

Die rechte Seite von (16.5a) gibt die Anderung in der Photonen-Dispersionsrelation
an, die aufgrund des Lorentz-verletzenden Anteils der Lagrangedichte (15.11) auf-
tritt. Wie erwartet enthilt sie einen globalen Faktor #(x). Wie man aus (16.5b) und
der Definition (16.4) leicht abliest ist der Vektor

K = gk, = i (16.6)
tangential zu Nullgeodaten x#(A) beziiglich der effektiven Metrik g, denn es gilt
D, =0, (16.7)

wenn man mit [14 die zu g,y gehorende kovariante Ableitung bezeichnet. Hier
und im Folgenden bezeichnet ein Punkt die Ableitung der Kurve nach dem affinen
Parameter A.

Um mogliche Schwierigkeiten in Bezug auf Kausalitdt zu vermeiden, wird im Fol-
genden der Parameterbereich der Theorie so eingeschrankt, dass keine, in Bezug
auf die Originalmetrik, raumartigen Photontrajektorien auftreten. (In [68] wur-
de diskutiert, dass superluminale Dispersionsrelationen nicht notwendigerweise
zu Schwierigkeiten mit klassischer Kausalitdt fithren. Dennoch soll im Folgen-
den nur subluminale Propagation erlaubt sein, da einiges dafiir spricht, dass die
Quantisierung einer Lorentz-verletzenden Theorie nur moglich ist, wenn keine
Gruppengeschwindigkeiten grofier als 1 auftreten [69, 70].)

Wie oben gezeigt ist der Tangentenvektor an eine Photontrajektorie durch (16.6)
gegeben. Wird nun verlangt, dass dieser beziiglich des Originalhintergrundes nicht
raumartig ist, so fiihrt das auf die Bedingung

x‘u gl’”‘/ fCV - ky g,’}ll/ g]/[x gﬂ(ﬁ k‘B Z 0 . (16.8)

Mit der Definition der inversen Metrik (16.2b) findet man

K(x) + 5 (K(x))szp‘:p >0, (16.9)

was fiir zeitartige ¢* durch «(x) > 0 oder «(x) < —2 erfiillt wird und fiir raum-
artige ¢" durch 0 < x(x) < 2. Um beide Moglichkeiten abzudecken, wird im
Folgenden der Parameterbereich auf

0<x(x)<2 (16.10)

eingeschriankt, was, auf dem Niveau von Signalpropagationsgeschwindigkeit, Kau-
salitdt fiir raum- oder zeitartige ¢# garantiert. Physikalisch interessant ist natiir-
lich vor allem der Bereich kleiner «, es wird sich jedoch spiter herausstellen,
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16. Propagation in gekriimmten Hintergriinden

dass ein bestimmtes Gedankenexperiment fiir kleine x nicht realisierbar ist. So-
weit nicht ausdriicklich anders gesagt, sind alle Ergebnisse giiltig fiir den gesam-
ten Bereich 16.10. In der obigen Diskussion der geometrischen Optik fiir modifi-
zierte Maxwell-Theorie wurde sich auf den Ansatz (15.3)—(15.4) fiir das Lorentz-
verletzende Hintergrundfeld beschrankt. An die Funktion «(x) wurden jedoch kei-
ne Einschrankungen gemacht. Fiir die Diskussion um das Propagationsverhalten
in Schwarzschild Hintergriinden wird sich im Folgenden jedoch auf konstantes «
beschrankt werden.

Fiir die im Folgenden diskutierten Spezialfélle des Ansatzes (15.3)—(15.4) mit x =
const ist die Lagrangedichte (16.1) bis auf einen konstanten Faktor die Standard-
Maxwell-Lagrangedichte in einem gekriimmten Hintergrund (16.2), da fiir diese
Féille die Wurzel der Determinante der Originalmetrik einfach proportional zur
Waurzel der Determinante der effektiven Metrik ist. Fiir diese Félle liefle sich al-
so schon direkt aus der Lagrangedichte das Propagationsverhalten ableiten, ohne
die obige Diskussion. Die Aussage, dass Lichtstrahlen in modifizierter Maxwell-
Theorie auf Nullgeoditen einer effektiven Metrik laufen gilt jedoch, wie oben ge-
zeigt, fur eine grofiere Klasse von Ansidtzen, bei denen die Lagrangedichte nicht
einfach proportional der Standard Maxwell-Lagrangedichte mit effektiver Metrik
ist.



17. Drei modifizierte Maxwell-Modelle im
Schwarzschild-Hintergrund

In diesem Kapitel beschranken wir uns auf die Schwarzschild-Metrik als gegebe-
nen Hintergrund,

ds®> = (1—2M/r)df? — (1 —2M/r) " dr® — 2d0?, (17.1)

mit einem Parameter M der, wie iiblich, als die Zentralmasse des Schwarzen Lochs
interpretiert wird.

Die Lorentz-verletzenden Parameter ¢ dieser Beispiele sind per Hand eingefiihrt
und werden, bis auf Weiteres, nicht durch eine zugrunde liegende Theorie be-
stimmt. Im Kapitel 21 wird jedoch auf mogliche dynamische Modelle zur Erzeu-
gung von verschiedenen modifizierten Maxwell-Szenarien eingegangen.

17.1. Fall 1: Ricci-flache effektive Metrik mit modifiziertem
Horizont

Als erstes Beispiel wihlen wir einen Schwarzschild-Hintergrund (17.1) und

¢ Jeans = <1_2M/r —V2M/r, 0, 0) (172)

fiir das Lorentz-verletzende Hintergrundfeld, das in Ansatz (15.4a) eingesetzt wird.
x > 0 wird konstant gewdhlt, im Limes x — 0 erhdlt man wieder Standard-
Maxwell-Theorie. Mit Hilfe zweier abkiirzender Parameter

K K .

€
= = 0,
ST a2 1-x/20 0 YT 1ve

>0, (17.3)
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17. Drei modifizierte Maxwell-Modelle im Schwarzschild-Hintergrund

lasst sich die effektive Metrik (16.2a) dann schreiben als
V2Mr
r—2M

2M
<1 +x - 2M> dr? — r?dQ2. (17.4)

ds? dtdr

| Fat « (1—-2M/r—x)dt* — 2x

v
r—2M

Wie man aus der effektiven Metrik (17.4) fuir r > 2 M abliest, ist die maximale
Photongeschwindigkeit durch v, max = /1 — x gegeben, was fiir kleine, positive
X kleiner ist, als die Maximalgeschwindigkeit fiir Lorentz-invariante Materie im
Hintergrund (17.1).

Eine geeignete Koordinatentransformation

2Mr 1
dt_\/1+€dT+Xr—2M1—2M/r—)(dr (17.5)

zeigt, dass es sich bei der Metrik (17.4) um eine Standard-Schwarzschild-Metrik
mit neuer Masse handelt,

45 g, = (1 - ZM/V) dT? — (1 - 21\71/7) T a0 , (17.6a)

M = M(l+e€). (17.6b)

Daraus wird ersichtlich, dass sich der Ereignishorizont fiir modifizierte Maxwell-
Photonen, die der Lorentz-Verletzung des Falles 1 gentigen, in einem Standard-
Schwarzschild-Hintergrund verschiebt, der effektive Horizont liegt bei r = 2M =
2M (1 +€). In einer Theorie, die sowohl den Lorentz-verletzenden modifizierten
Maxwell-Teil, als auch Standard-Materie, die keiner Lorentz-Verletzung unterldge,
enthilt, gdbe es demnach fiir verschiedene Materie verschiedene Ereignishorizon-
te. In [13] wurde ebenfalls eine Lorentz-verletzende Theorie mit zwei verschiede-
nen Ereignishorizonten untersucht, die dort diskutierte effektive Metrik ist gerade
obiger Fall 1, der dort in Lemaitre Koordinaten angegeben ist. In [13] und fol-
genden Publikationen [14, 71] wurde die Moglichkeit eines Perpetuum Mobiles
zweiter Art fiir derartige Theorien mit zwei verschiedenen Horizonten diskutiert.
Kapitel 19 wird ndher darauf eingehen.

Die Annahme, dass jede Lorentz-verletzende Theorie mit Maximalgeschwindig-
keiten, die von der Kausalgeschwindigkeit ¢ abweichen, automatisch zu multiplen
Horizonten (und damit zu Problemen des verallgemeinerten zweiten Hauptsatzes
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17.2. Fall 2: Nicht Ricci-flache effektive Metrik ohne Horizontverschiebung

fiihrt) scheint zundchst sehr intuitiv. Dazu vergegenwértige man sich, dass der
Schwarzschild-Horizont in einer Lorentz-invarianten Theorie bei ¥ = 2 GyM/ ¢?
auftritt, wobei ¢ hier die Maximalgeschwindigkeit aller Teilchen darstellt. Naiv
konnte man schlussfolgern, dass Lorentz-verletzende Teilchen mit einer Maximal-
geschwindigkeit kleiner als ¢ automatisch einen effektiven Horizont aufSerhalb
des Standard-Horizontes fiir Lorentz-invariante Materie wahrndhmen. Wie jedoch
durch die beiden folgenden Beispiele gezeigt werden wird, ist diese naive Schluss-
folgerung nicht allgemein giiltig.

Fall 2: Nicht Ricci-flache effektive Metrik ohne
Horizontverschiebung

Wieder betrachten wir einen Schwarzschild-Hintergrund (17.1), aber diesmal mit
dem Hintergrundfeld

& Jpan» = (0 VI=2M/7,0,0) . (17.7)

Zuidchst werden die Betrachtungen auf den Bereich » > 2M beschrankt. ¥ wird
wieder konstant und grofler als Null gewihlt. Fiir die effektive Photonmetrik
(16.2a) findet man dann

A3y, = (1—2M/r) df? — 117 (1—2M/r)"" dr* — a7, (17.8)

hier sind die zusédtzlichen Hilfsparameter wie folgt definiert,

K K
Tee,n/2 1rn/2” 0 (17:9)

n

Fir r > 2 M ist die maximale radiale Photongeschwindigkeit in der effektiven
Metrik (17.8) durch v, raq,max = /1 —7 < 1 gegeben, wihrend die maximale
Tangentialgeschwindigkeit nicht beeinflusst wird, v, tang, max = 1.

Die resultierende effektive Metrik (17.8) hat weiterhin eine Koordinatensingulari-
tat bei r = 2M, ist aber nicht einfach wieder eine Schwarzschild-Lésung. Das wird
deutlich, wenn man den effektiven Ricci Skalar ausrechnet, der durch

R[g] = —25/7? (17.10)

gegeben ist. Es ist somit klar, dass sich das einfache Argument aus Fall 1, in dem
die Horizontverschiebung dadurch zustande kam, dass die effektive Metrik wie-
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17. Drei modifizierte Maxwell-Modelle im Schwarzschild-Hintergrund

der eine Schwarzschild-Metrik mit reskalierter Masse war, sich hier nicht anwen-
den ldsst. Die Teilchenhorizontstruktur der effektiven Metrik (17.8) gilt es im Fol-
genden zu kldren. Konkrete Rechnungen dazu finden sich in Kapitel 18. Einige
einfache Voriiberlegungen werden hier bereits prasentiert.

Eine erste physikalische Vorstellung der effektiven Raumzeit (17.8) gewinnt man,
indem man, formal, eine Quelle sucht, die durch die Einsteingleichung eine solche
Raumzeit erzeugen wiirde, G% = G%[&] = 87 T%.

Der zu der effektiven Metrik (17.8) gehorende Einstein-Tensor ist durch é“ﬁ =
diag(17/r%, 1/1%,0,0) gegeben. Ein entsprechender Energie-Impuls-Tensor wird
durch eine Fliissigkeit mit Vierergeschwindigkeit u* = ((1—2M/r)~1/2,0,0,0)
und konstanter Zustandsgleichung w = P/p = —1/3 erzeugt; der Energie-Impuls-
Tensor ist dann gegeben durch T = (0 + P)u*ug — P 8"g- Physikalisch betrachtet
benotigte man also Materie mit einer Zustandsgleichung vom Typ dunkler Ener-
gie, um die Raumzeit (17.8) zu erzeugen.

Fall 3: Ricci-flache effektive Metrik ohne
Horizontverschiebung

Dieser Abschnitt behandelt ein drittes Beispiel fiir modifizierte Maxwell-Theorie
in einem Schwarzschild-Hintergund. Die resultierende effektive Metrik ist wieder
die Schwarzschild-Metrik, sogar mit derselben Masse M, daher sieht es zuédchst so
aus, als hitte die Lorentz-Verletzung keinen Einflufy auf das Propagationsverhalten
der Photonen. Dass dies, auf subtile Weise, dennoch der Fall ist, wird in Abschnitt
18.4 gezeigt.

Als Ansatz fiir das Lorentz-verletzende Hintergrundfeld wird gewéahlt

& e, = ((1=2M/1)71%,0,0,0), (17.11)
wieder mit 0 < k¥ < 2. Wie fiir den Fall 2 ebenfalls, wird sich hier zunichst auf
den Koordinatenbereich r > 2M beschrankt.

Das effektive Linienelement (16.2a) ist jetzt

.y 1 -
dsZ|Fa113 =1 (1—2M/r)d> — (1 —2M/r) " dr* — P20, (17.12)

wo € wie in (17.3) definiert ist.
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17.3. Fall 3: Ricci-flache effektive Metrik ohne Horizontverschiebung

Im Bereich r > 2M findet man fiir die maximale Photongeschwindigkeit in der
effektiven Metrik (17.12) v, max = 1/v/1 + € < 1. Durch die Zeitreskalierung

t=+v1+ef (17.13)

geht die effektive Metrik (17.12) in die Standard-Schwarzschild-Metrik iiber.

Diese Aquivalenz zur Schwarzschild-Metrik sagt jedoch nur, dass Lichtstrahlen in
der effektiven Metrik dieselben Pfade durchlaufen, wie Photonen in der Standard-
Schwarzschild-Metrik. Im Bezugssystem eines (zur Originalmetrik stationdren)
Beobachters laufen die Lichtstrahlen jedoch mit einer von c verschiedenen Ge-
schwindigkeit. Dazu betrachte man einen stationdren Beobachter mit Viererge-
schwindigkeit

ut = ((1 — 2M/r)_1/2, 0,0, O) ) (17.14)

Der Ubergang in ein lokales Inertialsystem dieses Beobachters ist durch folgendes
Vierbein gegeben

-1
etO — 1— ZM/T' — (erl) , 392 =17, 64)3 = T’Sil’le, (1715)

andere Komponenten sind identisch null. Ein solcher Beobachter misst die Fre-
quenz w = guy k¥u’ = k°, wobei der Wellenvektor k* der Gleichung (16.5) geniigt.
Fiir die quadratische Dispersionsrelation im lokalen Inertialsystem des Beobach-
ters findet man

1—x/2 IS

2 _ 2
w(k)” = 15 x/2 = 11e k|7, (17.16)

mit dem Wellenvektor k = (k', k?,k%). Fiir ¥ > 0 ist dann klar, dass Lichtstrahlen
mit der Maximalgeschwindigkeit

1—x/2
Z)'y,max: 1+K/2

<1 (17.17)

propagieren, was auch mit der Angabe einige Zeilen unter (17.12), die im asym-
ptotischen Flachen giiltig war, tibereinstimmt. Im allgemeinen ist die Dispersions-
relation natiirlich komplizierter fiir nicht isotrope Fille, wie z. B. (17.2) and (17.7).

Wie in Kapitel 18 gezeigt werden wird, haben Photonen, die in einem effekti-
ven Hintergrund wie (17.12) propagieren, messbar verschiedene Eigenschaften
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17. Drei modifizierte Maxwell-Modelle im Schwarzschild-Hintergrund

von Standard-Photonen, die in einem Standard-Schwarzschild-Hintergrund pro-
pagieren. Das spiegelt die Tatsache wider, dass die Invarianz unter allgemei-
nen Koordinatentransformationen in der Theorie (15.9) gebrochen ist. Physika-
lisch relevant wird es jedoch erst, wenn in der Theorie zuséitzlich Teilchen auftre-
ten, die keine Lorentz-Brechung erfahren. Wiirden in einer Theorie nur Teilchen
auftreten, die sich alle beztiglich der effektiven Metrik (17.12) bewegen wiirden,
so liefle sich die Lorentzverletzung durch die Koordinatentransformation (17.13)
wegtransformieren und hétte keine beobachtbaren Auswirkungen. Durch das Zu-
sammenspiel von Lorentz-verletzenden Photonen und Lorentz-invarianter Mate-
rie jedoch ist das nicht mehr moglich, die globale Transformation (17.13) wiir-
de dann zwar die effektive Metrik in eine Standard-Schwarzschild-Metrik {iber-
fithren, aber die urspiingliche Schwarzschild-Metrik, die fiir die Propagation der
Lorentz-invarianten Materie relevant wire, wiirde dadurch nicht trivial transfor-
miert. Ein Beobachter mit Messgerdten aus Standard-Materie spiirt weiterhin den
Original Schwarzschild-Hintergrund. Es ist die Prasenz dieser zwei verschiedenen
Metriken, die die Ursache fiir die physikalischen Effekte, die im néchsten Kapitel
behandelt werden, ist.
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18.

18.1.

Gravitative Rotverschiebung und
Lichtbeugung

In diesem Kapitel werden, als Beispiel fiir physikalische Effekte, die gravitative
Rotverschiebung und Lichtbeugung an der Schwarzschild-Masse fiir die drei mo-
difizierten Maxwell-Theorien Fall 1-3 aus dem vorhergehenden Kapitel 17 berech-
net. Auflerdem wird explizit diskutiert, dass fiir die effektiven Metriken (17.8)
und (17.12) aus Fall 2 und Fall 3 am naiv erwarteten Wert r = 2M /(1 — 1) bzw.
r = 2M(1 + €) kein Teilchenhorizont auftritt. Dafiir wird einerseits die Rotver-
schiebung diskutiert (Kapitel 18.3) und andererseits gezeigt, dass ein Photon die
jeweilige Region, in der man naiv einen Horizont erwarten konnte, verlassen und,
in endlicher Koordinatenzeit, in den asymptotisch flachen Teil der Raumzeit pro-
pagieren kann (Kapitel 18.2). Begonnen wird mit der Diskussion der existierenden
Horizonte in den drei Fallen.

Horizonte (Fall 1)

Genau wie fiir die Standard-Schwarzschild-Metrik wechseln die Koordinaten ¢
und r im Fall 1 fiir das Linienelement (17.4) ihren Charakter: + wird raumartig
und r wird zeitartig. Ein Photon, das von einer Position r < 2M aus emittiert wird,
muss immer lokal vorwarts in der Zeit propagieren, was konkret bedeutet, dass r
kleiner werden muss, und kann deshalb niemals die Region r < 2M verlassen [72].
Das wird auch durch Studium der Nullgeoddten innerhalb der Region r < 2M
bestatigt. r = 2M ist also, wie erwartet, ein Teilchenhorizont fiir die Photonen aus
Fall 1.

Ein dhnliches Argument ldsst sich auch fiir Fall 2-3 anwenden, wenn man ei-
nerseits M durch M und andererseits die folgenden Annahmen fiir die Lorentz-
verletzenden Parameter ¢* in der Innenregion r < 2M macht:

Cﬂ |Fall 2, interior - (0’ V2M/r—1,0, 0) ’ (18.1a)
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18. Gravitative Rotverschiebung und Lichtbeugung

(:V ‘Fall 3, interior = <1/ V2M/r —1,0,0, 0) . (18.1b)

Mit diesen zusitzlichen Annahmen ist ¥ = 2M ein Teilchenhorizont fiir die Photo-
nen aus Fall 2 und Fall 3. Allerdings beruht das Argument auf der ad-hoc Annah-
me fiir die Struktur der Lorentz Verletzung innerhalb dieser Regionen. Im néchs-
ten Absatz wird gezeigt werden, dass die Oberfliche r = 2M, unabhingig von
Annahmen {iber die Struktur der Lorentz Verletzung innerhalb des Horizontes
einen Rotverschiebungshorizont fiir einen weit entfernten Beobachter darstellt.

Wird nun Standard-Lorentz-invariante Materie zu den modifizierten Maxwell-
Photonen hinzugeftigt, dann existiert im Fall 1 ein dufierer Horizont fiir die Pho-
tonen und ein innerer Horizont fiir die Standard-Materie. Innerhalb dieser beiden
Regionen befindet sich, wie im Kapitel 19 diskutiert werden wird, eine sogenannte
Ergosphiére, die fiir die mogliche Konstruktion eines Perpetuum Mobiles zweiter
Art relevant ist.

Die Horizonte in Fall 2 und Fall 3 fiir modifizierte Maxwell-Photonen und Standard-
Materie stimmen {iiberein, hier scheint die Konstruktionen eines Perpetuum Mo-

biles, das auf der Existenz der Ergosphire beruht, analog zur Diskussion in [14]

ausgeschlossen zu sein. *

18.2. Kein dufierer Photon Horizont fiir Fall 2 und 3

Betrachtet man die effektive Metrik (17.4) fiir Fall 1, so findet man fiir die (Ma-
ximal)geschwindigkeit des modifizierten Lichts v, max = c¢/+/1+ €. Diese mo-
difizierte Maximalgeschwindigkeit ist mit einem modifizierten Teilchenhorizont
r = Tschw = (14 €) rschw = (1 + €) 2M verkniipft [13, 14] . Es scheint daher nahe-
liegend, diesen Zusammenhang zu verallgemeinern, dass heifdt zu schliefien, dass
mit einer modifizierten Maximalgeschwindigkeit ¢ immer ein modifizierter Hori-
zont 1 = Foquw = €2/ C? rschw €inhergeht, insbesondere wenn man sich vergegen-
wirtigt, dass der Standard-Schwarzschild-Horizont durch r = 2 GyM/c? gegeben
ist. Nach dieser eigentlich intuitiven Argumentation miissten auch im Fall 2 und
Fall 3 dufSere Photonhorizonte existieren, analog wie im Fall 1. In der folgenden
Rechnung wird jedoch explizit gezeigt werden, dass diese heuristische Ableitung
nicht zutrifft und dass keine modifizierten (dufleren) Photonhorizonte existieren.

'Fiir ein Perpetuum Mobile, das auf der Idee der Hawking-Strahlung beruht, ist die Diskussion
nicht so eindeutig. Auch wenn der Horizont in den Fallen 2 und 3 nicht modiziert wird, muss
dennoch den Féllen 2 und 3 eine modifizierte Temperatur zugeordnet werden, vgl. die Diskussi-
on in Abschnitt 19.11.
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18.2. Kein duferer Photon Horizont fiir Fall 2 und 3

Fiir Fall 2 ist die Maximalgeschwindigkeit richtungsabhingig: Teilchen die sich
,parallel” zum Hintergrundfeld " (17.7) bewegen, haben die Maximalgeschwing-
keit /1 — 5. Nach obiger ,Ableitung” kénnte man also fiir ¥ = 2M /(1 — #) nicht-
triviale Effekte erwarten, zumindest fiir Photonen mit nichtverschwindender Ra-
dialgeschwindigkeit.

Im Folgenden soll ein Photon betrachtet werden, das am Punkt r = 2M/ (1-—
n/2) < 2M/(1 —n), also innerhalb des naiv postulierten Horizontes, startet und
geodatisch nach auflen propagiert. Der Einfachheit halber wird rein radiale Pro-
pagation angenommen. Es wird dann gezeigt werden, dass es zu beliebig grofien
Koordinaten r in endlicher Koordinatenzeit ¢ propagieren kann. Daher ist r =
2M/(1 — ) im Fall 2 kein Teilchenhorizont und somit wird gezeigt, dass die heu-
ristische Annahme, mit einer modifizierten maximalen Teilchengeschwindigkeit
gehe immer ein modifizierter Horizont einher, falsch ist.

Der Schwarzschild-Horizont rgq,w = 2M bleibt bestehen, er manifestiert sich et-
wa durch das Verschwinden des zeitartigen Killingfeldes. Wie oben diskutiert,
lasst sich, unter zusitzlichen Annahmen fiir die Struktur des Hintergrundfeldes
innerhalb des Horizontes, zeigen, dass es sich auch um einen Teilchenhorizont im
oben definierten Sinne handelt. Sowohl Lorentz-invariante Materie wie Standard-
Protonen, -Neutronen, -Elektronen als auch die modifizierten Maxwell-Photonen
hitten dann einen Teilchenhorizont an der Stelle r = 2M.

Der Tangentenvektor fiir ein radial auslaufendes Photon x#(A) mit dimensionlo-
sem affinen Parameter A ist durch die folgenden Differentialgleichung gegeben:

o E (r_r2M N 0) ) (18.2)

fiir r > 2M/ (1 — 1 /2). E bezeichnet eine energie-artige Konstante der Bewegung
und ist in (18.9a) definiert. Auf die detaillierte Struktur der Geoddtengleichung in
den Raumzeiten (17.8) und (17.12) wird in Abschnitt 18.4 eingegangen.

Fiir eine zur Zeit t = 0 vom Punkt
Tstart = rSchw/(l - 77/2) = 2M/(1 - 77/2) (18.3&1)

startende Geodate findet man fiir den integrierten Pfad

x(A) = (ET(),EAVT=1+7n,0,0), (18.3b)

EA/1—
Ar Mo EAVET Y
E \/1 —Y Tstart — 7Schw

(18.3¢)
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18. Gravitative Rotverschiebung und Lichtbeugung

fir A € [0,00). Es konnen beliebig hohe Werte fiir r in endlicher Zeit ¢ erreicht
werden, daher handelt es sich bei r = 2M/(1 — #) nicht um einen Teilchenho-
rizont. Eine analoge Rechnung fiir den Fall 3 zeigt, dass ebenfalls kein dufierer
Photonhorizont existiert.

Rotverschiebung

Um die Rotverschiebung in modifizierter Maxwell-Theorie zu diskutieren, wird
die Geodatengleichung

ku§"k, =0, §Vk,Duky =0, (18.4)

fiir einen Lichtstrahl der durch den Tangentenvektor k# = "'k, beschrieben wird,
explizit gelost. ﬁy steht hier fiir die kovariante Ableitung beztiglich der effektiven
Metrik g,,. Fiir das dem hypothetischen Messprozess zugrunde liegende Gedan-
kenexperiment wird ein Messinstrument angenommen, das aus konventioneller
Materie (Protonen, Neutronen, Elektronen) gebaut ist. So muss, zumindest in ers-
ter Ordnung in «, keine weitere, durch den Messprozess induzierte, Lorentzverlet-
zung berticksichtigt werden. Wir betrachten einen Beobachter am Raumzeitpunkt
P; mit beliebiger Vierergeschwindigkeit. Die von ihm gemessene Frequenz einer
Wellenfront mit Tangentenvektor k, ist gegeben durch

wp, = ky " uy . (18.5)

Im Folgenden wird die Diskussion auf stationdre Beobachter mit u? = t"/(t't,)
beschrankt, was lediglich zusétzliche Dopplereffekte ausschliefit, die unabhangig
von der Lorentzverletzung sind. t* ist das zeitartige Killingfeld im Schwarzschild-
Hintergrund des Beobachters.

Die Rotverschiebung fiir alle drei Flle ergibt sich zu

w1

_ \/1 —2GNM/ (12 2) (18.6)

1-— 2GNM/(1"1 Cz) '

w2
Fall1,2,3

Hier wurden Gy und ¢ explizit angegeben. Die Gleichung (18.6) ist nur giiltig,
solange beide Punkte P; aufierhalb des jeweiligen Photonhorizontes liegen, d.h.
r; > 2M fiir Fall 1 und r; > 2M fiir Fall 2 und Fall 3.
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18.4. Lichtbeugung an einer Schwarzschild-Masse

Um die Rotverschiebungshorizonte zu identifizieren, wird folgendes Gedankenex-

periment konstruiert. Eine starke Gammaquelle bewege sich auf die Schwarzschild-
Singularitdt zu und emittiere dabei Photonen (der Einfachheit halber sei die Emis-

sion isotrop im Ruhesystem der Quelle angenommen). Ein ,im Unendlichen”

(r2 > 2M) sitzenden Beobachter misst dann folgende Rotverschiebung:

z~1/v/1-2M/r;1 —1. (18.7)

r1 ist der Emissionspunkt des Gammaquants (hier wurden Dopplereffekte ver-
nachléssigt, die fiir den Kernpunkt des Arguments keine Rolle spielen). Fiir die
Fille 2—3 divergiert die Rotverschiebung (18.7), wenn die Quelle r; = 2M erreicht.
Fiir Fall 1 dagegen ist die maximale Rotverschiebung, die ein Beobachter im Un-
endlichen messen wird

2=1/\/1-2M/(2M(1 +¢)) ~1= /(1 +€)/e 1, (18.8)

was grofs, aber endlich ist fiir kleine, positive €. Das Beispiel zeigt klar, dass
in Lorentz-verletzenden Theorien Rotverschiebungs- und Teilchenhorizonte nicht
einfach gleichgesetzt werden konnen.

Lichtbeugung an einer Schwarzschild-Masse

Ein wohlbkannter Effekt in Standard-Einstein-Maxwell-Theorie ist die Lichtablen-
kung an einer Schwarzschild-Masse [26]. Im Folgenden wird dieser Prozess fiir
modifizierte Maxwell-Theorie untersucht, deren Lichtstrahlen Gleichung (15.12)
gentigen.

Fiir alle drei effektiven Raumzeiten aus Abschnitt 17 existiert ein zeitartiges und
ein Rotations-Killing-Feld, die durch t# = (9/9t)" und ¢* = (9/9¢)" gegeben
sind. Aufierdem bewegt sich, wiederum genau wie im Standard Schwarzschild-
Hintergrund, eine Geodite immer in einer Aquatorialebene, die sich durch globale
Rotationen in die durch 6 = 71/2 definierte Ebene iiberfiihren lésst.

Im Fall 2 und Fall 3 ist die effektive Metrik weiterhin diagonal. Es ist damit mog-
lich, dhnlich wie in der Schwarzschild-Metrik [26] fiir Nulldgeoditen x#(A) in
den Hintergriinden (17.8) und (17.12) die folgenden Konstanten der Bewegung zu
identifizieren:
E = gyy t]q(ﬁ/ = §tt t , (189&)
L = —gw ‘/JﬂP =r’¢. (18.9b)
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18. Gravitative Rotverschiebung und Lichtbeugung

In obiger Gleichung bezeichnet ¥#(A) = k¥ den Tangentenvektor an die Geodate.
Benutzt man die Konstanten der Bewegung (18.9), so vereinfacht sich die (inte-
grierte) Geoddtengleichung in den jeweiligen Hintergiinden zu
E? L?
0= —— +7i*— - (18.10)
g tt g rr r g rr

Durch Auflgsen von (18.10) nach # und Isolation von ¢ aus (18.9b) ergibt sich fiir
den Orbit eines Lichtstrahls:

dp L 1

- == — —. (18.11)
dr r2 \/_Ez/(grrgtt) + LZ/(TZ grr>
Fiir den Ablenkungswinkel A¢ findet man
[e) d¢
Ap =2 —+ .
¢ /ro dr I (18.12)
wobei der Minimalabstand ry durch
dr
- =0 (18.13)
d(P r=ro
gegeben ist.
Setzt man konkret die effektive Metrik (17.8) fiir Fall 2 ein, so findet man
d¢ L 1
— = , 18.1
dr g, 1?/1—1n VE2—L2(1—-2M/r) /12 (18.14)

was einem 1/,/1 — 17 mal dem Standard-Ausdruck ist. Der Parameter # ist durch
(17.9) gegeben. Der gesamte Ablenkungswinkel ist also, wenn man ihn mit dem
Ausdruck fiir normale, Lorentz-invariante Photonen vergleicht, um denselben Fak-
tor modifiziert,

AGNME
Alrar, = 1/V1 =1 =7 5= = 1/v/1=1 8lsandara - (18.15)

wobei Gy und c explizit aufgefiihrt sind. E und L haben die Dimensionen einer
Léange, bzw. eines Langenquadrates und der Standard-,Impact Parameter” lautet
ausgedriickt durch diese Grofien b = L/E. Man beachte, dass iiblicherweise nicht
der gesamte Ablenkungswinkel A¢ angegeben wird, sondern die Differenz zu
7T, 0Pstandard = — 7T + A¢p. Im Standard-Schwarzschild-Fall ergibt die Losung des
Integrals (18.12) in nullter Ordnung gerade 7T, was einer ,, Ablenkung” (sprich dem
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18.4. Lichtbeugung an einer Schwarzschild-Masse

geraden Flug) im flachen Fall entspricht. In erster Ordnung in M findet man im
Schwarzschild-Fall [26]

AGNME 5
5¢|standard = ]Ijicz +O(GNME/ (L))" . (18.16)

Fiir die Theorien (17.8) und (17.12) liegt der Fall anders, das Integral in nullter
Ordnung in M ergibt nicht 7, sondern 1/,/1 — y7t. Die modifizierten Photonen
im Flachen fliegen hier nicht geradeaus, was an den nichtkonstanten Hintergrund-
feldern (17.7) und (17.11) liegt. Fiir die Abweichung ¢ |, = —7 + Ap|g,,; , von
7 findet man damit

1—-\/1-79 1

§¢|F3HZ - \/ﬂ T+ \/ﬁ 5¢|Standard : (18'17)
Analog findet man fiir den Fall 3:

di) = £2 ! , (18.18)

ar lpan; 1> /E2(1+€) — L2(1—2M/r) /12

mit € gegeben durch (17.3). Das sich aus (18.12) ergebende Integral 1dsst sich leicht
in erster Ordnung in M bestimmen. Fiir den Ablenkungswinkel findet man dann

e, = (VI+e—1)m+ Vitesp

. 8.
Standard (1 19)

Der Fall 1 ist etwas komplizierter. Selbstverstandlich ldsst sich die Rechnung ein-
fach im Bezugssystem (17.6) durchfiihren. Dort handelt es sich um die bekannte
Lichtablenkung an einer Schwarzschild-Masse mit der modifizierten Masse M und
man erhilt 5¢p = 4GyME/ (c2L). Nun bezeichnen aber hier E und L die Konstanten
der Bewegung im Hintergrund (17.6), und diese miissen noch zu den physikalisch
messbaren Grofsen Eppys und Lppys in Bezug gesetzt werden, die ein (in Bezug auf
die Originalmetrik) stationdrer Beobachter im Unendlichen messen wiirde. Unter
Benutzung der Transformation (17.5) findet man den Zusammenhang

Ephys = E/V1+e, Lphys = L, (18.20)
womit sich der Ablenkungswinkel fiir den Fall 1 zu

(1+¢€)%? 4GNME
0P| pan = 2L

h
N Poe = (1 + 6)3/2 5¢Standard (18-21)
phys

ergibt. Hier wurden wiederum Terme der Ordnung (GNMEphyS / (Lphyscz))2 oder
hoher vernachléssigt.
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18. Gravitative Rotverschiebung und Lichtbeugung

Fiir die drei betrachteten Beispiele ist die Ablenkung von modifizierten Maxwell-
Photonen and einer Schwarzschild-Masse quantitativ verschieden von der Ablen-
kung, die Standard-Photonen erfahren wiirden.

?Da nur ein Photon-Typ in der Natur realisiert ist, sollte man in einem Gedankenexperiment ad-
dquaterweise modifizierte Photonen und, beispielsweise, ultrahochrelativistische Protonen oder
Elektronen vergleichen.
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19. Lorentz-Verletzung und der
verallgemeinerte zweite Hauptsatz der
Thermodynamik

Studiert man Lorentz-verletzende Theorien, so ist es wichtig, sie hinsichtlich der
Konsistenz mit fundamentalen Ergebnissen der Physik zu iiberpriifen. Beispiels-
weise sind Unitaritdt und (Mikro-)kausalitét in explizit Lorentz-verletzenden Theo-
rien nicht notwendigerweise gewahrleistet, sondern abhingig von der Wahl der
Lorentz-verletzenden Parameter, der Nachweis von Unitaritits- oder Kausalitits-
verletzung bietet somit die Moglichkeit, bestimmte Klassen von Lorentz-verletzen-
den Theorien auszuschlieSen [16, 17].

Koppelt man Lorentz-verletzende Theorien an die Gravitation, so scheint es unter
bestimmten Voraussetzungen fraglich, ob der verallgemeinerte zweite Hauptsatz
der Thermodynamik in solchen Theorien Giiltigkeit besitzt. In verschiedenen Ver-
offentlichungen wurde die Moglichkeit der Realisierung eines Perpetuum Mobiles
zweiter Art in Lorentz-verletzenden Theorien diskutiert [13-15, 73, 74]. Die Verlet-
zung des verallgemeinerten zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik stellt damit
moglicherweise ein weiteres Ausschlusskriterium fiir bestimmte Klassen Lorentz-
verletzender Theorien dar.

Es existieren verschiedene Grundideen, ein solches Perpetuum Mobile zu reali-
sieren, zwei davon sollen im Folgenden fiir das Beispiel modifizierter Maxwell-
Theorie vertieft werden.

Eine bestimmte Realisierung wurde in [14] vorgeschlagen. Sie basiert auf der Exis-
tenz von multiplen Horizontstrukturen, die, wie in Kapitel 18.2 diskutiert wurde,
in Lorentz-verletzenden Theorien vorkommen konnen, aber nicht zwangsldufig
auftreten miissen. Die Grundidee ist, die unterschiedlichen effektiven Horizonte
fiir verschiedene Teilchen-Spezies zu nutzen, und Streuprozesse in der sogenann-
ten Ergosphire zu betrachten. Damit ist unmittelbar klar, dass diese Realisierung
eines Perpetuum Mobiles in den Modellen 2 und 3 nicht moglich ist, da dort
der Horizont der Photonen nicht modifiziert wird. In den Kapitel 19.2-19.10 wird
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19.1.1.

19.1.2.

19. Lorentz-Verletzung und der verallgemeinerte zweite Hauptsatz der Thermodynamik

eine konkrete Realisierung der in [14] vorgestellten Idee fiir modifizierte Maxwell-
Theorie mit der Parameter-Konfiguration (17.2) diskutiert.

Eine weitere Idee fiir die Verletzung des verallgemeinerten zweiten Hauptsatzes
der Thermodynamik basiert darauf, dass Schwarzen Lochern in Lorentz-verlet-
zenden Theorien keine fiir alle Teilchen universale Temperatur mehr zugeordnet
werden kann. Dieser Umstand kann dazu genutzt werden, einen Warmefluss von
einer heiflen zu einer kélteren Schale zu realisieren [13], und damit den zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik explizit zu verletzen. Diese Idee greift auf das
Konzept der Hawking-Strahlung zuriick. Die Moglichkeit eines analogen Perpe-
tuum Mobiles fiir die verschiedenen Konfigurationen in modifizierter Maxwell-
Theorie wird in Kapitel 19.11 diskutiert.

Der verallgemeinerte zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Fiir den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik existieren verschiedene dquiva-
lente Formulierungen. In der ursptinglichen Formulierung von Claudius lautet er:
,Es gibt keine Zustandsidnderung, deren einziges Ergebnis der Fluss von Warme
von einem kilteren zu einem warmeren Korper ist.”

Eine andere dquivalente Formulierung ist: ,Befindet sich ein geschlossenes System
in einem Nicht-Gleichgewichtszustand, so ist die wahrscheinlichste Konsequenz,
dass sich das Sysmtem zu einem spéteren Zeitpunkt in einem Zustand hoherer
Entropie befindet”, [75].

Klassische Thermodynamik Schwarzer Locher

Bekenstein hat eine bemerkenswerte mathematische In den siebziger Jahren wur-
de eine bemerkenswerte Analogie zwischen den Gesetzen Schwarzer Locher und
denen der Thermodynamik etabliert [76-79].

Bezeichnet man mit A die Oberfldache eines Schwarzen Loches und mit ¢ die
Oberflachenbeschleunigung, so erhélt man, mit der formalen Ersetzung E < M,
T < cx,und S « A/(87x,s), die folgende Analogie:
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19.1. Der verallgemeinerte zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Hauptsatz

Thermodynamik

Schwarze Locher

Nullter Hauptsatz

Die Temperatur eines ei-
nes Korpers im thermi-
schen Gleichgewicht ist
konstant

Ksf ist konstant entlang
des Horizonts eines sta-
tiondren Schwarzen Lo-
ches

Erster Hauptsatz

dE = TdS+ Terme me-
chanischer Arbeit

dM = 1/(8n)stdA+
Terme fiir rotierende

Schwarze Locher

Die Flache des Horizon-
tes kann niemals abneh-
men A >0

Zweiter Hauptsatz 05>0

Insbesondere wurde gezeigt, dass (innerhalb klassischer Gravitationstheorie) die
Oberfache A eines Schwarzen Loches niemals geringer werden kann.

Hawking-Strahlung und der verallgemeinerte zweite Hauptsatz der
Thermodynamik

Mit der Entdeckung der Hawking-Strahlung 1974 [80] konnte gezeigt werden, dass
aufgrund von Quanteneffekten ein Schwarzes Loch ein Schwarzkorperspektrum
der Temperatur

Ksf
27
emittiert. Damit war gezeigt, dass es sich bei der Grofe «; 7 /27 tatsdchlich um
die physikalische Temperatur eines Schwarzen Loches und nicht nur um eine for-
male mathematische Analogie handelte. Mit der Definition fiir die Entropie eines
Schwarzen Loches

Spy = A/4

THawking = (19 1)

(19-2)
wird der verallgemeinerte zweite Hauptsatz der Thermodynamik postuliert [77]:

,Die Gesamtentropie als Summe der Entropie des Schwarzen Loches und der
Entropie der dufleren Welt kann nicht abnehmen.”

Wie auch der zweite Hauptsatz der Thermodynamik ldsst sich der verallgemeiner-
te zweite Hauptsatz der Thermodynamik nicht strikt beweisen [79]. Eine manifes-
te Verletzung des verallgemeinerten zweiten Hauptsatzes wiirde dennoch starke
Zweifel an der Validitdt der zugrunde liegenden Theorie aufwerfen, da (zumindest
der herkommliche) zweite Hauptsatz der Thermodynamik eine starke empirische
Erfahrungstatsache darstellt.
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19.3.

19. Lorentz-Verletzung und der verallgemeinerte zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Grundidee des Compton-Streuprozesses

Im Folgenden soll versucht werden, eine konkrete Realisierung des in [14] vor-
geschlagenen Prozesses gefunden werden, das heifit versucht werden, ein Gedan-
kenexperiment im Rahmen modifizierter Maxwell Theorie zu konstruieren, das
eindeutig in der Lage ist, den verallgemeinerten zweiten Hauptsatz der Thermo-
dynamik zu verletzen. Die Ergebnisse wurden zur Veroffentlichung eingereicht
[20].

Die zugrunde liegende Theorie ist modifizierte Maxwell-Theorie, in einem vor-
gegebenen Schwarzschild-Hintergrund, gegeben durch (16.1), (16.2), und (17.2),
mit konstantem, nicht-verschwindendem «. Zusétzlich enthalte die Wirkung einen
Standard-Dirac-term [43, 81] fiir (geladene) Elektronen. In diesem Szenario liegt,
wie in Kapitel 17.1 diskutiert, fiir die Photonen ein effektiver Schwarzschildradius
an der Stelle ¥ = 2M(1 + €) vor, der Schwarzschildradius fiir die Elektronen befin-
det sich weiterhin an der Stelle ¥ = 2M. Der Bereich zwischen diesen Horizonten
soll weiterhin als Ergosphére bezeichnet werden.

Betrachtet wird nun ein Compton-Streuprozess, bei dem das einlaufende Elektron
und einlaufende Photon im Unendlichen prapariert werden, auf Geodéten in die
Ergosphaire einlaufen und dort streuen. Das auslaufende Elektron soll nach dem
Stof3 auf einer Geodite ins Unendliche laufen und dabei mehr Killing-Energie tra-
gen als die Summe der Killing-Energien der einlaufenden Teilchen. Das auslaufen-
de Photon tragt damit negative Killing-Energie und verringert dadurch die Masse
des Schwarzen Loches. Das ist physikalisch moglich, da sich das Photon bereits
hinter seinem Horizont befindet, und das asymptotisch zeitartige Killingfeld der
effektiven Photon-Metrik bereits raumartig ist. In verschiedenen Veroffentlichun-
gen wurde der Verdacht gedufiert, dass solche Prozesse in der Lage sein konn-
ten, den verallgemeinerten zweiten Hauptsatz der Thermodynamik zu verletzen
[14, 71]. Das soll im Folgenden erortert werden.

Modifizierte QED in gekriimmten Raumzeiten

Die dem betrachteten Compton-Streuprozess zugrunde liegende Wirkung der mo-
difizierten Quantenelektrodynamik sieht wie folgt aus. Der photonische Teil ist
durch

1 1
Limoam = —7 88" FuyFpr — 1 KM% FuyFoo (19.3a)
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19.3. Modifizierte QED in gekriimmten Raumzeiten

KHUPT = abed ok e'yel.e,. (19.3b)

mit der Wahl (15.3)—(15.4) und konstantem Parameter x fiir den Tensor x#'*7 ge-
geben.

Der an die Gravitation gekoppelte Standard-Dirac-Term ist [43]

Lo = ) (374 iV, - m) p(a), (19.4)

7" bezeichnen die Standard-Dirac Gamma-Matrizen und V3 die Eich- und Lorentz-
kovariante Ableitung der Spinoren [43],

Vip =0+, p—eAuy. (19.5)

Ausgeschrieben lautet der Spin-Zusammenhang,

1
r, = EZ”beavih,(ebv), (19.6a)

Zab

1
1 (1 = T7a) - (19.6b)

Der Vollstandigkeit halber soll auch noch der Einstein-Hilbert-Term angegeben
werden [26],

1
Lr = Ton R, (19.7)

mit Ricci-Skalar R der zugehdorigen Metrik g.

Die gesamte Wirkung der an die Gravitation gekoppelten modifizierten Elektro-
dynamik ist dann durch

5= [ d* v/=8 (Lo + Lmoa + L) (19:8)

gegeben.

Im Folgenden werden jedoch Compton-Streuprozesse in einem vorgegebenen Schwarz-
schild-Hintergrund, also nicht die volle dynamische Theorie (19.8), betrachtet.
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19. Lorentz-Verletzung und der verallgemeinerte zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Geoddtische Bewegungen, Killingfelder und
Erhaltungsgrofien

Mithilfe der Symmetrien des Schwarzschild-Hintergrundes lédsst sich die geoda-
tische Bewegung eines Testteilchens in einem Schwarzschild-Hintergrund auf ei-
ne eindimensionale Bewegung in einem effektiven Potential reduzieren [26]. Fiir
(massive) Elektronen reduziert sich die Bewegungsgleichung auf

1.
57’2 + VElektron(r) = 1/2E12(illing (19'9a)
mit
1
VElektron(r) = E - M/T’ + LZKﬂljng/(zrz) - MLzKﬂhng/rB . (19~9b)

i bezeichnet die Ableitung der Radialkoordinate nach der Eigenzeit, Exiliing, Lkilling
die erhaltene Killing-Energie und den erhaltenen Killing-Drehimpuls des Teil-
chens, und M die Schwarzschildmasse. Das effektive Potential kann, fiir entspre-
chend hohe Killing-Drehimpulse, ein Maximum an der Stelle

2 _ 4 _ 2 2
LKilling \/LKilling 12L KillingM
Fmax = 2M

(19.10)
haben. Der Wert des Maximums betragt

Ymax — 2M

) 19.11
V12 ax — 3MFmax (19.11)

Vmax =

Auch die Bewegungsgleichung der modifizierten Photonen ldsst sich auf eine ein-
dimensionale Bewegung in einem effektiven Potential reduzieren. Da die Pho-
tonen sich in der effektiven Metrik (17.4) bewegen, ist die Bewegungsgleichung
gegeniiber dem Standard-Fall leicht modifiziert.

Man findet

1/2# + Vignoton () = 1/2\/1——|—€E12<ﬂhng (19.12a)
mit

Vphoton (1) = Liiting/ (2r*) — (1 + €) ML /7°. (19.12b)



19.4. Geodiitische Bewegungen, Killingfelder und Erhaltungsgrofien

Die Killing-Energie der Photonen wird hier mit dem Killing-Feld der Standard-
Schwarzschild-Geometrie, nicht dem der effektiven Metrik, berechnet. 7 bezeich-
net hier die Ableitung der Radialkoordinate nach einem affinen Parameter. Das
effektive Potential fiir die Photonen besitzt ein Maximum an der Stelle

Tmax,photon = 3M(1 + €) (19.13)
mit dem Wert

2
LKilling

Vmax,photon = m . (19.14)

Am Horizont einer Standard Schwarzschild-Geometrie wechselt das asymptotisch
zeitartige Killingfeld seinen Charakter, es wird raumartig. Die mit dem Killingfeld
verkniipfte Erhaltungsgrofie Exiing kann nun (z. B. nach einem Stofiprozess) nega-
tiv werden, da die physikalische Bedingung der Positivitdt an das Vorwiértslaufen
des Teilchens in der Zeitrichtung in seinem lokalen Inertialsystem gekniipft war.
(Dieselbe physikalische Bedingung erzwingt jetzt, dass sich das Teilchen zwin-
gend zu kleineren Werten der nun zeitartigen Koordinate r bewegt und damit den
Bereich innerhalb des Horizontes nicht mehr verlassen kann.) Die Identifizierung
der mit dem ,zeitartigen” Killingfeld assoziierten Erhaltungsgrofse Exiying mit der
Energie des Teilchens ist nur im asymptotisch Flachen moglich. Da ein Teilchen
aus dem Inneren des Horizontes nicht mehr in den asymptotisch flachen Teil der
Raumzeit gelangen kann, ist eine negative Killing-Energie hinter dem Horizont
(auch im Standardfall) nicht physikalisch widerspriichlich.

In der Metrik (17.4) wechselt das asymptotisch zeitartige Killingfeld in der ef-
fektiven Raumzeit der Photonen bereits am Photonhorizont ¥ = 2M(1 + €) zu
raumartigem Charakter, das Killingfeld der Standard-Schwarzschild-Geometrie,
die fiir die Propagation der Elektronen bestimmend ist, wird weiterhin erst fiir
r < 2M raumartig. Die Grundidee ist nun, Stofiprozesse zwischen Elektronen und
Photonen in der sogenannten Ergosphidre 2M(1+¢€) > r > 2M zu betrachten.
Die Summe der Killing-Energien ist in einem solchen Stofiprozess erhalten. Nach
dem Stof3 in der Ergosphire kann das Photon in einen Zustand negativer Killing-
Energie gelangen, wiahrend die Killing-Energie des gestreuten Elektrons grofser ist
als die Summe der Killing-Energien des einlaufenden Elektrons und Photons. Die
auf den ersten Blick paradoxe Frage nach der Energieerhaltung klart sich, wenn
man die Schwarzschildmasse in die Energiebilanz miteinbezieht. Das auslaufende
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19. Lorentz-Verletzung und der verallgemeinerte zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Photon tragt negative Killing-Energie in das Schwarze Loch und verringert damit
dessen Masse. *

Die zu diskutierende Frage ist nun, ob sich der diskutierte Prozess kinematisch
realisieren lisst.

Lemaitre Koordinaten

Fiir die Rechnung wird sich ein auf Lemaitre zurtickgehendes Koordinatensystem
[84], als bequem erweisen:

o (273)
ds? = dt? — (3’(IELMT)> dR? — (3/2(R — 1))*3 (2M)?/3 (d6? + sin® d¢?) .

(19.15)

Lemaitre Koordinaten beschreiben die Standard-Schwarzschild-Losung, sind aber
am Horizont nicht singulir. Der Ubergang zu den Standard-Schwarzschild-Koor-
dinaten ist gegeben durch

V2M/r

dT = dt + md?’, (19.16a)
dR = dt + ! dr (19.16b)
(1—2M/r)V2M/r 4
Der Horizont wird durch die Gleichung
(R—1)=4/3M (19.17)

beschrieben. Die Standard-Radialkoordinate  ldsst sich folgendermafien in Lemai-
tre-Koordinaten ausdriicken:

r=(3/2(R—1))*? (2M)"3, (19.18)
Das asymptotisch zeitartige Killingfeld in diesen Koordinaten ist durch

o' =(1,1,0,0) (19.19)

1Ein dhnlicher Mechanismus, der es erlaubt, einem rotierenden Schwarzen Loch Masse zu ent-
ziehen geht auf Penrose [26, 82, 83] zurtick und hat das obige Gedankenexperiment nattirlich
inspiriert



19.6.

19.6. Parametrisierung des Streuprozesses

gegeben. Wie in der Einfithrung diskutiert, wird das Killingfeld ¢# hinter dem
Horizont raumartig.

Zur Erinnerung sei die effektive Metrik fiir Photonen, die durch den Fall 1 der
modifizierten Maxwell-Theorie beschrieben werden, hier noch einmal angegeben:

Su(x) = gu(x)— 1+KCKPCP/2 Eu(x)8u(x), (19.20a)
W) = 80+ e 68 ), (19.20b)

In Lemaitre Koordinaten wird das Hintergrund-Vektorfeld ¢# durch folgenden
Ausdruck beschrieben,

¢"=1(1,0,0,0). (19.21)

Parametrisierung des Streuprozesses

Wir betrachten, in der Ergosphére stattfindende Streuprozesse an der Stelle r =
2M(1 + €p), wobei € durch Gleichung (17.3) definiert ist, und im Wesentlichen ein
Maf fiir die Stirke der Lorentz-Verletzung darstellt. Durch (16.10) ist auch der
Wertebereich fiir € auf 0 < € < 1 eingeschrédnkt. Der Parameter p lauft zwischen
0 und 1 und parameterisiert in allgemeiner Weise die Radialkoordinate an der
der Streuprozess stattfinden soll. Durch Rotationen des Koordinatensystems kann
man, ohne Beschrankung der Allgemeinheit, Streuprozesse am Ort ¢ = 0, 0 =
/2, r = 2M(1 + ep) betrachten und sicherstellen, dass das auslaufende Photon
in der Aquatorialebene 0 = 71/2 lauft.

Bequem ist es, in einem lokalen Inertialsystem am Punkt
r=2M(1+4ep), 6=m/2, ¢$=0 (19.22)

zu rechen, was ohne Beschrankung der Allgemeinheit durch Koordinatentransfor-
mationen moglich ist. Der Ubergang ist durch das Vierbein e, gegeben, mit

ed=1 ,ep1 =4/ ‘gpp e =/ |g99|,e(§’ =4/ ‘g¢¢ , (19.23)

und allen anderen Komponenten identisch 0. An der Stelle r = 2M(1 +€p),0 =
7t/2 gilt explizit

ed =1 ,ep1 =1/y/1+ep,ef =2M(1 —|—ep),eqf’ =2M(1+ep). (19.24)
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19. Lorentz-Verletzung und der verallgemeinerte zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Das asymptotisch zeitartige Killingfeld in lokalen Koordinaten an der Stelle r =
2M(1 + ep) lautet

1
o =e/ot = (1,,0, 0) . (19.25)

Vite

Die folgende Parametrisierung garantiert, dass die Photonen der modifizierten
Dispersionsrelation (16.5b) gentigen. Fiir die Elektronen gilt

i A — jeoutyeout — m?
KRG gHY = KEouteOut gy — g2 (19.26)

Im Folgenden wird m zur Vereinfachung auf 1 gesetzt und kann durch dimen-
sionale Analyse wieder ergdnzt werden. Die Parametrisierung des allgemeinsten
moglichen Streuprozesses sieht dann wie folgt aus:

(ku)%out = Eqout (1, —fw1, 0, 04/1— w%) / (19.27a)
(ku)e,out = Peout <\/m2/ (pé‘,out)z +1, ﬁaout) , (1927b)
(ka)'Y/m = E«y,in <1, —QB], —gﬁz, s104/1— ﬁ% — ﬁ%) , (19.27¢)
e e N S (19.27d)

mit
Peout = YEqout, (19.28a)

Peout = <—51, —0y,514/1 — 6% — 5%) . (19.28b)

¢ ist die Abkiirzung fiir { = /1 + €, dieser Ansatz stellt bereits sicher, dass die
Wellenvektoren die jeweilige Dispersionsrelation erfiillen.

Die Parameter wj, d1» und B1, parametrisieren den Ansatz und variieren jeweils
zwischen —1 und 1 mit der zusitzlichen Einschrankung 87 + 3 < 1und 62 + 63 <
1.

Die Killing-Energie des auslaufenden Elektrons wird durch die Killing-Energie
des auslaufenden Photons ausgedriickt, E, out = YE+,out, Wobei v > 0 eine positive
Konstante ist.
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19.7. Physikalische Randbedingungen

Im Folgenden sind Prozesse gesucht, bei denen das einfallende Photon und das
einfallende Elektron aus dem ,,Unendlichen”, das heifist dem asymptotisch flachen
Bereich der Raumzeit kommen, das auslaufende Elektron den asymptotisch fla-
chen Bereich erreichen kann und das auslaufende Photon negative Killing-Energie
tragt.

19.7. Physikalische Randbedingungen

Wie schon weiter oben diskutiert werden spezielle Randbedingungen an den ge-
suchten Compton-Prozess gestellt. Zundchst wird gefordert, dass die einlaufenden
Teilchen auf Geoditen laufen, die aus dem Unendlichen kommen. Diese Randbe-
dingung stellt sicher, dass Experimentatoren in einem Gedankenexperiment die
Teilchen weit entfernt vom Horizont prépieren kénnen und ermdglicht eine sau-
bere Diskussion.

Des Weiteren soll das auslaufende Elektron mehr Killing-Energie als die Summe
der einlaufenden Killing-Energien tragen und das Unendliche erreichen konnen.
Mit dieser Randbedingung wird gewdhrleistet, dass das diskutierte Streuereignis
tatsdchlich die Masse des Schwarzen Loches reduziert.

Die, recht technische, Quantifizierung dieser Randbedingungen ist in den Anhang
ausgelagert. Im folgenden expliziten Beispiel werden diese Randbedingungen er-
fullt.

19.8. Wirkungsquerschnitt des modifizierten
Compton-Streuprozesses

Das Betragsquadrat des diskutierten Compton- Prozesses auf Baumgraphen-Niveau
wurde in [85] (in der Ndherung von Elektron-Propagatoren in flacher Raumzeit)
berechnet und ist gegeben durch

Y Yy IMP=

51,52=i1/2 /\1,)\2::|:1

4

¢ ,Yak | ,),b_+_2,yakbi ,),bk ; ’Ya—Z’)’bkai
Hac Hbd Z tr { (ke,out + m) o &n rout &n

2ke,in : k“y,in + k,zy,in Zke,in : k'y,out —k

2
,0ut

101



19. Lorentz-Verletzung und der verallgemeinerte zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Abbildung 19.1.: Skizze des diskutierten Compton-Streuereignisses e~y — e~ in der
Ergosphiére einer Schwarzschild-Geometrie fiir modifizierte QED (19.8), mit Lorentz-
verletzendem Parameter € > 0. Aufgetragen sind die Dreier-Impulse ku der Teilchen
(n=1,...,4) und der Fluss positiver Ladung entlang der Elektron-Linie.

dk R ) de- ck d_2 dkc.
% (kglin + m) Y 'y,ln’)’ Y ze,1n Y ’Y,Outr)/ Y 5 e,in , (1929)
2ke,in ' k’y,in + k'y,in 2ke,in ' k'y,out - k'y,out
mit, Feynman slash” K = k; v* und Photon-Polarisationssumme
M= Y. (eW), (eM)y. (19.30)

A==£1

Die Ward-Identitaten gewihrleisten, dass es erlaubt ist (in eichinvarianten Aus-
driicken) die Polarisationssumme durch den folgenden Ausdruck zu ersetzen:

1 K
Iy — 1+x/2 (—Wub + 1+x/2 §a§h> . (19-31)
Setzt man Photon-Impulse, die die Standard-Dispersionsrelation erfiillen, k%/in =

k%/out = 0 und die Standard-Photon-Polarisations-Summen ein, so reduziert sich
(19.29) auf das Standard-Matrix-Element fiir gewthnliche Compton-Streuung, (sie-
he z.B: [22]).

102



19.9. Beispiel

19.9. Beispiel

Dieser Abschnitt gibt ein explizites Beispiel fiir die Kinematik eines Compton-
Streuprozesses, der die Masse des Schwarzen Lochs reduziert.

Das Beispiel benotigt einen grofien Lorentz-verletzenden Parameter € = 1/2. Da
die experimentellen Schranken an fiir die den Lorentz-verletzenden Parameter in
isotroper modifizierter Maxwell-Theorie sehr strikt sind [66], wére es physikalisch
natiirlich interessanter, ein Beispiel fiir kleine Lorentz-Verletzung zu geben.

Wie jedoch in Anhang A gezeigt werden wird, ist der diskutierte Compton-Prozess
(mit den geforderten Randbedingungen aus Kapitel 19.7) fiir kleine Lorentz-verlet-
zende Parameter kinematisch verboten.

Das folgende Beispiel ist daher ausschlieslich von theoretischem Interesse. Eine
kinematisch erlaubte Konfiguration von Wellenvektoren ist durch

e=1/2, p =99/100, (19.32a)

Eyout =5m, w1 = 9984/10000, (19.32b)

Peout = 20 Exout, Peout = ( —41/50, 0, (3v/91)/50), (19.32¢)

B1 =74/100, B2=0, s1=1 (19.32d)
gegeben.

Die konkreten Zahlenwerte fiir die Vierervektoren fiir das Compton-Streuereignis
(19.27)—(19.32) sind gegeben durch:

(ka)” m
()"~ m
(ka)e,out ~ m

m

»
B
~
A
5
L

17.0968, —8.44173, 0, —14.833628) , (19.332)
87.9082, —79.6722, 0, 72.4163) , (19.33b)
100.005, —82, 0, 57.2364) , (19.330)
5, —6.11393, 0, 0.346272) . (19.33d)

~—~~ ~~

—~
>
2
SN—
R
Q
c
£
L

Die Dreier-Impulse liegen in einer Ebene k; = 0. Die Killing-Energien fiir das
Ereignis berechnen sich zu:

e,in

(Exitling) ~ 10.19264m, (19.34a)
(Exiing) ™"~ 22.74743m, (19.34b)
(Exining) ™"~ 32.94041m, (19.340)
(Exiting) "™~ — 0.00034 1. (19.34d)
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19. Lorentz-Verletzung und der verallgemeinerte zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Man sieht explizit, dass die Killing-Energie des auslaufenden Elektrons (19.34c)
grofer ist als die Summe der Killing-Energien der einlaufenden Teilchen, EI%, . g N

32.94007 m.

Prapriert man nun ein Gedankenexperiment mit Elektronen- und Photon-Strahlen,
so dass ihre Vierer-Impulse die Werte (19.33a)—(19.33b) am Streuort (19.22) be-
tragen, gibt es eine nicht verschwindende Wahrscheinlichkeit, dass dieses Ex-
periment die Masse des Schwarzen Loches reduziert. (Die Massendifferenz des
Schwarzen Loches lédsst sich beispielsweise mit Testteilchen bestimmen, die auf
zirkuldren Orbits das Schwarze Loch umrunden.)

19.10. Diskussion

In den vorhergehenden Kapitel wurde quantitativ gezeigt, dass in modifizierter
Maxwell-Theorie nicht-Standard Quanten-Prozesse erlaubt sind, die in der Lage
sind, die Masse eines Schwarzen Loches reduzieren. Das diskutierte Gedanken-
experiment greift auf die multiple Horizont-Struktur zurtick, die fiir modifizierte
Maxwell-Theorie fiir bestimmte Hintergrundfeld-Konfigurationen auftreten kann.

In solchen Szenarien liegt in einer Schwarzschild-Geometrie ein effektiver Photonen-
Horizont vor, der auflerhalb des Standard-Schwarzschild-Horizontes liegt. Zwi-
schen den beiden Horizonten liegt die sogenannte Ergosphére. Photonen, die
sich innerhalb der Ergosphére befinden kdnnen nach einem Stofiprozess negative
Killing-Energie tragen. Damit war es moglich, ein Gedankenexperiment zu kon-
struieren, in dem einlaufende Photonen und Elektronen in der Ergospére streuen
und das Photon nach dem Stofs negative Killing-Energie tragt. Das in den asym-
ptotisch flachen Teil der Raumzeit auslaufende Elektron tragt damit effektiv Masse
aus dem Schwarzen Loch ins Unendliche.

Die theoretische Moglichkeit des oben diskutierten Effektes ist zweifellos physika-
lisch ungewohnlich. In vorhergehenden Publikationen [14, 71] wurde die Vermu-
tung geduflert, man konne mit Hilfe solcher Prozesse den verallgemeinerten zwei-
ten Hauptsatz der Thermodynamik verletzen. Dabei wurde argumentiert, dass
das auslaufende Elektron keine Entropie tragen miisse. Die Summe der Gesam-
tentropie nach dem Stofiwédre damit geringer als vor dem Stofs, da sich die Masse
und damit die Oberfliche des Schwarzen Loches verringert. Eine zweifelsfreie
Mbglichkeit, den verallgemeinerten zweiten Hauptsatz der Thermodynamik zu
verletzen wiirde starke Argumente liefern um eine Lorentz-verletzende Theorie
fiir physikalisch unmoglich zu halten.
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19.10. Diskussion

In der Argumentation in [14, 71] wurde jedoch aufler Acht gelassen, dass die
modifizierte Horizont-Struktur (zundchst) nur fiir Elementarteilchen gilt. Die dis-
kutierten Stofiprozess sind damit, wie im obigen konkreten Beispiel auch, stets
Quantenprozesse und (zundchst) keine klassischen und damit deterministischen
Stofivorgénge.

Die Existenz eines Entropie-verringernden Quantenprozesses an sich verletzt noch
nicht automatisch den (verallgemeinerten) zweiten Hauptsatz der Thermodyna-
mik. Dazu verdeutliche man sich beispielsweise ein System zweier Molekiile, von
denen sich eines (das ,heifie”) schneller bewegt als das andere (, kalte”). In einem
Stofsprozess zwischen zwei solchen Molekiilen existiert eine nicht-verschwindende
Wahrscheinlichkeit, dass das langsame Molekiil Energie an das Schnellere abgibt.
Erst die Anwendung der statistischen Mechanik auf ein grofies System mit vielen
Molekiilen liefert (im Mittel) den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik [75].

Eine quantitative Analyse des diskutierten Compton-Prozesses wiirde moglicher-
weise Aufschluss liefern, ob der verallgemeinerte Hauptsatz tatsdchlich verletzt
wird. Dazu miisste man, in einem ersten Schritt, die Wahrscheinlichkeit bestim-
men, mit der ein solcher Prozess die Masse des Schwarzen Loches verringert, so-
wie die mittlere Masse, um die das Schwarze Loch reduziert wird. Moglicherweise
liefe sich zeigen, dass in diesem Szenario das Fluktuations-Theorem [86, 87] ver-
letzt wére, was wiederum die Verletzung des verallgemeinerten zweiten Haupt-
satzes implizieren konnte.

Mit einem analogen klassischen Prozess wére es, wie oben bereits erwdhnt, mog-
lich, die Anfangsbedingungen so zu praparieren, dass die Masse des Schwarzen
Loches sich deterministisch verringern liefSe.

Die offene Frage ist, ob sich ein (quasi-) klassischer ,Compton-Prozess” realisie-
ren liefse, vielleicht in Form von Laserpulsen, die an makroskopischen, geladenen
Objekten streuen. Aber auch wenn dies moglich wire, miisste noch die Frage der
diesen makroskopischen Objekten innewohnenden Entropie quantitiv diskutiert
werden, bevor sich entscheiden liefse, ob der verallgemeinerte zweite Hauptsatz
tatsdchlich verletzt wére.

Ein weiterer interessanter Punkt in der Diskussion ist die Beobachtung, dass der
Prozess bereits fiir endliche Lorentz-Verletzung € < €y verboten ist. Im Anhang
A wird dies konkret ausgefiihrt. Eine definitive (konservative) Schranke ist durch
€0 > 0.1 gegeben. Numerische Analysen legen jedoch nahe, dass der reale Wert
etwa €g ~ 0.35 betrédgt [85]. Diese Tatsache konnte moglicherweise Ausdruck eines
Mechanismus sein, der den verallgemeinerten zweiten Hauptsatz im Falle kleiner
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19. Lorentz-Verletzung und der verallgemeinerte zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Lorentz-Verletzung schiitzt. In [73] wird ausgefiihrt, dass verschiedene Szenarien,
die die Verletzung des verallgemeinerten zweiten Hauptsatzes zum Ziel haben,
fiir das , ghost-condensate” nicht funktionieren, da die Zeitskalen, auf denen es
moglich ist, den verallgemeinerten zweiten Haupsatz zu verletzen stets deutlich
langer sind als die Lebensdauer einer Schwarzschild-Losung mit modifiziertem
Horizont im ,ghost-condensate”. Dabei wird angenommen, dass die relevanten
Kopplungen nur durch Quantengravitationseffekte induziert, also klein sind. Das
konnte ebenfalls, &hnlich wie in der obigen Diskussion, ein Indiz dafiir sein, dass
der verallgemeinerte zweite Hauptsatz, fiir den Fall kleiner Lorentz-Verletzung,
allgemein geschiitzt ist.

Zusammengefasst ldsst sich sagen, dass es nicht moglich war, auf der Basis des in
[14] vorgeschlagenen Prozesses, ein Gedankenexperiment zu konstruieren, dass
zweifelsfrei in der Lage ist, den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik zu ver-
letzen. Die konkrete Realisierung des von Eling et. al. vorgeschlagenen Prozes-
ses durch Compton-Streuung in modifizierter Maxwell-Theorie, liefert jedoch die
quantitative Grundlage, um diese hochinteressante Frage weitergehend zu studie-
ren.

Allgemeine Verletzung des zweiten Hauptsatzes in
Lorentz-verletzenden Theorien?

Die Gedankenkonstruktion eines quasiklassischen Perpetuum Mobiles im obigen
Sinne ist fiir die Beispielkonfigurationen (17.7) und (17.11) nicht moglich, da sich
der Photonhorizont fiir diese Beispiele nicht verschiebt und die Ergospére nicht
auftritt. Wie jedoch durch Dr. S.M. Sibiryakov [88], aufgezeigt wurde, treten mog-
licherweise dennoch Konflikte mit dem verallgemeinerten zweiten Hauptsatz auf.
Setzt man die Metriken (17.8) und (17.12) analytisch ins Euklidische fort, so erhilt
man die Linienelemente

d§2|FaH L= (1-2M/r) dt? + 117 (1- 2M/r)71 dr? +r2dQ? (19.352)
und

- 1 -
G 1o (1—2M/r) dt® + (1 —-2M/r) " dr* +%d0?,  (19.35b)

Fiir r = 2M liegt eine Koordinaten-Singularitat vor. Durch geeignete Periodizitats-
bedingungen an die Koordinate T ldsst dich diese Singularitit eliminieren.
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Betrachtet man die Koordinatentransformation

1
0= mélMx/l —2M/r, (19.36)

so erhdlt man fiir das Linienelement (19.35a)

2
2 _ o V17 2 rNt 0 2
ds }FanzlE—p ( M ) at +<m) dp” + rdQ)” . (19.37)
Dadurch ist klar, dass die Singularitdt von der gleichen Struktur ist wie die Sin-
gularitdt der Polarkoordinaten, wobei p die Rolle der Radialkoordinate und der
Kombination 7/1 — 17/2M die Rolle der Winkelkoordinate zukommt. Mit der Pe-
riodizitdtsbedingung

AT =87M/\/1—1, (19.38)

wird die Metrik fiir p — 0, d.h. r — 2M reguldr. Die Hawking Temperatur ist das
Inverse dieser Periode [26, 79, 80]

Too o _ 8nM (19.39)
Hawking, Fall 2 7\/@ . 9-39

Mit dhnlichen Uberlegungen erhalt man fiir die Hawking-Temperatur fiir Beispiel
3

THawking, Fall3 = 8tM \/m . (19.40)

Nimmt man diese Betrachtungen ernst, sei bedeutet dass, das einem schwarzen
Loch in modifizierter Maxwell-Theorie keine universale Temperatur mehr zuzu-
ordnen ist.

Ein Perpetuum Mobile zweiter Art, das auf dem Phdnomen unterschiedlicher
Hawking-Temperaturen fiir unterschiedliche Teilchenspezies basiert, wurde in [13]
vorgeschlagen. In den konkreten Beispielen fiir modifizierte Maxwell-Theorie (17.7)
und (17.11) gilt stets, dass die ,,Hawking-Temperatur” fiir die Photonen niedriger
ist als die ,Hawking-Temperatur” fiir Teilchen, die keiner modifizierten Dispersi-
onsrelation unterliegen.
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19. Lorentz-Verletzung und der verallgemeinerte zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Im Folgenden betrachten wir Photonen und B-Teilchen. Es wird angenommen,
dass die B-Teilchen nur minimal mit Photonen wechseln, keiner modifizierten Di-
spersionsrelation und somit keiner modifizierten Hawking-Temperatur unterlie-
gen. Die ,Hawking-Temperatur” der B-Teilchen Thawking s ist damit hoher als die,
die fiir die Photonen THawking, photon-

Die Grundidee ist eine Konstruktion zweier ,Schalen“(A und B), die um das
Schwarze Loch errichtet werden. Idealisiert soll wie in [13] angenommen wer-
den, dass die A-Schale nur mit den modifizierten Photonen wechselwirkt und
die B-Schale nur mit den Teilchen, deren Dispersionsrelation nicht modifiziert ist.
Die A-Schale trage die Temperatur T4, die B-Schale die Temperatur Tg. Es wird
angenommen, dass fiir die verschiedenen Temperaturen gilt

THawking,B >1Tp > Ty > THawking, photon- (19-41)

In diesem Szenario existiert also ein Fluss von Photonen, von der A-Schale in das
Schwarze Loch, da gilt Tao > THawking photon- Andererseits existiert ein Fluss von
B-Teilchen vom Schwarzen Loch auf die B-Schale, da gilt Tawkings > Tp- Es ist
moglich, die Temperaturen so einzustellen, dass die Masse des Schwarzen Lochs
konstant bleibt [13], so dass das einzige Resultat des Prozesses ein Netto-Fluss von
der kilteren A-Schale auf die warmere B-Schale ist.

Das vorgeschlagene Perpetuum Mobile wiirde also den zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik manifest verletzen, falls es realisierbar wire.

Es greift allerdings auf das Konzept der Hawking-Strahlung [80] zurtick. Das Vor-
liegen zwei verschiedener ,Hawking-Temperaturen” zeigt bereits, dass dieser An-
satz moglicherweise zu naiv ist. Eine Temperatur charakterisiert ein System im
thermodynamischen Gleichgewicht, von zwei Temperaturen eines Systems auszu-
gehen ist damit schon widerspriichlich. In [89] wurde zudem explizit gezeigt, dass
die Hawking Strahlung im Ghost-condensate nicht thermischer Natur ist.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass das in diesem Abschnitt diskutierte Per-
petuum Mobile zweifellos den zweiten Hauptsatz verletzen wiirde, es aber frag-
lich ist, ob es sich realisieren ldsst, da die einfache Zuordnung einer unterschiedli-
chen Hawking-Temperatur fiir die Photonen und die B-Teilchen sicherlich zu naiv
ist.
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19.12. Diskussion

Die Frage, ob es tatsdchlich moglich ist, innerhalb Lorentz-verletzender Theori-
en den verallgemeinerten Hauptsatz der Thermodynamik zu verletzen, muss an
dieser Stelle offen bleiben.

Zweifellos existieren einige interessante Ansitze zur Konstruktion von Perpetua
Mobilia, von denen zwei innerhalb modifizierter Maxwell-Theorie intensiver un-
tersucht wurden. Es bleiben jedoch in beiden Fillen berechtigte Zweifel, ob es
mit diesen Gedankenexperimenten tatsachlich moglich ist, den verallgemeinerten
zweiten Hauptsatz zu verletzen. Ein weiterer interessanter Vorschlag stammt von
Feldstein [15]. Er zeigt auf, dass innerhalb des , Ghost-condensates” (quasi) sta-
tiondre Losungen existieren, die direkt einen Fluss von negativer Energie in das
Schwarze Loch beschreiben und somit eine direkte Verletzung des verallgemei-
nerten zweiten Hauptsatzes zu erlauben scheinen.

In einer kiirzlich erschienenen Veroffentlichung [74] wurde das Dubovsky-Sibir-
yakov Perpetuum Mobile [13] das auf dem Penrose-Prozess basierende Perpetu-
um Mobile [14], sowie der Vorschlag von Feldstein [15] innerhalb des , Ghost-
condensates” diskutiert und {iiberzeugend dargelegt, dass sich keiner der Vor-
schldge zur Entropiereduktion in diesem Rahmen spontaner Lorentz-Verletzung
realisieren ldsst. Die Grundlage des Argument ist in allen drei Féllen dieselbe.
Die Schwarzschild-Losung mit multipler Horizontstruktur innerhalb des Ghost-
condensates hat eine endliche Lebensdauer. In [74] wurde gezeigt, dass die Zeits-
kalen, auf denen eine Verletzung des verallgemeinerten zweiten Hauptsatzes statt-
finden kann, in allen drei Féllen deutlich grofier sind, als die Lebensdauer der
Schwarzschild-Losung im Ghost-condensate.

Die Analyse aus [74] legt den Schluss nahe, dass im Falle spontaner Lorentz-
Verletzung die Konstruktion eines Perpetuum Mobiles ausgeschlossen werden
kann. In diesem Kapitel der vorliegenden Dissertation wurde daher untersucht,
ob sich ein Perpetuum Mobile im Rahmen expliziter Lorentz-Verletzung realisie-
ren liefe. Es wurde also auf die Stabilitdtsdiskussion des angenommen Lorentz-
verletzenden Hintergrundes verzichtet, zugunsten eines relativ einfachen theoreti-
schen Rahmens. Im Rahmen expliziter Lorentz-Verletzung werden externe Felder
(ohne eigene Feldgleichung) per Hand eingefiigt. Eine (scheinbare) Verletzung des
verallgemeinerten zweiten Hauptsatz wire demnach in einem solchen Szenario
nicht allzu erstaunlich, wenn man sich vergegenwartigt, dass diese Felder selbst
Energie und Entropie tragen konnten, die (in einem ersten, naiven Zugang) nicht
berticksichtigt wiirde. Wie in Kapitel 21 diskutiert, wurden Lorentz-verletzende
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Szenarien gewdhlt, die sich auch als dynamische Losungen einer Theorie erge-
ben konnen, die Lorentz-Invarianz spontan bricht, der mogliche Ursprung der
Lorentz-Verletzung aber in der folgenden Diskussion aufSer Acht gelassen. Bemer-
kenswerterweise ist es auch im Rahmen expliziter Lorentz-Verletzung nicht gelun-
gen, ein Gedankenexperiment durchzufiihren, das den verallgemeinerten Haupt-
satz der Thermodynamik nachweislich verletzt. Ein rigoroses Ausschlusskriterium
aufgrund der Verletzung des verallgemeinerten zweiten Hauptsatzes fiir Lorentz-
verletzende Theorien, wie es in [14, 71] postuliert wurde, kann demnach, auf dem
momentanen Stand, nicht formuliert werden.
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20.

20.1.

Losungen in modifizierter
Maxwell-Theorie mit Gravitation

Dieses Kapitel behandelt das Problem der Kopplung von explizit Lorentz-verlet-
zenden Theorien an dem expliziten Beispiel von modifizierter Maxwell-Theorie.
Wie zuvor diskutiert, ist der Energie-Impuls Tensor in explizit Lorentz-verletzen-
den Theorien nicht automatisch symmetrisch oder kovariant erhalten, was die Fra-
ge aufwirft, wie und ob solche Theorien an die Gravitation gekoppelt werden kon-
nen und wie z.B die gravitative Riickreaktion auf explizit nicht Lorentz-invariante
propagierende Felder aussieht.

Der Einstein-Hilbert-Teil der Wirkung wird im Folgenden als nicht modifiziert
angenommen. Damit ist unmittelbar klar, dass alle Vakuumldsungen der Einstein-
Theorie, wie etwa die Schwarzschild-Losung automatisch auch Losungen von mo-
difizierter Maxwell-Theorie sind. Fiir solche, im Folgenden als trivial bezeichnete,
Losungen verschwindet das modifizierte Maxwell-Feld. Es wird explizit gezeigt,
dass nichttriviale Losungen von modifizierter Maxwell-Theorie gekoppelt an die
Gravitation existieren. Die Frage, wie eine komplette Theorie der Gravitation und
modifizierter Maxwell-Theorie aussehen kann, bleibt jedoch offen.

Theorie und Konventionen

Wie im Vorhergehenden auch wird ¢ = G = 1 gesetzt. Allerdings wird, anders als
in den vorherigen Abschnitten, nicht im MKSA-System, sondern im Gauf3-System
gearbeitet, was die Struktur der Reissner-Nordstrom Losung vereinfacht.

In Gauf3-Einheiten lautet die Lagrange-Dichte

1 1
PModMax,flach = _EFabFub - ﬁKﬂdeFachd- (20.1)

Betrachtet man die Kopplung von explizit Lorentz-verletzenden Theorien an die
Gravitation, so bietet sich der Vierbein-Formalismus als theoretischer Rahmen
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an, da man hier auf nattirliche Weise zwischen lokalen Lorentz-Transformationen
und allgemeinen Koordinatentransformationen unterscheiden kann. Ein minima-
ler Kopplungsprozess fiihrt dann auf folgende Lagrangedichte fiir den Materiean-
teil

1 1
“ModMax = /8 <—167TF””FW - mxabai(XA)E”aevbepcengvapa> . (20.2)

Wie im Vorhergehenden diskutiert wird ¥ (x*) hier als vorgegebenes, nichtdy-
namisches Hintergrundfeld verstanden ohne eigene Feldgleichungen. Weiter un-
ten wird gezeigt werden, dass die Kopplung an die Gravitation bereits strenge
Konsistenzbedingung an die Form des Hintergrundfeldes erzwingt, auch ohne
dass eigene Feldgleichungen fiir dieses Hintergrundfeld gelost werden. Aus Les-

barkeitsgriinden wird die Abhédngigkeit von x* im Folgenden unterdriickt werden,
Kabed (xy) = yabed

Der rein gravitative Teil der Lagrangedichte ist durch die Einstein-Hilbert Wirkung
gegeben,

R
Zgrav = \1/57_[ . (20.3)
R bezeichnet hier den Ricci-Kriimmungsskalar.
Die vollstandige Wirkung lautet dann
S = /]R4 d*x (fgrav + Dg/ﬂModMax) . (20.4)

Noether Strom

Betrachtet man modifizierte Maxwell-Theorie im Minkowski Raum mit konstan-
tem Hintergrundfeld xcd g6 sind Raum-Zeit-Translationen Symmetrietransfor-
mationen und die vier zugehorigen Noether-Strome

¢
lelboether = a(auAC) abAC - ;/Iabf. (20.5)

sind erhalten. Fiir die Lagrangedichte (20.1) lauten die Noether-Strome

1 1
Tifeer = — 3= (F K Fs0) 8" Ac + 1™ (F'Foy + €% FaFr) . (20.6)
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Wie auch fiir die Standard-Maxwell-Theorie ist dieser Tensor nicht symmetrisch.
In der konventionellen Elektrodynamik lédsst sich der Noether-Strom durch Addi-
tion eines erhaltenen Stroms, der den Energieinhalt nicht d&ndert, symmetrisieren
[36],

1
ab __ ca pAb
T = 47_[ac (F A ), (20.7)

und der folgende Bedingungen erfiillt

0a (T,“)b) =0, (20.8a)
/ T = 0. (20.8b)

Der resultierende Energie-Impuls Tensor im Falle von modifizierter Maxwell-Theo-
rie lautet:

1 1
Tlﬁﬁ)ether = _E (PaCFbc + KﬂdcePbche) + ﬁﬂab (chFCd + KCdechdFef> . (20-9)

Hier wurden die Feldgleichungen ausgenutzt und weitere Terme mit den Eigen-
schaften (20.8) wurden vernachldssigt. Im Falle des nicht doppelbrechenden An-
satzes (15.3)-(15.4) vereinfacht sich der Energie-Impuls Tensor (20.9) zu

1
lellgether :E <_(1 - K/zécgc)Faded - K (Fchadgcgd - FbCch§u€d>

1 (20.10)

+ 1;7“” ((1 — i/ 28F, ) F FP + ZKPCchetjeCd)> .
Der Energie-Impuls Tensor (20.9) ist nicht manifest symmetrisch. Ein Theorem,
das die Symmetrisierbarkeit des Noether Stroms generell beweist [23], ist hier
nicht anwendbar, da der Beweis Lorentz-Invarianz der betrachteten Theorien vor-
aussetzt. Wie in Kapitel 1 diskutiert wurde, kann der Energie-Impuls-Tensor auch
nicht symmetrisiert werden, da modifizierte Maxwell-Theorie Lorentz-Invarianz
manifest bricht. Physikalisch dufSert sich das beispielsweise im Auftreten von Pho-
tongeschwindigkeiten, die ungleich c sind.

Energie-Impuls Tensor aus Variation nach dem Vierbein

Wie im vorhergehenden Kapitel gesehen ist es moglich fiir konstantes Hinter-
grundfeld x“ in flachen Raumzeiten durch den Noether-Strom eine physikalisch
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sinnvolle Definition des Energie-Impuls Tensors zu geben. In Gravitationstheorien
ist der Energie-Impuls Tensor die Quelle des Gravitationsfeldes und wird {ibli-
cherweise definiert durch die Variation des Materieanteils der Wirkung nach der
Metrik oder dem Vierbein. Schon in nicht Lorentz-verletzenden Theorien kénnen
sich diese unterscheiden [12].

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Definition fiir den Energie-Impuls Tensor anzu-
geben, der im formalen Limes ¢g"” — n*” in den Noether Strom (20.9) tibergeht.

Eine Moglichkeit ist es, den Energie-Impulstensor durch Variation nach dem Vier-
bein zu definieren. Hierbei wird x***? wihrend der Variation als konstant aufge-

fasst [12].
T = —\}g(i;e%few’, (20.11)
H
bzw.
5.5 = / dhx /3T e, (20.12)

Fiir die Variation des rein gravitativen Teils der Wirkung ergibt sich:

1
056 = e /d4x (G +G,")de,f, (20.13)

und die Forderung 6. = 0 fiihrt damit auf die Einstein-Gleichung (15.13).

Der durch (20.11) definierte Energie-Impuls Tensor lautet

v 1 orv v (% 14 (%
T = (—(1 = x/ 288 PRy — (P P e — PP

1 X R (20.14)
+ Zlg’“’ ((1 —/28P8p ) FoAF7" 4 2kFF Fy) {)‘U))
und geht im formalen Limes ¢ — #*" in den Noether-Strom (20.9) iiber, das
heifst im Minkowski-Limes der Theorie (20.4) ist er eine sinnvolle Definition fiir
den Energieinhalt. Das kann man als Hinweis werten, dass dieser Tensor einen
geeigneten Quellterm fiir die Einstein-Gleichungen darstellt.

Im Allgemeinen ist der Tensor (20.11) weder kovariant erhalten noch symmetrisch.
Fiir Lorentz-invariante Materieanteile der Wirkung ist, wie in Kapitel I gesehen,
der Energie-Impuls Tensor bereits automatisch kovariant erhalten und symme-
trisch. Die Bianchi-Identitdten fordern jedoch durch die Einstein-Gleichung Sym-
metrie und kovariante Erhaltung auch an den Quellterm
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T}" — T," = 0 & &MPPOFgFoy — k"PPOF" Fyy = 0 (20.15a)
und
DVTV,, =0. (20.15b)

Im Falle Lorentz-verletzender Theorien stellen die Forderungen (20.15) zusétzliche
Bedingungen dar, die man als Konsistenzbedingungen an das externe Lorentz-
verletzende Hintergrundfeld auffassen kann.

Diese Bedingungen sollen im Folgenden néher spezifiziert werden. Die kovarian-
te Divergenz des Energie-Impuls Tensors ldsst sich ausrechnen, indem man die
Variation des Materieanteils der Wirkung unter infinitesimalen allgemeinen Ko-
ordinatentransformationen, paramterisiert durch € betrachtet.Unter Beriicksich-
tigung der modifizierten Maxwell-Gleichungen tragen nur die Variationen von
Vierbein und lorentz-verletzendem Hintergrundfeld bei

0.5y 0.5y
(5eya 5eﬂa + 5Kabcd

Sxbed = 0. (20.16)

Die Variationen von Vierbein und Hintergrundfeld lauten

5ey“ =e,"0,€" +€"0y (e#”) , (20.17a)
und

Sxbed — Vg, xed (20.17b)

mit infinitesimalem Parameter €. Invarianz der Materie-Wirkung unter allgemei-
nen Koordinatentransformationen impliziert dann

V8T, — 0, (\/3T!) — féipahadayxﬂbfd =0, (20.18)

was, wenn man die explizite Form des antisymmetrischen Anteils von T#" nutzt,
dquivalent ist zu

1
D, T, = —ZLFachdavxabcd. (20.19)

Der antisymmetrische Anteil des Energie-Impuls Tensor lédsst sich direkt aus (20.9)
ablesen. Zusammengefasst findet man als Konsistenzbedingungen fiir eine Lo&-
sung der Einstein-Gleichung;:

FppE g0,k =0 (20.20a)
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und

K”ﬁp”F"ﬁFpg — KVﬁP”FyﬁFpg =0. (20.20b)

Mit dem nicht doppelbrechenden Ansatz (15.3)-(15.4) vereinfachen sich die Bedin-
gungen (20.20) zu:

FFEypGYeP — FY FpeGlCP =0 (20.21a)
und

FVVFHPC"ePQBUQ” =0. (20.21b)

Eine, im Allgemeinen, stirkere Konsistenzbedingung, die beide Gleichungen (20.21)
erfiillt, ist

F,¢" =0. (20.22)

Sie wird im Folgenden genutzt werden, um zu zeigen, dass nichttriviale Losungen
der Einstein- und Maxwell-Gleichungen in der Theorie (20.4) existieren.

Wenn man die Bedingungen (20.21) betrachtet, konnte man fragen, ob auch der
Ansatz F'*F,; = 0 eine mogliche Konsistenzbedingung an Losungen der Einstein-
Gleichung darstellt. Es ist jedoch klar, dass eine solche Bedingung das Verschwin-
den des gesamten Energie-Impuls Tensors erzwingen wiirde, und Losungen, die
dieser Bedingung geniigen, in die Klasse der ,trivialen” Losungen fallen wiirden.

Energie-Impuls Tensor aus Variation der Metrik

In diesem Abschnitt wird darauf eingegangen, ob man den Energie-Impuls Tensor
fiir modifizierte Maxwell-Theorie auch aus der Variation nach der Metrik gewin-
nen kann.

Zunichst ist dafiir wesentlich, zu definieren, welches Hintergrundfeld man wah-
rend der Variation konstant halten mochte. Entscheidet man sich beispielsweise
dazu, den vollstandig kontravarianten Tensor x#'?? konstant zu halten, so liefert
die Variation des modifizierten Maxwell-Terms nach der Metrik keinen Beitrag,
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anders, als wenn man die vollstindig kovariante Form #x,,, konstant hélt. Zur
Definition der Theorie ist es also unabdingbar, anzugeben welches Hintergrund-
feld als gegeben betrachtet wird.

H

Wird der gemischte Tensor x"’,, wihrend der Variation konstant gehalten und

definiert

0.
—87\/8Ty, ¢ = (SgTAf, (20.23)

erhdlt man fiir den Energie-Impuls-Tensor ebenfalls

1 1
Ty = i (—FVPFVP — kM7 FY, For + Zg"v (FaﬁF”‘ﬁ + K,x,gng”‘ﬁFp")> . (20.24)

Mit der oben erlduterten Vorschrift den gemischten Tensor konstant zu halten,
erhélt man damit die gleiche Einstein-Gleichung und dieselben Konsistenzbedin-
gungen wie im vorhergehenden Kapitel.

Standard Reissner-Nordstrom Losung

In diesem Abschnitt wird nach der Existenz von Reissner-Nordstrom-artigen Lo-
sungen in modifizierter Maxwell-Theorie gesucht. Die Reissner-Nordstrom Lo-
sung im engeren Sinne [9o—92] beschreibt das Gravitationsfeld einer geladenen,
kugelsymmetrischen Massenverteilung. Als Ansatz wihlt man Metrik und Energie
Impuls Tensor statisch und sphérisch symmetrisch. Erlaubt man Monopole in der
Theorie, so lasst sich die Reissner-Nordstrom Losung entsprechend erweitern [26].
Das allgemeinste sphédrisch symmetrische, statische Linienelement lautet [26]

ds® = f2(r)dt* — h*(r)dr? — 1* (6 + sin®(0)d¢?) . (20.25)

Eine bequeme Wahl des Vierbeins fiir ein solches Linienelement ist

e,' = diag (\/fz(i’), \/hZ(r),r,rsin(9)> : (20.26)

Der Einstein-Tensor, der sich aus dem Linienelement (20.25) ergibt, ist diagonal
mit den nicht verschwindenden Komponenten
h(r)? — h(r) +rh'(r)

to_
G = Ph{r)? (20.27a)
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r f()(h(r) = 1) —rf'(r) 20.2
O TR o
G G¢¢ —

20 (r) f(r)? + (rf' (r)l' () — 2h(r) ({’(f);r rf"(r))) f(r) + rh(r) f'(r)?
h

(20.270¢)

und der allgemeinste Maxwell-Tensor, der die obigen Symmetrien respektiert ist
durch

Fu = A(r) (epoev1 — evieno) + B(r) (en2eus — ewsen) (20.28)

gegeben [26].

Eine, einem solchen Ansatz (20.25)-(20.28), geniigende Losung wird im Folgenden
mit Reissner-Nordstrom-artige Losung bezeichnet werden.

Das Linienelement der Standard-Reissner-Nordstrom-Losung lautet
rqz 2 dr? 2 192 2 2
- = + 1) dt? — ——— —12d6? — *sin®(0)d¢* . (20.29)
Ia % |
T

Der Parameter rs; bezeichnet den Schwarzschild-Horizont 7 = 2M und r, be-
zeichnet eine weitere Langenskala, die mit der Ladung g des schwarzen Loches in
Verbindung gebracht wird, in den benutzten Einheiten gilt einfach r, = 4.

Im Folgenden werden zwei spezielle Reissner-Nordstrom-artige Losungen der
Theorie (20.4) diskutiert.

Rein elektrische Reissner-Nordstrom-artige Losung

Fiir eine rein elektrische Reissner-Nordstrom-artige Losung wird der Ansatz fiir
den Maxwell Tensor wird laut (20.28) mit B(r) = 0 gew&hlt
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Desweiteren wird die Annahme ¢, = —1 und ¢; = ¢, = 0 gemacht. * Fiir
diese ¢* ist dann die Bedingung (20.22) erfiillt und der Energie-Impuls Tensor ist
proportional zum {iblichen Maxwell-Energie-Impulstensor

(14+x/2)

T} =
¢ 4

1
(—FWF”U + Zg’“’ (FPUFPU)> ) (20.30)

Mit obigem Ansatz fiir den Maxwell Tensor lautet der Energie-Impuls Tensor kon-
kret

A(r)> 0 0 0
. (14x/2) 0 A(r)? 0 0
T Egon | 00 —arr o (2031
0 0 0 —A(r)?

Vergleich des Energie-Impuls Tensors (20.31) liefert G', = G”, und damit f(r)h(r) =
const. Die Wahl der Konstanten entspricht lediglich einer Reskalierung der Zeit
und kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit mit 1 angenommen werden. Uber
die Bianchi-Identitdten wird kovariante Erhaltung des Energie-Impuls Tensors im-
pliziert, was auf A(r) = C;/r?> mit noch zu bestimmender Konstante C; fiihrt.
Bestimmung der Konstanten C; ist gleichbedeutend mit der Frage der Definiti-
on der Ladung. In Ubereinstimmung mit [61] wird die Definition der Ladung
so gewdhlt, dass der fithrende (und hier im konkreten Fall einzige) Beitrag zum
Potential ¢ = Ay im Minkowski Limes die {ibliche Normierung der Standard-
Elektrodynamik hat. Aus dieser Bedingung findet man C; = —¢. Fiir das Eichfeld
ergibt sich damit

Ay = (q/7,0,0,0) . (20.32)

Mit dem Eichfeld (20.32) ergibt sich der Energie-Impuls Tensor zu:

7>(1+x/2) 0 0 0

oo 1 0 7*(1+x/2) 0 0

Y 8mrt 0 0 —*(1+x/2) 0
0 0 0 —7*(1+x/2)

(20.33)

'Eine solche Realisierung ist aufgrund des Poincaré-Theorems [93] nicht stetig moglich. Eine Fol-
gerung des Poincaré-Theorems besagt, dass jedes stetige Vektorfeld auf der 2-Sphére mindestens
eine Nullstelle besitzt. (,,You can’t comb the hair on a 2-sphere”).
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Das entsprechende Linienelement, das sich aus dem Vergleich von (20.27) und
(20.33) ergibt, ist formal das Standard-Reissner-Nordstrom-Linienelement

dr?

27,2 2
— 1)dt® —
(/= re/r+1) rg? /12 —rs/1+1

— r?d6? — 1?sin®(0)d¢?*;,  (20.34)

mit

rs = 2M, (20.35a)
aber mit modifiziertem Parameter

rg=qvV1+x/2#4. (20.35b)

Die zugrunde liegende Geometrie ist die einer gewohlichen Reissner-Nordstrom
Raumzeit, aber mit modifizierter Ladung ¢ = ¢+/(1 + x/2). Die oben erhaltene
Reissner-Nordstrom-artige Losung unterscheidet sich also physikalisch von einer
Standard-Reissner-Nordstrom Losung.

Reissner-Nordstrom-artige magnetische Monopol Losung

Als Ansatz wird gewahlt

Fuw = B(r) (€03 — ezenn) , (20.36)
und A(r) = 0, zusammen mit dem Linienelement (20.25). Um die Bedingung
(20.22) zu erfiillen, wird auflerdem die Annahme

¢Mgy = +lundgp =Gy =0 (20.37)
gemacht.

Mit dem Ansatz (20.36) sind die modifizierten Maxwellgleichungen (15.12) auto-
matisch erfiillt und der Energie-Impuls Tensor ergibt sich zu:

) (1 - (?V éyg) 0 0 0
B(r) 0 (1-8"gu5) 0 0
8 0 0 _ (1 _ g}l’éﬂ%) 0 . (20.38)
’ 0 0 —(1-8y)
Kovariante Erhaltung des Energie-Impuls Tensors impliziert
p
B(r) = 2’ (20.39)
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und aus Vergleich mit dem Einstein Tensor erhélt man fiir das Linienelement

dr?
rp2 /1t —rs/r+1

Wiederum ist das formal das Reissner-Nordstrém Monopol Linienelement mit
rs = 2M, aber mit dem nicht-standard Parameter r, = P,/1—¢/¢,x/2. P ist
die magnetische Monopol Ladung. Im Gegensatz zur rein elektrischen Reissner-
Nordstrom-artigen Losung (20.34)-(20.35) kann die scheinbare Ladung, die die
Geometrie der Losung bestimmt, grofier oder kleiner als die Monopolladung P
werden, da ¢"¢, hier positiv oder negativ sein kann, wihrend im rein elektrischen
Fall {,,¢" immer negativ ist und die scheinbare Ladung daher immer grofSer ist als
die elektrische Ladung g.

(rp?/1* —rs/r+1)dt* — — r?d? — 1*sin?(0)d¢p>.  (20.40)

Diskussion der Losungen

In diesem Kapitel wurde gezeigt, dass es moglich ist, das externe Hintergrund-
feld in modifizierter Maxwell-Theorie so zu wihlen, dass gravitative Losungen
mit nicht-verschwindendem Photon-Feld existieren. Fiir diese Losungen ist der
Energie-Impuls-Tensor kovariant erhalten und symmetrisch. Es wurden zwei Reiss-
ner-Nordstrom-artige Losungen gefunden, eine fiir eine elektrisch geladene ku-
gelsymmetrische Massenverteilung und eine magnetische Monopol-Losung. Im
Unterschied zu den in Kapitel 10 diskutierten Reissner-Nordstrom artigen Losung
in Maxwell-Chern-Simons Theorie unterscheiden sich die in diesem Kapitel dis-
kutierten Reissner-Nordstrom artigen Losungen physikalisch von der Standard-
Reissner-Nordstrom-Losung: Eine elektrische Ladung g erzeugt in modifizierter
Maxwell-Theorie die Geometrie einer Standard-Reissner-Nordstrom-Ldsung mit
modifizierter Ladung ¢’ = q+/1 + x/2. Ahnliches gilt fiir Reissner-Nordstrém-Mo-
nopol-Losungen.

Die Konsistenzbedingungen (20.20) ermoglichen eine konsistente Beschreibung
von Situationen, in denen der Energie-Impuls-Tensor symmetrisch und kovariant
erhalten ist. Auf der anderen Seite wurde in Teil I dieser Dissertation argumen-
tiert, dass innerhalb von Lorentz-verletzenden Theorien gerade die Situationen in-
teressant sind, in denen der Energie-Impuls-Tensor nicht symmetrisierbar ist, da
sich die Lorentz-Brechung gerade in dieser Nichtsymmetrisierbarkeit manifestiert.

Wie beispielsweise die Antwort der Raumzeit auf ein propagierendes Wellenpaket,
das durch modifizierte Maxwell-Theorie beschrieben wird, aussieht, muss auch
nach der Diskussion in diesem Kapitel offen bleiben.
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271.

21.1.

Dynamische Modelle fiir modifizierte
Maxwell-Theorie

Die in Kapitel 17 diskutierten Beispielkonfigurationen fiir modifizierte Maxwell-
Theorie waren ad hoc gewahlt und damit Beispiele fiir explizit Lorentz-verletzende
Theorien.

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass sich zwei der drei Beispielkonfigurationen
auch aus Theorien gewinnen lassen, die die Lorentz-Invarianz spontan brechen.
Spontane Lorentz-Verletzung weist nicht die mit dem Energie-Impuls Tensor ver-
kniipften Probleme auf, die fiir explizite Lorentz-Verletzung auftreten, da die Hin-
tergrundfelder jetzt eigene Feldgleichungen erfiillen und damit die Konsistenzbe-
dingungen (5.7) und (5.12) automatisch erfiillt sind.

Ghost-condensate

Wie schon in Abschnitt (17.1) angesprochen stimmt die effektive Metrik (17.4)
mit der in [13] diskutierten tiberein. In [13] wurde die effektive Metrik aus dem
,Ghost-condensate” [94] erhalten. Die dem , Ghost-condensate” zugrunde liegen-
de Idee ist, durch eine Art Higgsmechanismus den Infrarot-Sektor der Allgemei-
nen Relativitdtstheorie zu modifizieren.

Dazu wird das , Ghost-condensate”eingefiihrt, das als eine Art Fliissigkeit mit

Zustandsgleichung p = —p das Universum fiillt. Diesen Hintergrund erhéalt man
aus einer Theorie mit einem reellen Skalarfeld ¢

Lehost-cond = M*P(X) + hohere Ableitungen , (21.1)
mit

X = 0,¢0"¢ . (21.2)

P(X) ist eine Funktion mit Minimum an der Stelle X = 1. Es wurde hier die
nicht-kanonische Massendimension —1 fiir das Skalarfeld ¢ gewahlt. X ist somit
dimensionslos.
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21. Dynamische Modelle fiir modifizierte Maxwell-Theorie

Die Schwarzschild-Losung zusammen mit der Ghost-Konfiguration ¢ = 7, (in
Lemaitre Koordinaten (19.5)) ist dann eine (Ndherungs)losung [95].

Mit der Wahl ¢, = 9,T, der Definition (15.3)-(15.4) fiir den x-Tensor und der
Kopplung (15.9) an das Photon-Feld ergibt sich dann die Hintergrundkonfigurati-
on (17.2) aus dem Abschnitt 17.1 als Losung einer dynamischen Theorie.

Dynamisches Modell fiir Fall 2

In diesem Abschnitt wird ein Spielzeug-Modell vorgestellt, das das Beispiel 2 als
Losung einer dynamischen Theorie liefert. Die Struktur ist von der Idee des Ghost-
condensate (21.1) direkt inspiriert. Ahnliche Modelle wurden z. B. auch in den
Veroffentlichungen [96, 97] studiert.

Wir betrachten ein an die Gravitation gekoppeltes Skalarfeld, das der folgenden
Wirkung unterliegt:

S = /d4x Loray +/8 m* V> , (21.3a)
V = (X+1)?} (21.3b)
X = g"(0u9) (9v9), (21.30)

und mit der rein gravitativen Lagrangedichte L.y gegeben durch (15.10). Wie
oben hat das Skalarfeld nicht die nicht-kanonische Massendimension —1 und X
ist somit dimensionslos.

Allgemeiner kann fiir das Potential V(X) jede Funktion gewdhlt werden, die an
der Stelle X = —1 ein Minimum hat,

V(-1)=V'(-1)=0, V"(-1)>0, (21.4)
Mit dem Strich wird die Ableitung nach X bezeichnet.

Anders als im Ghost-condensate ist das Vorzeichen des kinetischen Terms hier
kanonisch.

Die Feldgleichungen fiir die Wirkung (21.3) lauten
G = —4mm* (2V' 3¢ 0" + Vi) = 8T}", (21.52)
und

D, (V'o¢p) =0. (21.5b)
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21.2. Dynamisches Modell fiir Fall 2

GM bezeichnet den durch (15.13) definierten Einsteintensor.

Die einfachste Losung der Gleichungen (21.5) (in kartesischen Koordinaten) ist
eine flache Raumzeit

Suv = N = diag(1, -1, -1, —1), (21.6a)
mit

¢ =mnyuxt. (21.6b)
n, ist ein konstanter raumartiger Vektor, n,n, n*" = —1.

Dieser Vektor kann die Quelle fiir beobachtbare Anisotropien sein, falls das Ska-
larfeld ¢ an Standard-Materie gekoppelt ist. In Ref. [64, 65] werden experimentelle
Schranken an solche Anisotropien im Photon-Sektor diskutiert.

Die Schwarzschild-Metrik ist eine Vakuumlosung der allgemeinen Relativitats-
theorie. Daher ist sie zusammen mit jeder ¢-Konfiguration fiir die gilt X = d,,¢ o*¢
—1 ebenfalls eine Losung der Feldgleichungen (21.5), denn fiir solche Konfigura-
tionen verschwindet der Energie-Impuls Tensor (21.5a).

Eine explizite Losung fiir den Bereich » > 2M in Standard Schwarzschild Koordi-
naten lautet :

S, = diag ([1 —2M/r], —[1— 2M/r]71 , —1?, —r* sin® 9) , (21.7a)

VT +Vr—2M
2Mln< NG

¢ ) +\/r(r—2M). (21.7b)

2M multipliziert mit der Newton-Konstante Gy/c? ist der Langenparameter der
Losung.

Die Feldkonfiguration (21.7b) 16st die Feldgleichung (21.5b) aufierhalb des Hori-
zonts und ihr Gradient ist identisch mit der Hintergrund-Feldkonfiguration (17.7),

Cn ’Fallz = 0uf, (21.8)

mit der Radialkomponente d,¢ = 1/+/1 —2M/r.

Die wesentlichen Betrachtungen zur Hintergrund-Feldkonfiguration (17.7) waren
von der expliziten Form von ¢, innerhalb des Horizontes unabhéngig, das gilt
insbesondere fiir die Behauptung, dass kein Photon-Horizont aufierhalb von r =
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21. Dynamische Modelle fiir modifizierte Maxwell-Theorie

2M auftritt, vgl. Abschnitt 18.2. Die einzige Ausnahme sind die Rechnungen in
Abschnitt 18.1.

Fiigt man nun zur Wirkung (21.3) die Photon-Wirkung (15.9) hinzu und ersetzt in
den Definitionen (15.3)—(15.4) &, durch 9,¢, so erhilt man durch ¢ = ¢ aus (21.7b)
auf dynamische Weise das in Abschnitt (17.2) diskutierte Beispiel.

Das in diesem Abschnitt diskutierte Spielzeug-Modell (21.3) hat nicht den An-
spruch ein ernstzunehmendes phdnomenologisches Modell zu sein. Neben den
offensichtlichen Schwierigkeiten wie Nicht-Renormierbarkeit sind auch Probleme
bzgl. Stabilitdt und Kausalitdt zu erwarten.

Betrachtet man Quantenkorrekturen, so wird klar, dass zwar der kinetische Term
im Potential nicht-ghost-artig ist, die Quantenfluktuationen um das Minimum
aber durchaus ghost-artig sein konnen, so dass die Stabilitdat der Losung fraglich
ist.

Dennoch erfiillt das Spielzeug-Modell den Zweck des Existenzbeweises; es ist
gezeigt worden, dass im Prinzip dynamische Theorien mit spontaner Lorentz-
Verletzung moglich sind, die keine multiplen Horizontstrukturen aufweisen. Zu-
mindest auf klassischem Niveau ist es ein Beispiel einer Theorie, die dynamisch
den Hintergrund (17.8) liefert.

21.3. Dynamisches Modell fiir Fall 3?

Es scheint deutlich schwieriger, eine dynamische Theorie fiir die dritte Hintergrund-
Feldkonfiguration (17.12) zu finden, da sich das Vektorfeld (17.11) nicht als Gra-
dient eines Skalarfeldes schreiben ldsst. Beschrankt man sich jedoch auf sphérisch
symmetrische Felder, so kann man die Theorie (21.3) auch nutzen um das Beispiel
3 dynamisch zu erhalten. Die Grundidee dabei ist, die sphdrisch symmetrischen
Felder als Felder einer reduzierten (1 4 1)-dimensionalen Theorie zu betrachten.”
Mit Hilfe des zweidimensionalen Levi-Civita Symbols ™" ldsst sich dann das
— @, &,0,0) mit

Lorentz-verletzende Hintergrundfeld schreiben als & ‘Fall3

m

¢ = €™ 9,p und dem Gradienten (dg, 91) = (9, ;)

Da sich jedoch der Nutzen der dynamischen Theorie (21.3) lediglich auf den Exis-
tenzbeweis belduft und ein weitergehender Nutzen fiir eine dynamische Theorie

*Solche Theorien lassen sich beispielsweise aus hoherdimensinalen Eichtheorien erhalten, vgl.[98]
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21.3. Dynamisches Modell fiir Fall 3?

fiir das Beispiel 3 ebenfalls nicht erkennbar ist, soll diese Idee hier nicht weiter
verfolgt werden.
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22. Zusammenfassung Teil III

Der zweite Teil dieser Dissertation behandelte die Kopplung von modifizierter
Maxwell-Theorie an die Gravitation unter verschiedenen physikalischen Aspek-
ten. Wie auch bei der Kopplung von Maxwell-Chern-Simons-Theorie treten dabei
Schwierigkeiten auf.

In Kapitel 15 wurde zunidchst die modifizierte Maxwell-Theorie eingefiihrt und
minimal an die Gravitation gekoppelt. In den folgenden Kapiteln wurden dann
zundchst Propagationseffekte in gekriimmten Hintergriinden studiert. Dazu wur-
den die gravitativen Hintergriinde als gegeben vorausgesetzt und die Propagation
modifizierter Maxwell-Felder in der Ndherung der geometrischen Optik studiert.
In Kapitel 16 wurde ein allgemeines Verfahren zum Studium der geometrischen
Optik fiir eine grofie Klasse von modifizierten Maxwell-Theorien angegeben, es
stellt sich heraus, dass die modifizierten Lichtstrahlen wieder auf Nullgeodéten
laufen, allerdings in einer modifizierten Metrik. Das folgende Kapitel studier-
te explizit drei verschiedenen Modelle modifizierter Maxwell-Theorie in einem
Schwarzschild-Hintergrund und untersuchte die resultierenden effektiven Metri-
ken. Diese konnen, je nach Konfiguration des Hintergrundfeldes, verschieden aus-
sehen. Eine Moglichkeit ist wieder ein Schwarzschild-Hintergrund, mit modifi-
zierter Masse (17.4) oder reskalierter Zeit (17.12). Eine andere Moglichkeit ist eine
nicht Ricci-flache effektive Raumzeit (17.8). Die verschiedenen effektiven Raum-
zeiten wurden insbesondere auf Horizontstrukturen untersucht. Fiir die Konfigu-
ration (17.4) ergibt sich ein dufSerer Photon-Horizont und ein innerer Horizont fiir
gewoOhnliche Materie, in den beiden anderen Fillen fillt der Horizont mit dem
Horizont fiir gewohnliche Materie (Schwarzschild-Horizont) zusammen.

Auch die Rotverschiebung und Lichtbeugung in den verschiedenen Theorien wur-
de untersucht (Kapitel 18). In allen drei Theorien ist die Lichtbeugung an einer
Schwarzschild-Masse modifiziert, die Rotverschiebung dndert sich gegeniiber der
Standard-Theorie nicht.

Das folgende Kapitel 19 widmet sich dem verallgemeinerten zweiten Hauptsatz
in modifizierter Maxwell-Theorie.
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22. Zusammenfassung Teil I1]

Kapitel 20 untersuchte die Existenz von Losungen der Einstein-Gleichung und der
modifizierten Maxwell-Gleichung mit nicht verschwindendem Photon-Feld. Die
Schwierigkeit besteht insbesondere darin, dass der Energie-Impuls-Tensor in mo-
difizierter Maxwell-Theorie nicht manifest symmetrisierbar ist und auch nicht not-
wendigerweise kovariant erhalten. Diese Forderungen, die sich fiir nicht Lorentz-
verletzende Theorien direkt aus der Invarianz der Theorie unter lokalen Lorentz-
Transformationen und allgemeinen Koordinatentransformationen und den Feld-
gleichungen fiir die Felder ergeben, stellen fiir explizit Lorentz-verletzende Theo-
rien zusitzliche Bedingungen dar. Es wird gezeigt, dass fiir modifizierte Maxwell-
Theorie Reissner-Nordstrom-artige Losungen existieren.

Im folgenden Kapitel wird untersucht, ob sich die explizit Lorentz-verletzenden
Konfigurationen, die in Kapitel 17 diskutiert wurden, sich auch als Losungen ei-
ner Theorie finden lassen, die Lorentz-Invarianz nicht explizit, sondern spontan
bricht. Dies ist besonders im Hinblick auf die moglichen Schwierigkeiten mit dem
verallgemeinerten zweiten Hauptsatz der Thermodynamik interessant, da es un-
wahrscheinlich erscheint, dass spontane Lorentz-Verletzung Schwierigkeiten mit
dem verallgemeinerten zweiten Hauptsatz haben konnte. Es zeigt jedoch, dass
sich zumindest das erste Beispiel (17.4) auch aus einer Theorie gewinnen ldsst, die
Lorentz-Invarianz spontan bricht. Dies spricht dafiir, die mogliche Realisierung
eines Perpetuum Mobiles in dieser Theorie noch intensiver zu studieren. Auch
fiir das zweite Beispiel scheint es moglich eine dynamische Theorie zu finden, die
die effektive (17.8) durch spontane Brechung realisiert. Diese Theorie ist allerdings
mit potentiellen Problemen beziiglich Instabilititen und Kausalitit behaftet. Fiir
das dritte Beispiel scheint es schwieriger eine dynamische Theorie zu finden, dazu
wurden nur Ideenansatze diskutiert.

Zusammenfassend lédsst sich sagen, dass das Problem der Kopplung von modifi-
zierter Maxwell-Theorie nicht allgemein gelost werden konnte. So ist insbesondere
die Riickreaktion der Raumzeit auf Stérungen, deren zugehdriger Energie-Impuls-
Tensor nicht symmetrisch ist, weiter ungeklért. Es war aber moglich modifizierte
Maxwell-Theorie minimal an die Gravitation zu koppeln und interessante Propa-
gationseffekte in der Ndherung der geometrischen Optik zu studieren, die mogli-
cherweise auf Probleme mit dem verallgemeinerten zweiten Hauptsatz der Ther-
modynamik schlieflen lassen. Ebenfalls war es moglich zu zeigen, dass im Rahmen
der minimalen Kopplung Losungen der Einstein-Gleichung mit nicht verschwin-
dendem modifizierten Photon-Feld existieren.
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23. Zusammenfassung

Diese Dissertation befasst sich mit Lorentz-Verletzung und Gravitation. Ausgangs-
punkt der Uberlegungen war die Beobachtung, dass in explizit Lorentz-verlet-
zenden, translations-invarianten Theorien im Minkowski-Raum, wie sie z.B. durch
die ,Standard Model Extension” beschrieben werden, der zu den Translationen ge-
horende Noether-Strom in der Regel nicht symmetrisierbar ist. Diese Nicht-Sym-
metrisierbarkeit kann z.B. Ausdruck der gebrochenen Rotations-Invarianz sein
[36]. Wie im ersten Teil dieser Arbeit gezeigt wurde, gilt, dass ein symmetrischer
und erhaltener Energie-Impuls-Tensor bereits Invarianz der Wirkung unter Poin-
caré-Transformationen impliziert. Fiir echt Lorentz-Invarianz-verletzende Theo-
rien existieren die Noether-Strome demnach entweder nicht (falls Translations-
Invarianz gebrochen wird) oder der korrespondierende Tensor ist nicht symme-
trisierbar. Fiir explizit Lorentz-Invarianz verletzende, translationsinvariante Theo-
rien in flachen Raumzeiten existiert also eine mit dem Noether-Strom eine phy-
sikalisch sinnvolle Beschreibung von Energie- und Impuls-Stromen, die manifest
nicht symmetrisierbar ist. Das wirft die Frage auf, ob und wie sich solche Theori-
en an die Gravitation koppeln lassen. In den Standard-Einstein-Gleichungen tritt
der Energie-Impuls-Tensor als Quellterm auf, der die Raumkriimmung verursacht.
Die geometrische Struktur der Einstein-Gleichungen impliziert, dass der auftreten-
de Quellterm stets symmetrisch und kovariant erhalten ist [12]. Wie die Riickreak-
tion der Raumzeit auf einen nichtsymmetrischen Energie-Impuls-Tensor aussehen
konnte, ist eine offene Frage, die sich auch im Rahmen dieser Dissertation nicht
beantworten lief3.

Teil II und III beschaftigten sich, unter verschiedenen Aspekten, mit zwei ver-
schiedenen Lorentz-verletzenden photonischen Theorien und der Kopplung an
die Gravitation.

Fiir die explizit Lorentz-verletzende Maxwell-Chern-Simons-Theorie wurde zu-
nichst gezeigt, dass Hintergrundfeld-Konfigurationen existieren, die gravitative
Losungen erlauben, die mit der Lorentz-verletzenden Struktur vertrdglich sind.
Konkret bedeutet das, dass der Energie-Impuls-Tensor (fiir bestimmte Losungen
der Feldgleichungen, nicht im Allgemeinen) symmetrisch und kovariant erhalten
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23. Zusammenfassung

ist.

In Kapitel 11 wurde mit der CPT-Anomalie ein Mechanismus berechnet, der einen,
auf natiirliche Weise stark unterdriickten, Maxwell-Chern-Simons-Term in einem
topologisch nicht-trivialen, expandierendem, raumlich flachen Robertson-Walker-
Universum induziert. Einige durch diesen Maxwell-Chern-Simons-Term induzier-
te physikalische Effekte wurden diskutiert, unter anderem ein modifiziertes Di-
spersionsgesetz fiir die Photonen. Mit Hilfe von Finsler-Geometrie gelang eine
geometrische Interpretation dieses Dispersionsgesetzes (Kapitel 13).

Teil III beschiftigte sich mit der Kopplung von nicht-doppelbrechender modifi-
zierter Maxwell-Theorie [61] an die Gravitation. Zunichst wurden verschiedene
Effekte in der Ndherung der geometrischen Optik berechnet, dass heifdt die (un-
bekannte) Riickreaktion der Raumzeit auf die modifizierten Photonen wurde ver-
nachlassigt. Es wurde gezeigt, dass sich, fiir eine grofie Klasse von modifizierten
Maxwell-Theorien, die Propagation der Photonen elegant und einfach durch die
Einfithrung einer modifizierten Metrik beschreiben ldsst (Kapitel 16). Beziiglich
dieser effektiven Metrik laufen die modifizierten Photonen wieder auf Nullgeoda-
ten.

Studiert man verschiedene Konfigurationen modifizierter Maxwell-Theorie in ei-
nem Schwarzschild-Hintergrund, so ergeben sich interessante Effekte. Je nach
Konfiguration des Hintergrundfeldes kann die effektive Metrik der Photonen wie-
der eine Schwarzschild-Metrik sein (z.B. mit modifizierter Masse oder reskalierter
Zeit) oder auch von anderer Struktur, z.B. nicht mehr Ricci-flach sein. Auch fir
modifizierte Maxwell-Theorie wurde (wie fiir Maxwell-Chern-Simons-Theorie) ge-
zeigt, dass Hintergrundfeld-Konfigurationen existieren, die gravitative Losungen
erlauben, die mit der Lorentz-verletzenden Struktur vertraglich sind (Kapitel 20)
In Kapitel 21 wurden dynamische Modelle diskutiert, die zu den verschiedenen
Konfigurationen modifizierter Maxwell-Theorie fithren konnen.

Fiir Lorentz-verletzende Theorien, in denen sich die Symmetriebrechung durch
unterschiedliche Maximalgeschwindigkeiten fiir verschiedene Teilchen ausdriickt,
wurde die Vermutung gedufsert, dass diese in Konflikt mit dem verallgemeiner-
ten zweiten Hauptsatz der Thermodynamik stehen konnten [13-15]. Modifizierte
Maxwell-Theorie fillt in diese Klasse von Theorien, daher wurden drei spezische
Modelle modifizierter Maxwell-Theorie in diesem Zusammenhang ndher unter-
sucht. Zundchst wurde gezeigt, dass, entgegen des heuristischen Bildes, das den
Horizont mit der maximal moglichen Fluchtgeschwindigkeit assoziiert, nicht je-
de Theorie mit Maximalgeschwindigkeit ungleich ¢ eine modifizierte Horizont-
Struktur in Schwarzschild-Losungen impliziert. Insbesondere diese modifizierten
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Horizont-Strukturen gaben Anlass zu der Vermutung, dass Lorentz-verletzende
Theorien potentiell in der Lage sein konnten, den verallgemeinerten zweiten Haupt-
satz der Thermodynamik zu verletzen.

Im Folgenden wurde versucht, innerhalb des theoretischen Rahmens von modi-
fizierter Maxwell-Theorie ein Gedankenexperiment zu konstruieren, das ein Per-
petuum mobile der zweiten Art realisiert. Dazu wurde Compton-Streuung in ei-
nem Schwarzschild-Hintergrund betrachtet, in dem die modifizierten Photonen
einen effektiven Horizont wahrnehmen, der auflerhalb des Standard-Schwarz-
schild-Horizontes liegt. Nach einem Streuprozess in der sogenannten Ergosphére
zwischen diesen beiden Horizonten ist es moglich, dass das gestreute Photon ne-
gative Killing-Energie tragt und das auslaufende Elektron mehr Energie ins Un-
endliche tragt als die Summe der Energien der einlaufenden Teilchen betrug.

Es ist damit gelungen, einen (nicht-Standard) Quanteneffekt zu konstruieren, der
die Masse des Schwarzen Loches verringert, ohne dabei die Entropie der dufieren
Welt zu erhohen. Entropie-reduzierende Prozesse auf Quantenniveau implizieren
jedoch noch keine Verletzung des (verallgemeinerten) zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik, da dieser nur eine statistische Aussage iiber gemittelte makro-
skopische Systeme macht. Es ist nicht gelungen, den verallgemeinerten zweiten
Hauptsatz im Rahmen modifizierter Maxwell-Theorie manifest zu verletzen. An-
ders als in verschiedenen Veroffentlichungen vermutet [14, 71], scheint ein Konflikt
von Lorentz-verletzenden Theorien mit dem verallgemeinerten zweiten Hauptsatz
der Thermodynamik kein effektiv anwendbares Ausschlusskriterien fiir bestimm-
te Klassen von Lorentz-verletzenden Theorien zu sein.

Ein weiteres interessantes Ergebnis dieser Doktorarbeit ist die Feststellung, dass
der diskutierte Compton-Prozess bereits fiir endliche, gentigend kleine Lorentz-
Verletzung verboten ist. Das konnte ein Hinweis auf einen Mechanismus sein,
der den verallgemeinerten zweiten Hauptsatz im Fall kleiner Lorentz-Verletzung
schiitzt. Dieses Ergebnis wird gestiitzt von Ergebnissen aus [74], hier werden dhn-
liche Effekte fiir einen verwandten Prozess beschrieben. Weitere Forschung ist hier
sicherlich von Interesse.
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A.

Appendix: Kinematik des
Compton-Prozesses

Dieser Anhang diskutiert die Unmoglichkeit einer Realisierung des in Kapitel
19 betrachteten Perpetuum Mobiles zweiter Art fiir kleine Lorentz-Verletzung.
In Kapitel 19 wurde an einem expliziten Beispiel die Moglichkeit einer Realisie-
rung fiir grofSe Lorentz-Verletzung gezeigt. Fiir hinreichend kleine (aber endliche)
Lorentz-Verletzung ist der Prozess nicht mehr moglich. Das soll im Folgenden ge-
zeigt werden, zunéchst fiir die Naherung masseloser und dann auch fiir massive
Elektronen. (Im Fall masseloser Elektronen ldsst sich die Behauptung mathema-
tisch streng zeigen, fiir den Fall endlicher Elektronenmasse muss in einem letzten
Schritt auf numerische Methoden zuriickgegriffen werden.)

Betrachtet wird jeweils die Kinematik fiir einen Compton-Streuprozess in der Er-
gosphire, an den als Randbedingung gefordert wird, dass die einlaufenden Teil-
chen im Unendlichen prépariert werden konnen, ihre Tangentialvektoren also tan-
gential zu Geoditen sind, die aus dem asymptotisch flachen Teil der Raumzeit
kommen.

An das auslaufende Elektron wird gefordert, dass es mehr Killing-Energie als die
Summe der Killing-Energien der einlaufenden Teilchen tragt und auf einer Geo-
déte propagiert, die ins Unendliche fiihrt.

Das auslaufende Photon tragt somit negative Killing-Energie.

Unter diesen geforderten Randbedingungen wird gezeigt werden, dass der Pro-
zess fiir ausreichend kleine, aber endliche Lorentz-verletzende Parameter kinema-
tisch verboten ist.

. Lokales Intertialsystem

Es werden die in Abschnitt 19.5 eingefiihrten Lemaitre-Koordinaten genutzt. Wir
betrachten in der Ergosphire stattfindende Streuprozesse an der Stelle r = 2M (1 +
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A. Appendix: Kinematik des Compton-Prozesses

ep), wobei € durch Gleichung (17.3) definiert ist, und im Wesentlichen ein Ma8 fiir
die Starke der Lorentzverletzung darstellt. Durch (16.10) ist der Wertebereich fiir €
auf 0 < € < o eingeschrédnkt, im Folgenden interessiert jedoch der Bereich € << 1.
Der Parameter p lauft zwischen 0 und 1 und parametrisiert in allgemeiner Weise
die Radialkoordinate an welcher der Streuprozess stattfinden soll. Durch Rotatio-
nen des Koordinatensystems kann man, ohne Beschrankung der Allgemeinheit,
Streuprozesse am Ort ¢ = 0, 0 = /2, r = 2M(1 + €p) betrachten und sicherstel-
len, dass das gestreute Photon in der Aquatorialebene 0 = 1/2 auslauft.

Der allgemeinste Streuprozess ldsst sich dann wie folgt parametrisieren. Die Wel-
lenvektoren k, sind in einem lokalen Inertialsystem angegeben, in dem die Rech-
nungen etwas einfacher sind. Der Ubergang in das lokale Intertialsystems ist
durch das Vierbein e; gegeben, mit

e'LE) =1, epl =\ |gpp ’ 692 =4/ ‘809| ’ eq§3 =V ‘glPtP ’ (Al)

und allen anderen Komponenten identisch 0. Fiir r = 2M(1 +€p), 6 = /2, gilt
explizit

el =1,¢e) =1/\/T+ep, ef =2M(1+ep), e; =2M(1+€p) . (A.2)

Das asymptotisch zeitartige Killingfeld in lokalen Koordinaten an der Stelle r =
2M(1 + ep) lautet

1
o' =¢efo! =1, ——,0,0] . A.
p ( Ttep ) (A3)

Masselose Elektronen

. Ansatz

Es wird (zunéichst) vereinfachenderweise ein ultrarelativistischer Ansatz fiir die
ein- und auslaufenden Elektronen gewahlt: *

kil,ink:z/,in g;w — k;{,outkle/,out g;tv =0 ( A. 4)

Man mag versucht sein, diesen Ansatz in Frage zu stellen, wenn man sich an die Veltman-
van Dam-Diskontinuitdt [99] erinnert, die besagt, dass massive Yang-Mills- und Gravitations-
Theorien im Limes kleiner Massen nicht dquivalent sind zu den jeweiligen Theorien mit masselo-
sen Austauschteilchen. Die Trajektorien massiver Teilchen in einem Schwarzschild-Hintergrund
gehen aber im ultrahochenergetischen Limes E > m in die Trajektorien masseloser Teilchen
iiber, daher ist dieser Ansatz fiir hochenergetische Elektronen gerechtfertigt.
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A.2. Masselose Elektronen

g" ist hier die (inverse) Schwarzschild-Metrik. Fiir hochrelativistische Elektronen
mit E2 >> m? ist dieser Ansatz gerechtfertigt, da die Trajektorien solcher Elektro-
nen beliebig nah an die Nullgeoditen fiir masselose Teilchen herankommen.

Die Photonen unterliegen der modifizierten Dispersionsrelation (16.5b). Der An-
satz fiir die Wellenvektoren im lokalen Inertialsystem sieht dann wie folgt aus:

Krout — E, out (1, —V1+ews,0,vV1+ey/1— w%) , (A.5a)

kz,out = Eeout (1/ —01, =02, 81 m) ’ (A.5b)
K™ = E i <1, —V1+ep1,—vV1+epysaVl+ey/1— B3 — ﬁ%) (A.5¢)
k;’in _ kz,out + kgIOUt‘ _ kg'in (A.5d)

Dieser Ansatz stellt bereits sicher, dass die Wellenvektoren die jeweilige Dispersi-
onsrelation erfiillen.

Die Parameter wj, d1» und B1, parameterisieren den Ansatz, und variieren jeweils
zwischen —1 und 1 mit der zusitzlichen Einschrankung 7 + 3 < 1und 67 + 63 <
1.

Die Energie des auslaufenden Elektrons im lokalen Inertialsystem (im Folgenden
kurz Energie genannt) wird durch die Energie des auslaufenden Photons ausge-
driickt, E.out = YE,,out, Wwobei y > 0 eine positive Konstante ist.

Vorgegangen wird wie folgt: Die Parameter wi, d1» und Bi, sowie E,ou¢ und
v werden (fiir festes € und p) im erlaubten Bereich gewdhlt (siehe unten). Aus
der Dispersionsrelation fiir das einlaufende Elektron folgt eine Gleichung fiir die
Energie des einlaufenden Photons E, i,. Fiir diese muss tiberpriift werden, ob sie
physikalisch ist, (das heifst reell und grofer als 0) und ob das einlaufende Elektron
tatsdchlich aus dem Unendlichen kommt. Dann wird gezeigt werden, dass fiir
kleines, aber endliches € und die diskutierten Randbedingungen an den Prozess
keine positiven Losungen fiir E, ;, existieren.

Es werden also die auslaufenden Viererimpulse vorgegeben und einlaufende Teil-
chen gesucht, mit denen die Kinematik erfiillt ist. Diese Parametrisierung ist fiir
den diskutierten Streuprozess bequem, da wir an definierten Endzustanden inter-
essiert sind.
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Physikalische Schranken an die Parameter

Im Folgenden sind Prozesse gesucht, bei denen das einfallende Photon und das
einfallende Elektron aus dem ,,Unendlichen”, das heifst dem asymptotisch flachen
Bereich der Raumzeit kommen, das auslaufende Elektron den asymptotisch fla-
chen Bereich erreichen kann und das auslaufende Photon negative Killing-Energie
tragt.

Lokal ein- bzw. auslaufend

Es muss gewdhrleistet sein, dass das auslaufende Elektron tatsachlich auslaufend
ist, dass heifst, dass es sich lokal zu grofier werdenden Radialkoordinaten r bewegt,
was auf die Bedingung

1

V1+ep

fiihrt. Fiir eine mogliche Losung des Streuprozesses muss tiberpriift werden, ob
das einlaufende Elektron sich lokal in Richtung kleinerer Radialkoordinaten be-
wegt. Da der Streuprozess hinter dem Photonhorizont stattfindet, bewegen sich
die beteiligten Photonen bereits automatisch in Richtung des Schwarzen Loches.

o1 > (A.6)

Killing-Energie

Im diskutierten Streuprozess muss die Killing-Energie des einlaufenden Photons
positiv sein und die des auslaufenden Photons negativ, was auf die Bedingungen

w), > —— (A7)

und

7\,1+€p (A.8)

fiihrt. Die Killing-Energie der beteiligten Elektronen ist automatisch positiv, da sie
sich vor ihrem Horizont befinden.
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A.2. Masselose Elektronen

Potentialwall

Die Bewegung auf Nullgeodaten im Schwarzschild-Hintergrund lasst sich auf eine
effektiv eindimensionale Bewegung mit Potential V reduzieren,
L2 ML?

Killing Killing
VElektronen, masselos — 22 - 3 ’ (A9)

2 AT 2
L Killing M LKilling
2r2 3

Das effektive Potential hat ein Maximum an der Stelle » = 3M fiir die Elektronen

(A.10)

VPhotonen =

Vmax - Liilhng/(54M2) (A'Il)
fur die Elektronen, bzw fiir die Photonen

Vmax = Liilling/(54M2) (A.IZ)

Sollen die einlaufenden Teilchen aus dem Unendlichen kommen, bzw. das aus-
laufende Elektron das Unendliche erreichen, so muss das Verhiltnis von Killing-
Energie E und Killing-Drehimpuls L so gewdhlt sein, dass die Potentialbarriere
iiberwunden werden kann.

Fiir das auslaufende Elektron fiihrt (A.9) auf eine Ungleichung fiir den Parameter
o1,

4 2 1 2__ 04 2,1
<27(ep+1)+2(€p+1)>51 NCES| 27(ep+1)+2>0. (A.13)

Bezeichnet man mit Nf/z die Nullstellen der obigen quadratischen Gleichung,

27ep F 2v/2+/(ep + 1)* (8303 + 24€2p? — 3ep + 8) + 27
Vep +1(8e3p3 + 24€2p? + 24ep + 35)

so ist die Ungleichung erfiilt fiir 6, < N¢ oder &; > NJ.

N, = , (A.14)

Dem 3D-Plot (A.1) entnimmt man, das Nf fir0 <e<land 0 < p < 1 immer
kleiner als 1/4/1 + ep ist; und dem 3D-Plot (A.2), dass Ng fir 0 < € < 1 and
0 < p < 1immer grofer als 1//1 + €p ist, es folgt also

5 > NJ (A.15)
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Abbildung A.1.:1//T+ep — N}

als notwendige und hinreichende Bedingung an J;, damit das auslaufende Elek-
tron das Unendliche erreichen kann.

Fiir das einlaufende Photon folgt aus (A.10) eine quadratische Ungleichung fiir

p1:

2
247 (BT —1) (e+1)(ep+ 1)+ (e +1)° (ﬁl”eH—1> >0. (A.16)

vee+1
Bezeichnet man mit Nﬁ , die Nullstellen dieser Gleichung, wobei gelten soll, Nf <
NF,

so ist die Bedingung erfiillt fiir 1 < Nf oder B1 > Nf . Den 3D-Plots A.3 und A .4
entnimmt man, dass /1+€p/+/1+¢€ immer zwischen den beiden Nullstellen
liegt. Zusammen mit (A.8) ergibt sich als Bedingung an 4

B1 < NP (A.17)

Fiir das einlaufende Elektron ist in einer moglichen Losung die Bedingung
Elz(illing, e, in > LzKilling, e, in/ (27M2) (AIS)

zu tberpriifen.
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Abbildung A.3.: /T+ep/vT+e— NP
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Abbildung A.4.: Nf — \/T+ep/vT+e

Bemerkung

Die untere Schranke NS an d; wird fiir festes € durch die Wahl p = 1 minimiert.
Diese von p nun unabhingige untere Schranke ist monoton fallend in e (fiir den
interessierenden Bereich 0 < € < 0.5).

Die untere Schranke /14 €p/+/1+ € an w; wird fiir die Wahl p = 0 minimiert
und ist ebenfalls monoton fallend in e.

Die obere Schranke Nlﬂ an B wird fiir die Wahl p = 1 maximiert. Diese nun von p
unabhéngige obere Schranke ist monoton steigend in e.

. Beispiele fiir erlaubte hochenergetische Prozesse

Beispiel I

Fiir kleine Lorentz-verletzende Parameter liegt die Ergosphére hinter dem Poten-
tialmaximum der Elektronen (und immer, unabhidngig von der Stirke der Lorentz-
Verletzung hinter dem Potentialmaximum der Photonen). Die Tatsache, dass das
ein- und ausfallende Elektron dieses Potentialmaximum iiberwinden miissen, er-
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weist sich als zusitzliche Einschrankung an den Streuprozess, die nicht trivial zu
erfiillen ist. Deshalb wird hier zunéchst ein Beispielprozess fiir starke Lorentzver-
letzung (¢ > 1/2) vorgestellt. Diese Lorentz-Verletzung ist zwar grof$ und sicher
nicht konsistent mit existierenden experimentellen Schranken, aber noch im theo-
retisch erlaubten Bereich, in dem raumartige Photon-Trajektorien ausgeschlossen

sind (16.10). Mit der Wahl der Parameter:
€=2/3,
o =99/100,
w1 = 9984/10000,
6 =82/100,6, =0,
B1 =74/100,B, =0,
v=20
und

s10 =1

sind alle Randbedingungen aus Abschnitt A.2.2 erfiillt.

Beispiel 2
Ein zweites Beispiel ist durch die Parameterkonfiguration
e=1/2,
p =99/100,
w1 = 9984/10000,
01 =82/100,6, =0,
p1=74/100,B, =0,
v =20,

s10=1

gegeben. Beides sind Beispiele fiir grofie Lorentz-Verletzung.

(A.19a)

(A.19b)
(A.19¢)
(A.19d)
(A.19e)
(A.19f)

(A.19g)

(A.20a)

(A.20Db)
(A.200)
(A.20d)
(A.20e)
(A.20f)
(A.20g)
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. Diskussion der Losungen fiir masselose Elektronen

Aus der Forderung des Dispersionsgesetzes fiir das einlaufende Elektron folgt
eine Gleichung fiir die Energie des einlaufenden Photons. Sie ist gegeben durch

E’y,in - E’y,out/G (X + v X2 + Y) ’ (A.21a)

mit
X=X1+X, (A.21b)
Xi=-1+(1+¢) <51w1+52\/1—[5%—[3%\/1—w%> , (A.210)
Xo =17 (\/1 +e <5152 1-p1*— 522m+ p1é1 + ,8252> — 1> ,
(A.21d)

Y=¢ (27 (1—\/1—1—(—: (sl\/l—w%\/l—é%—ég—i—&an)) —e> . (A.21e)

Eine notwendige Bedingung, damit der Streuprozess stattfinden kann, ist dass
der Ausdruck (A.21a) positiv ist. Es ist fiir unsere Zwecke ausreichend, nur den
Term mit positivem Vorzeichen zu diskutieren, da dieser stets grofier oder gleich
dem Term mit negativem Vorzeichen ist. Im Folgenden wird gezeigt werden, dass
fiir hinreichend kleines € der Term (A.21a) stets negativ ist, und somit fiir kleine
Lorentz-Verletzung das vorgeschlagene Perpetuum mobile nicht realisiert werden
kann.

Diskussion der Funktion Y

Eine hinreichende Bedingung, damit der Term (A.21a) positiv ist, ist Y > 0.

Y kann nur positiv werden, wenn der Subterm

Y/:1_\/1+e<sl\/1—w%\/1—5%—5§+51w1> (A.22)

positiv wird. Im Folgenden wird eine obere Schranke an Y’ gesucht werden und
gezeigt werden, dass diese fiir hinreichend kleines € stets negativ ist.
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Zunidcht sieht man, dass, unabhidngig von den anderen Parametern, der Term
(A.22) fur die Wahl s; = —1 stets kleiner ist, als fiir die Wahl s; = 1. Des Wei-
teren wird er, ebenfalls unabhéngig von den verbleibenden Parametern, minimal
fiir 6, = 0. Nach der Diskussion in Abschnitt A.2.2 erzwingen die physikalischen
Randbedingungen, dass die Parameter w; und 4; Werte zwischen 0 und 1 anneh-
men. In diesem Wertebereich ist der verbleibende Ausdruck

Y”:1—\/1+e<—\/1—w%\/1—5%+51w1) (A.23)

monoton fallend in w; und ;. Eine obere Schranke an Y’ ist also gegeben, wenn
man die minimal erlaubten Werte fiir w; = /1 +€p//1+€eund é; = Ng einsetzt,

Y/SYr/naX:1—\/1+€<—\/1—(1—|—€p)/(1—|—€)\/1—N§2+N§\/1—|—€p/\/1—|—€> .

(A.24)

Damit ist der Ausdruck
Ymax = 27 <1 —V1+e <N§\/1+ep/\/1+e— W ii?)) —€?

(A.25)

eine obere Schranke fiir Y. Der 3D-Plot A.5 zeigt, dass Y}, fiir € < 0.2 fiir alle
0 < p < 1 stets negativ ist. Damit kann Y fiir ¢ < 0.2 nicht positiv werden
und eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer physikalischen Losung ist
damit, dass der Term X positiv ist. Die beiden Summanden X; und X» sollen im
Folgenden getrennt diskutiert werden.

. Diskussion der Funktion X;

Eine obere Schranke an den Term X ist gegeben, wenn man die Parameter s, = 1
und B = 0 setzt,

X; <=1+ (1+¢) <ﬁ1w1+\/1—/3§\/1—w§> : (A.26)
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P
Abbildung A.5.: Y., im Parameterbereich 0 < e < 0.1und 0 < p < 1.

Wie schon diskutiert, muss fiir den betrachteten Streuprozess immer p; < Nf <
V1+e€p/v/1+e€ < w; gelten. Fithrt man die Differenz d = w; — 1 > 0 ein, so
lasst sich leicht zeigen, dass der Ausdruck

<[31w1 /1821 —w%)
= ((w1 —d)wy + \/1 — (wy — d)z\/l —w%) (A.27)
= (Bulpr+ /1By 1 - (B ?)

fiir d = 0 den maximalen Wert 1 annimmt und fiir d > 0 streng monoton fallend
in d ist. Er wird also maximal im Grenzfall f; — N{B und w1 — /1 + €. Damit ist

X1 < Ximax = —14+(1+€) <Nf\/1+ep/\/l+e+ |1 —Nfz,/eli"f) . (A28)

Der 3D-Plot A.6 zeigt, dass X1 max im Parameterbereich0 < e < 0.1und 0 <p <1
stets negativ ist. Fiir kleine € kann X; damit nicht positiv werden.
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0.10 00

Abbildung A.6.: X1 max im Parameterbereich 0 < € < 0.1und 0 < p < 1.

A.2.8. Diskussion der Funktion X,

Diskutiert man den zweiten Term X,

Xo =1 <slszx/m\/—ﬁ%—ﬁ%—i—l\/—éf—5§+1+ﬁ151\/€+1+52f5z\/€+1—1) ’
(A.29)

so kann man wieder zur Bildung einer oberen Schranke s; = s; = 1 setzen. X;
wird maximal, wenn der Subterm

XZ,textsub = 5151 + ﬁZ(SZ + \/1 - ,B% - ,3% \/1 - (5% - 5% (A.30)
maximal wird.

Fiir beliebige, aber feste f; und 4 liegen die Maxima auf der durch

b= pay/1-8/\/1- B (A31)

gegebenen Hyperebene und haben den von ; und d, unabhidngigen Wert

X2,sub,max = ,31(51 + \/ 1-— ﬁ%\/ 1-— (S% . (A32)
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Abbildung A.7.: Xj . im Parameterbereich 0 < e < 0.1und 0 < p < 1.

Wie im Abschnitt A.2.2 diskutiert, ist f; immer kleiner oder gleich d;, fiir kleine
€ wird der Mindestabstand grofier. Fithrt man die Differenz d = §; — 1 ein, lasst
sich analog wie in der Diskussion um den Term X; zeigen, dass der Ausdruck
(A.32) fiir d > 0 monoton fallend in d ist. Er wird also maximiert fiir minimalen
Abstand zwischen B; und 4.

Insgesamt folgt, dass (A.30) im Limes §; — NJ; und 1 — Npg; maximiert wird.
Setzt man die jeweils maximierenden Parameter in X» ein, so findet man mit

2
Xomax = 7 <_1 +Ve+1 (\/1 ~ NP1 - NS+ Nng)) = 7 X max (A33)

eine obere Schranke an X5.

Der 3D-Plot A.7 zeigt, dass X} .. im Parameterbereich 0 <€ < 0.1und 0 < p < 1
stets negativ ist. Fiir kleine € kann X, damit nicht positiv werden.

Zusammengefasst findet man, dass Losungen mit positiver Energie fiir den oben
beschriebenen Streuprozess fiir kleine € nicht mehr moglich sind. Eine konserva-
tive Schranke ist € < 0.1.
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A.3. Massive Elektronen

In diesem Kapitel soll die in Kapitel A.2 fiir masselose Elektronen durchgefiihrte
Diskussion fiir massive Elektronen erweitert werden. Grof3e Teile der Diskussion
lassen sich dhnlich durchfiihren, ein entscheidender Unterschied ist jedoch, dass
sich die Bedingung, dass das auslaufende Elektron die Potentialbarriere tiberwin-
den muss, nicht mehr analytisch fiir den Radialimpuls des auslaufenden Elektrons
auflosen lasst. Im letzten Teil der Diskussion muss daher auf numerische Analyse
zuriickgegriffen werden.

A.3.1. Ansatz

Der Ansatz (A.5) fiir den Compton-Streuprozess muss fiir massive Elektronen, die
der Dispersionsrelation

k]i,inkf/,in g;w — k;,outkf/,out g;tv — m2 ( A.3 4)

geniigen, leicht modifiziert werden:

(ko)™ = Eyou (1, —lwn, 0, 1—w§>, (A.350)

(ka)e’Out = Peout <\/ m?/ (Peout)? +1, ﬁe,out) / (A.35b)

()™ = By (1 2B ~tB2 il 1= B ) (A350)

(ko)™ = (k)™ + (k) ™™ = (ka) ™™, (A.35d)
mit

Peout = YEy0ut, (A.36a)

ﬁe,out = <_(Sl/ _52/ 51 \/ 1-— 5% - 5%) . (A36b)

Im fLolgenden wird m zur Vereinfachung auf 1 gesetzt und kann durch dimensio-
nale Analyse wieder erganzt werden.
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. Bedingungen

Die Bedingungen an die Photon-Parameter w; und B kénnen aus der vorherigen
Diskussion (Abschnitt: A.2.2) tibernommen werden.

Die Bedingungen an das auslaufende Elektron sind im massiven Fall etwas kom-
plizierter als im masselosen.

Lokal auslaufend

Das auslaufende Elektron muss lokal auswaérts laufen, was auf die Bedingung

EyoutY01y/€p +1—/E5 07* +1>0 (A.37)

fiihrt. Daraus folgt

1
i+ 1
E %,out 72

I .1 — (A.38)

V1+ep

Das ist notwendig, nicht unbedingt hinreichend. Aus der Bedingung, dass é; <1
gelten muss, folgt

1

> —. .
yout = \/@ (A.39)

YE

Effektives Potential

Damit das auslaufende Elektron mit Killingenergie Exiiling,eout und Killingdrehim-
puls Lxilling e,out das Unendliche erreichen kann, muss seine Killingenergie grofser
sein als das Maximum des effektiven Potentials [26] sein,

1/2E12(illing,e,0ut > 1/2 (1 - M/Tmax) + LzKilling,e,out (1/(2rlznax) - M/rf)nax) . (A4O)

Wie auch im Fall masseloser Elektronen ist das eine implizite Bedingung an ¢,
die sich aber, anders als im Fall masseloser Elektronen, nicht analytisch auflosen
losst. Formt man (A.40) um, so erhilt man,

1/2 > 1/(2E12(illing,e,out) (1 - M/T’) + ZZKilling,e,out (1/(27’2) - M/1’3)
> 12 (1/(2r*) = M/7r?) , Vr>2M,

Killing,e,out

(A.41)
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mit Lkilling e,out = LKilling,e,out/ Exilling ¢,out- Das Maximum der Funktion

Vrelativistic = leﬁlling,e,out (1/ (272) - M/ 73) (A42)

fir gegebenes LKilling,e,out und EKilling,e,out liegt beir = 3M und betrégt Vrelativistic, max

ZzKilling, cout’ (54M?2). Eine notwendige (nicht unbedingt hinreichende) Bedingung,

damit ein massives Elektron die Potentialbarriere tiberwinden kann, ist damit

Eiilling,e,out/ L2Killing,e,out > 1/ (27M2) . (A43)

Aus Gleichung (A.43) folgt eine notwendige Bedingung an 6.

A / EZ,Out + 151

2Ee,ou’c]\/p

et —4E2€20% — 12E2 €207 + 15E2 yyep + 23E2 o +27(ep + 1)
108E§,outM2 (ep+1)

2 (4303 1+ 126202 4+ 12 1

0% (4% +12¢%0? +12ep +31) _

108M2,/ep + 1

(A.44)

Die Gleichung (A.44) beschreibt eine nach oben geoffnete Normalparabel. Es ist
folgende Fallunterscheidung zu treffen:

e Fiir

£ 3\/§w/€p—|—1

<
“OM A3 p3 + 126202 — 15ep + 4

(A.45)

hat die Parabel keine Nullstellen. Die Bedingung (A.44) ist damit automa-
tisch erfiillt.

e Fir

3V3yep +1 (A.46)

>
\/4€3p3 +12e2p2 — 15ep + 4

Ee,out

hat die Parabel Nullstellen, N? <N

0
1,massive — *‘2,massive"
fiir 61 < Nf oder 9, > Ng

Die Ungleichung ist erfiillt

massive massive*
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Zusétzlich muss (A.39) gelten. Fiir e < 0.09 ist mit (A.39) auch (A.46) erfiillt.

Aufierdem lasst sich zeigen, dass Nf/massive -\ /m +1/4/1+ €p fiir die Wahl
Eeout = X/ +/€p fiir kleine € stets negativ ist.

Damit sind notwendige Bedingungen (fiir kleine €), damit das auslaufende Elek-
tron das Unendliche erreichen kann,

0 > Ng,massive (A47)

und

Eoout > 1//20. (A.48)

. Diskussion der Losungen fiir massive Elektronen

Die allgemeine Losung fiir die Energie des auslaufenden Photons ergibt sich zu

E'y,in = 1/ € (Xmassive + \/sznassive + Ymassive) (A49)
mit

Xmassive = Xl,massive + XZ,massivez (A5O)

Ymassive = —Eq,out€ (E“y,out (2')’ ve+1 (51 \/1 - w%\/_(s% - (5% +1+ 51“’1) + €>

-2 \/ Egy,out’)’z + 1) ’

(A.51)

Xl,massive = E'y,out (SZ(e + 1)\/1 - w% \/_ﬁ% - ﬁ% +1+ ,81 ’ (6‘ + 1)(4]1 - 1) (A52)

und

X2,massive = Ey,outyVe+1 (5153 \/—ﬁ% - B+ 1\/—(5% — 5+ 1+ B+ ,32(52>

Y E'Zy,out")’2 +1.

(A.53)
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A.3. Massive Elektronen

A.3.4. Diskussion von Xj magsive

Im Term Xj massive treten rein photonische Grofsen auf, es ist derselbe wie der Term
X; in der Diskussion masseloser Elektronen. Daher kann die Diskussion eins zu
eins iibernommen werden und es damit existiert ein €y > 0 so dass fiir € < €
X1 nicht mehr positiv werden kann. Aus der Diskussion in Abschnitt A.2.7 kann
tibernommen werden, dass fiir € < 0.1 der Term X; in jedem Fall negativ ist.

A.3.5. Diskussion von X»

Umformung ergibt:

Xomassive = Enout <¢e 1 (slsM B B3+ 1y~ B+ 14 iy + ,3252>

Sy
E'Zy,ou’r,)/2 '

(A.54)

Es gilt

X2 massive < Eq,out ((\/e +1 <\/—ﬁ% — B3+ 1\/—5% — &+ 1+ B+ /3252>> - 1> :
(A.55)

Die Maxima des Terms
(Ve‘i‘l<\/—,3%_ﬁ%‘H\/—‘S%—5§+1+5151+/3252)> (A.56)

fiir beliebiges, aber festes f1 und J; liegen auf der Hyperebene

52:/32\/1—5%/\/1—/3§ (A.57)

und haben den von B, und &, unabhingigen Wert

XZ,max,massive = ,31(51 + \/ 1—- ,3%\/ 1-— (5% . (A58)

Wie im Abschnitt A.3.2 diskutiert wurde, ist §; nach unten und p; nach oben
beschréankt. Dies gilt fiir alle € und p, §; > By; fiir kleine € wird der Mindestabstand
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A. Appendix: Kinematik des Compton-Prozesses

Abbildung A.8.: X; im Parameterbereich 0 < € < 0.1und 0 < p < 1.

,max,massive

grofler. Fiihrt man die Differenz d = 6; — By ein, ldsst sich analog wie in der
Diskussion um den Term X; zeigen, dass der Ausdruck (A.58) fiir 4 > 0 monoton
fallend in 4 ist. Er wird also maximiert fiir minimalen Abstand zwischen ; und
01. Eine obere Schranke an f; ist NP , eine untere Schranke an 47 ist durch §; >

1/4/1+ €p gegeben.

2 1
Xz < EqpoutY ((\/€+1 (\/1—Nf \/l—m—i—Nfl/\/l—kep—k)) —1)

=E X ;
— Ly,0ut32 max,massive *

(A.59)

In Abbildung A.8 ist X5 . ocsive iM Bereich 0 < € < 0.1und 0 < p < 1 aufgetra-
gen. Man erkennt, dass in diesem Bereich X) . ... . stets negativ ist.

Damit wurde insgesamt gezeigt, dass der Term X auch im massiven Fall fiir € <
0.1 nicht positiv werden kann. Eine notwendige (und hinreichende) Bedingung fiir
die Existenz von Losungen mit positiver Energie fiir das einlaufende Photon ist
damit die Bedingung Y > 0. Diese soll im folgenden Abschnitt diskutiert werden.
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A.3. Massive Elektronen

A.3.6. Diskussion der Funktion Yassive

Umformung des Terms Ymagsive liefert:

Ymassive = €E'2y,0ut (— <2’y\/e +1 <51 \/1 — w%\/—éf —6+1+ (51w1> + e>

1
27— +1].
E'zy,outr)/z )
(A.60)
Eine obere Schranke ist gegeben durch
Ymassive < €E,2y/0ut2’)/ <— <\/ e+1 <—\/1 - w%\/—éf +1+ (51601))
(A.61)

1
SR ——— e e
E%,out’)’2 ) out

Die Funktion

<—\/1 —why /1 —(5§+5lw1> (A.62)

ist im interessierenden Parameterbereich 0 < w; < 1,0 < §; < 1 (siehe Schranken
an die Parameter) monoton steigend in J; und w;. Sie wird daher minimal, wenn
w1 =+/14+€ep/vV1+€eundd; = Nrilassive,Z gewdhlt wird. (J; muss im Allgemeinen
noch grofler gewdhlt, dies verbessert aber die Abschdatzung nur.) Fiir v wird nach
(A.39) v = x/E, out /€p mit x > 1 gewdhlt.

Setzt man diese maximierenden Werte in Yassive €in und entwickelt um € = 0, so
findet man,

E., out€>’? xX2—1
Ymassive S - ot \/ﬁ ( ) - E’zy,outez -+ O(GS/Z) . (A63)

X

Der fiithrende Term ist negativ. Die Entwicklung um e = 0 hat einen nicht ver-
schwindenden Konvergenzradius, vorausgesetzt, Terme der Form /e werden kor-
rekt ausgeklammert. Moglicherweise problematisch ist jedoch das Verhalten von
Koeffizienten hoherer Ordnung fiir bestimmte Konfigurationen der Parameter x
und p. Es ist nicht gelungen, zu beweisen, dass Koeffizienten der Reihenentwick-
lung nicht divergieren konnen.
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A. Appendix: Kinematik des Compton-Prozesses

Daher wurde unterstiitzend eine Monte-Carlo Analyse des Terms Ymax massive Mit
10® zufillig gewidhlten Punkten durchgefiihrt. Fiir € < 0.1 wurde, unter Beriick-
sichtigung der in Kapitel A.3.2 diskutierten Nebenbedingungen stets Yimax massive <
0 gefunden. Zusammen mit dem rigorosen Ergebnis fiir den Fall masseloser Elek-
tronen ldsst sich mit hinreichender Sicherheit behaupten:

Es existiert eine endliche Zahl €y > 0, so dass der in Kapitel 19 diskutierte Compton-
Streuprozess, der in der Lage ist, die Masse eines Schwarzen Loches zu verringern,
kinematisch verboten ist, fiir € < €.
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Abstract

Symmetry is a key concept of theoretical physics. Lorentz symmetry lies at the
heart of the Standard Model of elementary particle physics. At the moment, the-
re are no experimental results indicating that Lorentz symmetry is not an exact
symmetry of nature. On the other hand, a violation of Lorentz symmetry is sug-
gested from various theoretical viewpoints. Lorentz violation may appear in the
low-energy limit of string theory [1-3], loop quantum gravity [4-6], spacetime fo-
am [7, 8] or may be induced by nontrivial spacetime topology [9, 10]. In that sense,
a violation of Lorentz symmetry can be considered as a window to new physics.

In Minkowski spacetime, Lorentz violation can be described by adding action
terms to those of the Standard Model of elementary particles. The resulting Stan-
dard Model Extension [11] contains all such gauge-invariant and power-counting
renormalizable terms.

But it remains an open problem to find a consistent framework to effectively
describe Lorentz violation, which also includes the Einstein-Hilbert action and
the gravitationally coupled Standard Model [12]. The main obstacle concerns the
energy-momentum tensor, which is the source term of the standard Einstein equa-
tion. Explicit Lorentz violation breaks diffeomorphism invariance of the action
and may lead to an inconsistency between the Einstein tensor and the energy-
momentum tensor. The spacetime response to Lorentz-violating matter sources is,
therefore, unknown.

Other inconsistencies may appear, if Lorentz-violating fields are coupled to gra-
vity. Several publications [13-15] discuss a possible violation of the generalized
second law of thermodynamics in Lorentz-violating theories coupled to gravity.

It is known that some Lorentz-noninvariant theories violate unitarity and/or mi-
crocausality [16, 17] and are, thus, excluded as candidates for physically reasona-
ble theories. With the coupling of Lorentz-violating theories to gravity possibly
new sources of inconsistencies arise. The present dissertation discusses the coup-
ling of Lorentz-violating theories to gravity and focuses on this type of inconsis-
tencies.
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Abstract

Part I discusses explicit Lorentz violation in Minkowski spacetime, particularly
with regard to the energy-momentum tensor in flat spacetime and the coupling to
gravity. In explicitly Lorentz-violating theories, which are invariant under space-
time translations, the corresponding Noether current is conserved, making a phy-
sically meaningful description of energy and momentum possible. As shown in
Part I, if Lorentz invariance is violated, the energy-momentum tensor cannot be
symmetrized, because a conserved and symmetric energy-momentum tensor al-
ready implies invariance of the action under Poincaré transformations. That rai-
ses the question how such theories can be coupled to gravity, since the geome-
tric structure of general relativity implies that the source of the Einstein equation
must be symmetric and covariantly conserved. The question of the gravitational
response of spacetime to Lorentz-violating matter sources has not been solved in
this thesis.

Part I and III discuss two different photonic Lorentz-violating theories and their
coupling to gravity.

Part II discusses the explicitly Lorentz-violating Maxwell-Chern-Simons theory. It
is shown that special configurations of the Chern-Simons background field allow
for a symmetric and covariantly conserved energy-momentum tensor and, hence,
for gravitational solutions. Chapter 11 discusses a mechanism which motivates
a naturally suppressed Maxwell-Chern-Simons term: certain classes of quantum
field theories defined over a topologically nontrivial universe contain a Maxwell-
Chern-Simons term, induced by the CPT anomaly [9]. The CPT anomaly for an
expanding spatially flat Friedman-Robertson-Walker universe is calculated and
some induced physical effects are discussed. The induced modified photon di-
spersion law is geometrically interpreted in terms of Finsler geometry in Chapter

13.

Part III discusses the coupling of nonbirefringent modified Maxwell theory to gra-
vity. A general method is introduced, which allows for description of the propaga-
tion behaviour of modified Maxwell photons in curved spacetime. These photons
propagate on null geodesics with respect to an effective metric, different, in general,
from the underlying spacetime metric.

Different configurations of modified Maxwell theory in a given Schwarzschild
spacetime background are studied. The corresponding effective metric may or may
not have an effective photon horizon differing from the standard Schwarzschild
horizon. Certain configurations of the Lorentz-violating parameters for modified
Maxwell theory are found, which allow for gravitational solutions (Chapter 20).
Chapter 21 discusses models for spontaneous Lorentz symmetry breaking, repro-
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ducing the modified Maxwell models studied previously.

Lorentz-violating theories with maximal velocities differing from the causal speed
c have been suspected to be in conflict with the generalized second law of thermo-
dynamics [13-15]. Modified Maxwell theories allow for photon velocities different
from c. In Chapter 17, it is shown that not every modified Maxwell model with
maximal photon velocities different from c leads to a modified notion of horizon,
contrary to naive expectations. Especially the notion of a multiple horizon struc-
ture has given rise to the conjecture of violation of the generalized second law of
thermodynamics.

Chapter 19 discusses a modified Maxwell model with an effective photon hori-
zon, which lies outside the standard Schwarzschild horizon. A particular type of
Compton-scattering event, taking place between those two horizons and ultimate-
ly decreasing the mass of the black hole, is found to have a nonzero probability.

In this way, a quantum process of modified Maxwell theory is constructed, which
is able to reduce the mass of the black hole, while not increasing the entropy of
the outside world. Such processes have been suspected to violate the generalized
second law. However, an entropy reducing quantum process need not imply, by
itself, the breakdown of the generalized second law. It has, therefore, not been pos-
sible to obtain a convincing and explicit Gedankenexperiment that is able to violate
the generalized second law.

A further result is that the reduction of the black-hole mass by the specific Compton-
scattering process appears to be separated from the standard situation of nonde-
creasing black-hole mass by a finite gap of the Lorentz-violating parameter. At the
moment, it is not clear if this is just an artefact of the particular process conside-
red or if it indicates the existence of a mechanism that protects the Hawking area
theorem for the case of “small enough Lorentz violation.” This question certainly
deserves further study.
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