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Aufgabe 3: Lorentzgruppe [5]

(a) Bestimmen Sie aus den Generatoren

Lµν = i(xµ∂ν − xν∂µ)

die Lie–Algebra der SO(3,1), d.h. zeigen Sie, dass[
Lµν, Lρσ

]
= igνρLµσ − igµρLνσ − igνσLµρ + igµσLνρ .

(b) Die Generatoren Mµν = −Mνµ erfüllen die Lie–Algebra aus (a). Verifizieren Sie die
Vertauschungsrelationen [

Ki, K j
]
= −iεijk Jk ,[

Ji, K j
]
= iεijkKk ,

für die Generatoren von Boosts,
Ki = M0i ,

und Drehungen

Ji =
1
2

εijk Mjk (ε123 = +1) .

(c) Leiten Sie die folgenden Vertauschungsrelationen der Operatoren

Ni =
1
2
(Ji + iKi) und Ni† =

1
2
(Ji − iKi)

her: [
Ni, N j†

]
= 0 ,[

Ni, N j
]
= iεijkNk ,[

Ni†, N j†
]
= iεijkNk† .
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Aufgabe 4: Euler–Lagrange Bewegungsgleichungen [5]

(a) Bestimmen Sie die Feldgleichungen des Vektorfeldes V(x) aus der Lagrangedichte

LV = −1
2
[∂µVν(x)][∂µVν(x)] +

1
2
[∂µVµ(x)][∂νVν(x)] +

m2

2
[Vµ(x)Vµ(x)] .

(b) Zeigen Sie, ausgehend von den Feldgleichungen, dass ∂µVµ = 0.

(c) Eine neue Lagrangedichte L = LV + LD enthält jetzt den Dirac Term

LD = ψ̄(x) (i 6D−m)ψ(x) ,

wobei die kovariante Ableitung Dµ = ∂µ + ieVµ ein Kopplung zwischen dem Spinor ψ
und dem Vektorfeld Vµ bewirkt. Bestimmen Sie die neuen Feldgleichungen für ψ, ψ̄
und Vµ.

(d) Betrachten Sie die beiden Ströme

jµ = ψ̄γµψ , jµ5 = ψ̄γµγ5ψ .

Zeigen Sie mit Hilfe der Bewegungsgleichungen, dass jµ erhalten ist. In welchem Spe-
zialfall ist jµ5 erhalten?


