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Aufgabe 6: Lösungen der Dirac–Gleichung [5]

p = (E,~p) sei der Impuls eines Fermions der Masse m. Weiterhin seien die beiden Spinoren

χ+(p) =
1√

2|~p|(|~p|+ pz)

(
|~p|+ pz
px + ipy

)
, χ−(p) =

1√
2|~p|(|~p|+ pz)

(
−px + ipy
|~p|+ pz

)
gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass χ+ und χ− Weyl Spinoren mit Helizität +1
2 bzw. −1

2 sind, also

~σ · ~p
|~p| χ±(p) = ±χ±(p) .

(b) Zeigen Sie, dass in der chiralen Darstellung der Gamma Matrizen die beiden Spinoren

u(p, λ) =

(√
E + λ|~p|χλ(p)√
E− λ|~p|χλ(p)

)
und v(p, λ) =

(
λ
√

E− λ|~p|χ−λ(p)
−λ
√

E + λ|~p|χ−λ(p)

)
die Dirac–Gleichung erfüllen.

(c) Zeigen Sie die Orthogonalitätsrelationen

ū(p, λ)u(p, λ′) = 2mδλλ′ ,

v̄(p, λ)v(p, λ′) = −2mδλλ′ ,

ū(p, λ)v(p, λ′) = 0 ,

v̄(p, λ)u(p, λ′) = 0 .

Aufgabe 7: Impulsoperator des Dirac–Feldes [5]

Die allgemeine Lösung der Diracgleichung wird wie folgt in ebene Wellen entwickelt (s.
Vorlesung),

ψ(x) =
∫ d3~p

(2π3)2Ep

2

∑
α=1

[
bα(p)uα(p)e−ip·x + d†

α(p)vα(p)eip·x
]

.

Darin sind u(1,2) und v(1,2) die Spinoren zu positiver und negativer Energie. b(1,2) und d(1,2)
sind hier zunächst einfach Entwicklungskoeffizienten, über die wir keine weiteren Annah-
men machen wollen. Insbesondere sollen bα und dα nicht unbedingt (anti–)vertauschbar
sein.

Drücken Sie den Impuls des Diracfeldes,

Pµ =
∫

d3~xT0µ =
∫

d3~xψ†(x)i∂µψ(x)

durch bα(p), b†
α(p), dα(p), d†

α(p) aus.


