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Aufgabe 8: Sigma–Modell [5]

Das ”σ–Modell“ beschreibt ein masseloses Dirac–Feld ψ das an ein komplexes skalares Feld
φ = 1√

2
(σ + iπ) koppelt. Die Lagrange–Dichte des Modells lautet

L = Lψ + Lφ + LI ,

wobei

Lψ = ψ̄iγµ∂µψ ,

Lφ = (∂µφ†)(∂µφ)− µ2φ†φ− λ(φ†φ)2 .

Der Wechselwirkungsterm lautet

LI = g(ψ̄ψσ + iψ̄γ5ψπ) .

(a) Abgesehen von der einfachen Phasentransformation ψ→ eiαψ, ist die Lagrangedichte
Lψ für sich genommen auch unter der chiralen Transformation

ψ→ eiβγ5ψ , ψ† → ψ†e−iβγ5

invariant. Beweisen Sie das und bestimmen Sie den für g = 0 erhaltenen Strom.

(b) Welcher Strom resultiert für g = 0 aus der Invarianz von Lφ unter der folgenden
Transformation?

φ→ eiθφ , φ† → e−iθφ† .

(c) Bei g 6= 0 lassen die beiden Transformation aus (a) und (b) die volle Lagrange–Dichte
L nicht mehr invariant. L bleibt jedoch bei einer simultanen Transformation von ψ, ψ†

und φ, φ† invariant. Bestimmen Sie die lineare Beziehung zwischen β und θ, die L
invariant lässt.

(d) Diese Relation zwischen β und θ definiert eine Symmetrie von L bei g 6= 0. Bestimmen
Sie den dazugehörigen erhaltenen Strom.

[Eine etwas komplexere Variante dieses Modells, mit 2 Spinorfeldern (Proton und Neutron)
sowie zwei komplexen Skalaren (π+ und π−, π0 und σ) beschreibt die chiralen Transforma-
tionseigenschaften der starken Wechselwirkung. Diese chirale Symmetrie ist spontan gebro-
chen, mit den Pionen als Goldstone–Bosonen — dazu später mehr!]

(b.w.)
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Aufgabe 9: Antikommutator des Fermionfeldes [5]

Zeigen Sie unter Verwendung der Antikommutatoren für die Erzeugungs– und Vernich-
tungsoperatoren die Antivertauschungsrelationen für ein quantisiertes Fermionenfeld,

{ψr(~x, t), ψ̄s(~y, t)} = γ0
rsδ(~x−~y) ,

{ψr(~x, t), ψs(~y, t)} = {ψ̄r(~x, t), ψ̄s(~y, t)} = 0 .

Hinweis: Rechnen Sie zunächst für allgemeine x0, y0. Diskutieren Sie dann anhand der Dis-
tribution i∆(x− y) den Spezialfall x0 = y0 = t.


