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Kapitel 2

Einleitung

Elementarteilchenphysik bedeutet Physik bei kleinsten Abstdnden bzw. hochsten (relavisiti-
schen) Energien. Siehe z.B. Welle-Teilchen-Dualitdt und die De-Broglie Beziehung

E=hv~FE7 < v1 < A| Kkleinste Abstdnde . (2.1)

Die Grundlage zu Beschreibung der Hochenergiephysik bildet die Quantenfeldtheorie. Bei
den Teilchen handelt es sich um Anregungszustdnde von Quantenfeldern.

Warum aber betreiben wir Hochenergiephysik? Der Grund ist, da wir Antworten auf
unsere grundlegenden Fragen iiber das Universum suchen:

1. Woraus besteht das Universum?

2. Wie entwickelte sich das Universum?

3. Was sind die Bausteine der Materie, und welche Kréfte halten sie zusammen?
Wie ist der heutige Stand der Elementarteilchenphysik?

1. Die uns bekannte Materie kann durch wenige fundamentale Teilchen beschrieben wer-
den.

2. Die verschiedenen Wechselwirkungen werden durch fundamentale Kréfte zwischen den
Teilchen beschrieben.

3. Die herrschenden physikalischen GesetzméBigkeiten konnen mathematisch mithilfe ein-
facher fundamentaler Prinzipien beschrieben werden. (Mit Ausnahme der Gravitation)

2.1 Konventionen

Natiirliche Einheiten In der theoretischen Teilchenphysik werden natiirliche Einheiten
(Planck Einheiten) gewéhlt. Dabei werden die Lichtgeschwindigkeit ¢ und das Plancksche
Wirkungsquantum £ gleich 1 gesetzt. Als Energieeinheit, die dadurch nicht festgelegt wird,
wird das Elektronenvolt verwendet: 1eV = 1.6 - 10719 ],

1. Die Lichtgeschwindigkeit ¢ wird gleich 1 gesetzt:

c=3-1°2=1= 15=3-10°m (2.2)
S
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2. Die Plancksche Wirkungskonstante wird gleich 1 gesetzt:
h

h=5- =066 1075 GeVs=1 = 1s=15-10"GeV . (2.3)
Und

hic=1 = 1m=5.1-10"GeV'. (2.4)
Sowie

m = Ei;he = FRune (2.5)

m = 1;\/ = 1('§ " 1188_)129 kg =1.78 - 10 % kg = 1eV = lkg=5.6-10% GeV(2.6)

3. Die elektrische Elementarladung e > 0 ist gegeben durch die Sommerfeldsche Fein-
strukturkonstante a:

— =a~r —— = e=0.3. (2.7)

Die Ladung e ist dimensionslos!

Somit sind also alle physikalischen Einheiten Potenzen der Energie. Der Exponent ist die
(Massen-) Dimension. So haben wir also

[Lange] = [Zeit] = —1, [Masse]=1, [e]=0. (2.8)

Minkowski-Metrik Ein metrischer Raum ist ein Vektorraum mit einer Metrik. Wir haben
den kontravarianten Vierervektor

0

1
, | = < ; ) (kontravariant) . (2.9)
3

Tt =

88 8 8

Der zu dem Vektorraum gehorige Dualraum entélt als Elemente die kovarianten Vierervek-
toren

To
|l T ] t .
=, | = < =z ) (kovariant) . (2.10)
Z3

Der Ubergang zwischen kontra- und kovariant wird durch die Minkowski-Metrik G Vermit-

telt,
1 0 0 0
, | 0 -1 0 0 t\ t
=g’ = o o 1 o (f)—<_f) (2.11)
0 0 0 -1
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Das Skalarprodukt ist gegeben durch

vy =auyt =gy’ =%’ 77, (2.12)
Es ist
G =g und gy =9, . (2.13)

Levi-Civita-Tensor Der Levi-Civita-Tensor ist definiert durch

+1 fiir gerade Permutationen

etP? = ¢ —1 fiir ungerade Pemutationen (2.14)
0  sonst
Dabei ist
P =41 = e = Jou9wY2p93.€""" = googngaagsse = —e"P = —1. (2.15)
Wir haben auch
€’ = ( _01 (1) ) =0y, dhée?=1. (2.16)

Einsteinsche Summenkonvention Uber wiederkehrende Indizes wird summiert, d.h.

Meist haben wir
3
auby =Y aub. (2.18)
pn=0

Wenn wir es mit Vierervektoren zu tun haben, so laufen griechische Indizes von 0 bis 3 und
lateinische von 1 bis 3.

2.2 Lorentzgruppe und Poincarégruppe

2.2.1 Die Lorentztransformation

In der klassischen Physik einschliellich der Relativitétstheorie spielt der Tensorbegriff eine
zentrale Rolle. Physikalische Gesetze lassen sich nach dem Kovarianzprinzip durch Tensor-
gleichungen ausdriicken:

physikalische Gesetze < Tensorgleichungen . (2.19)

Die physikalischen Gesetze bleiben bei Koordinatentransformationen invariant. Eine Ten-
sorgleichung verkniipft Vektoren (Tensoren 1. Stufe) und Tensoren hoherer Stufe. In der
Quantentheorie gibt es auch Fermionen. Sie haben halbzahligen Spin und unterscheiden sich
grundlegend von den Bosonen mit ganzzahligem Spin. Beschrieben werden sie durch Spino-
ren. Das Kovarianzprinzip fiir Fermionen lautet

physikalische Gesetze < Spinorgleichungen . (2.20)
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Ein typisches Beispiel ist die Diracgleichung. Wenn man das Transformationsverhalten von
Objekten wie Tensoren, Spinoren kennt, dann kann man aus ihnen invariante Gréflen, d.h.
Lorentzinvarianten, konstruieren. So ist die Lagrangedichte eine Lorentzinvariante. Und aus
ihr folgen dann die Bewegungsgleichungen.

Alle linearen Transformationen im Minkowskiraum
ot — 't = AP (2.21)
mit :L’;Lyl“ = " fiiralle z,y (2.22)

heiflen Lorentztransformationen. Sie bilden die Lorentzgruppe. Die entspricht der pseudoor-
thogonalen Gruppe O(1,3). D.h. fiir die 4 x 4 Matrizen gilt A € O(1,3). Aus (2.22) folgt

gﬂ,,x/“:c/” = guM @A 2% = gppa’s” = (2.23)
Goo = GulNN . (2.24)

Und somit
AMgh=g = detg=det(ATgA) = detA =41 (2.25)

Die Lorentzgruppe lésst sich nach zwei Merkmalen klassifizieren: nach dem Vorzeichen der
Determinante det A und nach dem Vorzeichen von AY. Die Lorentztransformationen aus

1. LI = {A € L:det A =+1, A% > 0} heifien cigentlich orthochron.
2. LY ={A e L:detA=+1, A% < 0} heiBen eigentlich nicht-orthochron.
3. L' ={AeL:detA=—1, A% > 0} heien uneigentlich orthochron.

4. L' ={A e L:detA=—1, A% < 0} heifen uneigentlich nicht-orthochron.

Sie bilden die Lorentzgruppe

L=rlurturlurt . (2.26)
Es gelten folgende Relationen
+1 0 0 0
B 0 -1 0 O T 1
P = 0 0 -1 0 € L.=PL, (2.27)
0o 0 0 -1
-1 0 0 0
B 0O +1 0 0 L 1
T = 0 0 +1 0 € L.=TL, (2.28)
0 0 0 +1
L' =prTL! . (2.29)
Es sind LL und
Ly =Ll ULl =80(3,1) = S0(1,3) (2.30)

Untergruppen von L. Ebenso LIL UL und LIL U L. Dabei bedeutet SO spezielle ortho-
gonale Gruppe und (1,3) die Signatur der Metrik. Unter LL sind Naturgesetze invariant
(“lorentzinvariant”).
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2.2.2 Die spezielle Lorentzgruppe und ihre Zerlegung

Die eigentlich orthochrone Lorentzgruppe LL enthilt Rotationen und Boosts. Die Rotationen
sind gegeben durch

10 0 0
S 0
0
mit der Achse % und dem Winkel ¢ = || und den Drehmatrixelementen
¥
N 212 Pip; sin ¢
R(P)i; = 2 + <5ij T ) cosp — TEiij@k : (2.32)

Ein reiner Boost in ein Bezuggsystem, das sich mit der Relativgeschwindigket ¥ bewegt, ist
gegeben durch

qT .
A, 0) = coshu —“7 sinh u (2.33)
’ ~Tginhu 1y + L2 (coshu — 1) | '

Dabei ist u die Rapiditét, u = arctanh|v|, und @ = u‘—% Fiir @y || ty ist A(u1,0)A(ds, 0) =
A(dy + 1o, 0). Die Generatoren der Drehung sind gegeben durch J; (k= 1,2, 3),

=

A0,g) = exp(ig-J) (2.34)
mit [Jilpm = —leny, und [Jilop = [Jiluo =0 (2.35)
= [Jihe = —icora - (2.36)
In der QMII Vorlesung war [Jg]p, = wl(:;) Die Generatoren der Boosts sind K; (j = 1,2, 3).
Also
A(i,0) = exp(iil - K) (2.37)
mit
(K] au = 10500, + 00,0 (2.38)
also
0 1 0
K=il1 o (2.39)
0 0
Es gilt

Je=J und K;=-KI. (2.40)
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Die Generatoren erfiillen die folgende Algebra

(i, Ji] = i€rimdm (Drehimpulsalgebra) (2.41)
[Kj, Kn] = _iejnkjk (242)
[Jk, Kl] = iEklme . (243)

Bei Glg. (2.41) handelt es sich um eine Liealgebra, die der SO(3). Die Glg. (2.43) zeigt,
dass sich K wie ein Dreiervektor transformiert. Die Gleichung (2.42) sagt aus, dass zwei
aufeinanderfolgende Boosts in verschiedene Richtungen keinen neuen Boost, sondern eine
gewohliche Drehung bewirken. Mit der Einfithrung von

1
TJ-Jr = §(Jj+in) (2.44)
1
Ty = () —ikK;)  fiir die gilt T'=TF und T;"=7; (hermitesch) (2.45)
erhalten wir die einfachen Vertauschungsrelationen
+ -1
1.17) = 0 (2.46)
[T, 1] = ieud) (2.47)
(77,7, = ey . (2.48)

Jeder dieser Operatoren erfiillt also fiir sich die SU(2) Liealgebra. Damit ldsst sich jedes
A€ LIF schreiben als

A =explia-TH)exp(ia*-T") = exp(i(@-T++a*-T")) (2.49)
da [a@-TT,a-T]=0. (2.50)
Es ist SU(4) 2 SU(2)xSU(2), aber Ll ist einfach. Wenn
d=greell = a- T +a-T =¢@-J (2.51)
Drehung A(0, ¢)
& = —itl imaginigr = a-Tt+a" T =i -K (2.52)

Boost A(u,0) .

Abgesehen von der trivialen Darstellung (0,0) mit dem Spin Null sind die einfachsten irre-
duziblen Darstellungen gegeben durch:
1. Die linke Fundamentaldarstellung (3,0). Sie hat den Spin 3 und stellt einen linkshéndingen

Spinor W, dar. Dieser transformiert sich nach einer Spinordarstellung von A mit T+ = %E

und T- = 0. D.h.

mit
Ap = AGO = exp {%(QB— i) - 5’} : (2.54)

2. Die rechte Fundamentaldarstellung (0, %) beschreibt einen rechsthiandigen Spinor ¥z mit

ebenfalls Spin % Er transformiert sich nach einer Spinordarstellung von A mit 7+ = 0 und
T- =15 Dh

Up(z) = Wi(z') = ApVg(z) , (2.55)
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mit
Ap = A©2) — exp {%(6+ i) - 5} . (2.56)

Die beiden Darstellungen Ay und Ag sind nicht unitér. Sie liefern eine Zerlegung in reine
Drehungen und Boosts

Apr(8,1) = U(p)ALr(0,4) , (2.57)

wobei U eine unitiare Matrix U € SU(2) ist,

U = exp (—%@J—) . (2.58)

Fiir reine Drehungen (¢ = 0) fallen beide Darstellungen zusammen.

2.2.3 Die Poincarégruppe

Tensoren oder (relativistische) Bosonen sind Objekte, die sich nach der Tensordarstellung
der Lorentzgruppe transformieren. Spinoren oder (relativistische) Fermionen sind Objekte,
die sich nach der Spinordarstellung der Lorentzgruppe transformieren. Somit ist es durch
das Studium der Lorentzgruppe moglich, zwischen Bosonen und Fermionen zu unterschei-
den und alle Teilchen einer dieser beiden Kategorien zuzuordnen. Um aber die Welt der
Elementarteilchen vollsténdig zu erschlieen, bedarf es des Studiums der Poincarégruppe.

Die Poincarégruppe ist die Gruppe der Lorentztransformationen und der Verschiebungen
im Minkowskiraum. Sie beschreibt die Struktur unserer Raum-Zeit, und alle ihre irreduziblen
Darstellungen sind gekennzeichnet durch Masse und Spin, d.h. durch die fundamentalen
Eigenschaften der Elementarteilchen.

Poincarétransformationen im Minkowskiraum setzen sich aus einer Lorentztransformation
mit A# und aus einer Verschiebung um a* zusammen. Also haben wir die Translationsgruppe
T und die Poincarégruppe P,

T = {a"—a*=at+a": a* eRY} (2.59)

P = {ah 2" =A2a"+a": A\* €L, a" R} (2.60)
Wir haben folgende Multiplikationsregel

(AQ, (lz)(Al, (1,1) = (AgAl, A2a1 + CI,Q) . (261)

Damit ist P ein semidirektes Produkt von L und 7'. Das semidirekte Produkt unterscheidet
sich vom direkten Produkt, fiir das die einfachere Multiplikationsregel (As,as)(Ay,a1) =
(Ag2Aq, a1 + a9) gilt.

Die Generatoren der Translation sind gegeben durch

P, =—id

P

(2.62)
denn

f(@') = f(x +a) = exp(ia”P,) f(x) (Taylor-Reihe) . (2.63)
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Die Generatoren der Lorentztransformation sind gegeben durch die antisymmetrischen Ge-
neratoren M* = —M"*. Mit den 6 Parametern o, = —a,, kénnen wir schreiben

A = exp(ia,, M") . (2.64)

Der Zusammenhang zwischen den Generatoren im Minkowskiraum und den Generatoren im
dreidimensionalen euklidischen Raum it

1
Jj = éejklel = Mkl = Ekann (265)
K; = My, gkl >1. (2.66)
Die Liealgebra der Poincarégruppe lautet
PuP) = 0 (2.67)
[J;,P] = 0 (2.68)
[Jj, Pk] = iejklpl (269)
K, B = —iP, (2.70)
(K, Py] = —iPydj . (2.71)

Hierbei ist p,v =0,1,2,3 und j,k,l = 1,2, 3.

Casimir-Operatoren

Ein Casimir-Operator kommutiert mit allen Elementen der Liealgebra. Wir haben die Casimir-
Operatoren

1. P,P*. Denn z.B.

(K, PP = (K B - [K P P
GOLET)  _9i PPy + 2i6 Py P = 0 . (2.72)
2. Mit dem Pauli-Lubanski-(Axial-)Vektor (relativistische Verallgemeinerung des Spin-
vektors)
W = L p 2.73
Lo, (273)

ist W, W* ein Casimir-Operator (ohne Beweis).

Alle physikalischen Zusténde (Felder, Teilchen) in der Quantenfeldtheorie werden nach den
Eigenwerten dieser beiden Casimir-Operatoren klassifiziert. So ist im Ruhesystem eines mas-
siven Teilchens mit p* = (m,0,0,0)T

1 1 1 1
Wk,RS _ _E,quoPOMpU _ _EkOImPOMlm _ ——P(]EOkllim _ __POEOlmkelmst
2 2 2 2
1
= —§P025§J5 = —mJ"*, (2.74)
also
WS = —m.J . (2.75)

Das heifit, W misst den Drehimpuls im Ruhesystem, also den Spin S. Wir haben fiir
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(a)

P,P" =m? > 0 massives Teilchen:

W, Wk B _1n252 mit den Eigenwerten W, Wk = —m?s(s+ 1), mit s = 0,1/2,1, ...
Dies ist Poincaré-invariant und also in jedem Bezugssystem richtig. Massive Teilchen
mit Spin s haben somit (2s + 1) Polarisationsfreiheitsgrade.

P,P* = m? = 0 masseloses Teilchen:

W,W# = 0. Aus (2.73) folgt P*W, = 0. Somit muss W*# proportional zu P* sein,
also W# = AP". Bei X\ handelt es sich um die Helizitdt (Projektion des Spins auf die
normierte Flugrichtung des Teilchens) des Teilchens. Sie kann nur die Werte A = +s
annehmen. Dabei ist s = 0,1/2,1, ... der Spin der Darstellung. Daraus folgt also, dass
masselose Teilchen mit s # 0 nur zwei Polarisationsfreiheitsgrade haben.
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Kapitel 3

Der Lagrangeformalismus fiir Felder

3.1 Der Ubergang vom diskreten zum kontinuierlichen
System

Wir betrachten den Ubergang vom diskreten zum kontinuierlichen System am Beispiel einer
Kette von Massenpunkten. Die Massenpunkte mit jeweils der Masse m seien durch Federn
mit der Federkonstante k miteinander verbunden. Es sei a der mittlere Abstand zweier
Massenpunkte und ¢; die Auslenkung des i—ten Massenpunktes aus der Ruhelage. Wir haben
dann die kinetische Energie T'

Z 1
Die potentielle Energie V' ist gegeben durch
1
V=Y —k(g1—a). 3.2
; Sh(@i — @) (3.2)

Damit lautet die Bewegungsgleichung fiir den i—ten Massenpunkt
ov
Dy

Andererseits kann die Bewegungsgleichung auch aus der Lagrangefunktion des Systems ab-
geleitet werden. Diese lautet

1 Z m . qiv1 — q; 2
2 ; [a ¢ K ( a ) <3 )

Die Bewegungsgleichung fiir ein einzelnes Teilchen ergibt sich unter Anwendung der Euler-
Lagrangegleichung

mg; = = k(qm - (Jz‘) - k(Qi - %'71) . (3-3)

d oL 0L
N — — — (3'5)
dtdq; O
zu
m.. qi+1 — G; qi — qi—1

Wir bilden nun den Grenzwert a — 0. Dabei gilt folgendes

13
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1. Der Quotient m/a geht {iber in die Massendichte p.

2. Esist £ = (¢i+1—¢;)/a proportional zur Kraft k(q;;1—g¢;). Die Proportionalitétskonstante
ist durch die Materialkonstante y, das Youngsche Modul, gegeben. Wir haben also

@ y = k(g1 — @) a0 y==k-a. (3.7)

3. Wir gehen iiber vom diskreten Index ¢ zu einem kontinuierlichen Index z. Statt des
Index ¢ wird jetzt die Lage im Ruhezustand, x, verwendet. Und statt der ¢; haben wir
jetzt q(x) als Funktion des Ortes. Somit gilt

¢ — q() (3.8)
Giv1 — G q(xz +a) = q(r) ano Oq(z +a) _Oq(x)
a a or ox

Ferner
aZ — /dx. (3.10)

Damit erhalten wir folgende Lagrangefunktion des kontinuierlichen Systems

L- /d:c (%;uj(:c)z ! (a‘éf)f) | (3.11)

Der Integrand wird als Lagrangedichte £ bezeichnet. Die Bewegungsgleichung ergibt sich
aus Glg. (3.6) zu

¢(z+a)—d ()

Md-%{g( )20 = pj—yq =0. (3.12)

Beachte, dass = keine verallgemeinerte Koordinate, sondern ein Index ist. Die kanonische
Variable ist durch ¢(z) = ¢(t,Z) gegeben. Man bezeichnet ¢ = ¢(t, ) als Feld. Die Bewe-
gungsgleichungen sind partielle Differentialgleichungen.

Fiir dreidimensionale Systeme haben wir
L:/dxdydzﬁ. (3.13)

Die Lagrangedichte £ ist eine Funktion von ¢,dq/dt und ﬁq. Der kanonische Impuls ist
gegeben durch

L

=9 (3.14)

p
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3.2 Die Euler-Lagrange-Gleichung fiir Felder

Wir wenden das Hamiltonsche Prinzip auf die Lagrangediche £(q, g, 6(]) an. Dieses besagt,
dass die Wirkung S

to
:/ dt/d?’:cll (3.15)
t1

minimiert werden soll, wobei die Randpunkte ¢(t1), ¢(t2) festliegen. Wir betrachten also die
Variation

oL oL - d .-
0=6S = / dt/d3 oL 54 + g 80+ — == 8(Va), it 6 = 54, 6(Va) = Vog3.16
5 (Va) 204, 6(Vq) ¢3.16)

Es wird eine partielle Integration durchgefiihrt, wobei die Randterme festgehalten werden,
so dass ihre Variationen verschwinden, d.h. dq(t1) = dq(t2) = 0. Wir fordern weiter, dass
q(t, @) = 0 fiir |Z| — oco. Damit erhalten wir

doL = oL
o_/ dt/d3 (————,—v )5q 3.17
Dies muss fiir alle Variationen dq gelten. Damit erhalten wir die Euler-Lagrange-Gleichung
fiir Felder

Die Hamiltondichte H ist gegeben durch

H=nqg— L, mitﬂzg—g. (3.19)

Wir betrachten als Beispiel die folgende Lagrangedichte

H.o Y i
L=30—54 (3.20)
Wir haben mit
oL oL oL
—o. i ownd -y 3.21
90 g e wd 50 = v (3.21)

die Bewegungsgleichung

pi—yq =0. (3.22)

3.2.1 Relativistische Schreibweise

Wir definieren

Oy Eai und 8"—i sowie (3.23)

/m_/m/f (3.24)



16 Der Lagrangeformalismus fiir Felder

Dabei ist [ dz Lorentz-invariant (die Lorentzkontraktion wird durch die Zeitdilatation kom-
pensiert). Mit dieser Schreibweise wird das Feld ¢(¢, %) dann mit ¢(z) bezeichnet und die
Lagrangedichte mit

L=L(},0,9) . (3.25)
Die Euler-Lagrangegleichungen lassen sich dann schreiben als

oL oL oL

— —0y=—=—=0 mit ™T=_—-—7—. 3.26

95~ 9(9,0) 5(000) 320

Falls die Lagrangedichte £ Lorentz-invariant ist, sind die Feldgleichungen kovariant.

Wir betrachten folgende Beispiele:

1. Reelles skalares Feld ohne Wechselwirkung. Die Lagrangedichte lautet

£(6.0,0) = £(0,0)(0") — " (3:27

Damit haben wir

oL _
96

oL
9(0u9)

und somit die Bewegungsgleichung

—m2¢

= "¢ (3.28)

—m?¢— 9,06 =0 = (O+mP)p=0 mitdd" = —V>=3 —A. (3.29)

Hierbei handelt es sich um die aus der relativistischen Quantenmechanik bekannte
Klein-Gordon-Gleichung.

2. Komplexes skalares Feld ohne Wechselwirkung. Die Lagrangedichte lautet

L(¢, 0", 0up, 0ud”) = 9™ 0" — m*¢* . (3.30)
Die Felder ¢ und ¢* kénnen formal unabhéngig voneinander variiert werden. Das heifit,
wir haben

oL 9 oL
=—-m und =0" 3.31
= 0,0"p +m*¢ =0 und analog ~ 9,0"¢* + m*¢* = 0. (3.32)

3. Spin-1/2 Feld (Dirac-Feld) ohne Wechselwirkung. Die Lagrangedichte lautet

L(, ) = (i —m)y (3.33)
wobei

o= ayu=a” (3.34)

J = 'y“i = "0, . (3.35)

oxH



Der Lagrangeformalismus fiir Felder 17

Es ist
oL oL
— = (1@ — m)y —=0. 3.36
oy~ 7 GIGRD (330
Damit erhalten wir die Bewegungsgleichung
(i@ —m)p=0. (3.37)

3.3 Das Noether-Theorem fiir Felder

Wir wollen im folgenden zeigen: Zu jeder Symmetrie des Wirkungsintegrals gegeniiber einer
kontinuierlichen Transformation existiert ein Erhaltungssatz, der sich aus der Lagrangedichte
bestimmen lésst.

Beweis: Wir betrachten £ = L(p,0,p). Dabei ist ¢ ein Feld (ein skalares Feld ¢ oder
¢ = A" oder ein Multiplett von Feldern ¢ = (¢4, ..., ). Wir betrachten eine infinitesimale
Transformation beziiglich einer Lie-Gruppe

ot — g = gt 4 St (3.38)
mit
Sat = AlSWE . (3.39)

Bei dw* handelt es sich um die Parameter der Transformation (z.B. die Eulerschen Drehwin-
kel). Bei einer Drehung um 0& (exp(idw* Jy)) haben wir zum Beispiel

7 =740 T, (3.40)
so dass also

AV=0, Al =i(J,zy ,j=1,2,3. (3.41)
Ferner haben wir die Transformation des Feldes

p(r) = @) = p(x) + dp(x) = p(x) + Tp(x)dw” . (3.42)

(Zum Beispiel haben wir bei einem Skalar ¢'(z') = ¢(x) und also dp(z) = 0 und bei einem
Vektor o' (z') = A* " (x) etc.) Wir finden

o) = ¢'(z+dx)
= 901(1,) + 02”0,
p(x) + dop(x) + 620 (3.43)
mit
dop(z) = ¢'(z) — () . (3.44)
Damit ist

Sop(z) "2 Q) — plx) — "D,
=7 ®p(2)0w” — 5270,
2 [@y(x) — (D) AYJowr . (3.45)
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Fiir die Variation der Lagrangedichte haben wir

oL = L), 0,4 (2")] — Llp(z), Dup(x)]
oL oL oL
_ e - OH
&Wax + &angw 50,9) Moo (3.46)

:508H<p
Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichung
oL oL

= _9 3.47
9~ 00,9 240
und Verwendung von (3.45) und (3.46) liefert
oL oL
— = sk o=
0L = s 00 (55, 5%)
oL oL Y
= %Ag(x)éwk +0, [m[(ﬁk(x} — (D,0) AL (2)]0w" | . (3.48)
Fiir die transformierte Wirkung haben wir
S = /d4x' L', 0.¢") (3.49)
und
S =5 -85= /5(d4x)£ + /d4x oL . (3.50)
Ferner ist
'
d*2’ = |det <8i> d*x
ox”
= | det(6" + 0, ALswr)|d s
(1+ 9,Akswk)d x| (3.51)
wobei wir verwendet haben
det(1 +¢) = 14 tre + O(¢?) . (3.52)
Damit ist also
5(d*x) = d*z 9, Al ow" . (3.53)
Und somit
6S = / d*z (L0, ALSW" + 6L)
(3.45) / ’ { w, OL 1| 5
= d'x0, | LAY + ——— [P, — (0,0) A" ]| dw"™ . 3.54

Man spricht von globalen Transformationen, wenn dw* unabhingig von z ist. Das Integra-
tionsvolumen in S = fv d*z £ wihlen wir beliebig. Wenn S invariant ist, d.h. 65/dwy = 0,
dann folgt aus Glg. (3.54), dass

oL

b A D0 By 3.55
= LA+ s (A0~ 04(w) (3.55)
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ein erhaltener Strom ist (Noether-Theorem):
i, =0 (3.56)

Man nennt jj° Noether-Strom. Die Ladung

o) = [ d'ajita) (3.57)
ist konstant. Denn

Qu(z) = / &3z 9p50 P20 — / Br Vi, = — 7{ dS i =0 (3.58)

fiir j = 0 im Unendlichen. Beachte, dass der erhaltene Noether-Strom nicht eindeutig ist.
So kann man einen Strom 7" hinzuaddieren, dessen Divergenz verschwindet, also

8l =0 (3.59)

Der Noether-Strom Glg. (3.55) kann auf den Fall mehrerer Felder ¢® in L verallgemeinert
werden. Wir haben dann

oL
(0up”)

g = —LAL + (A;0, 0" — Dy(x)) . (3.60)

3.3.1 Beispiele

Reelles Klein-Gordon-Feld: Die Lagrangedichte lautet

1 m?

L= 5(0:9)(0"¢) = 7<p2 —V(y), (3.61)

wobei V(i) ein beliebiges Potential ist, z.B. V() = \/4! p*. Die Lagrangedichte ist invariant
unter Transformationen,

ot — a4+ e | so dass also A (x) = 0F (3.62)

Swk

Da ¢ ein Skalarfeld ist, ist es invariant, also dp(z) = 0 und somit ®,(x) = 0. Aus der
Lagrangedichte Glg. (3.61) finden wir

oL
9(0,p)

Der erhaltene Strom, den man im Fall der Translationen Glg. (3.62) mit T* bezeichnet, ist
der Energie-Impuls-Tensor und gegeben durch

oL

= o . (3.63)

T = —Lo + 0, 3.64
R (364
= =L+ 0"p Dy . (3.65)
—~—
(3.63)
Also

1= 0% 0~ 0% (500" - 5t - V() | (3.66)
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Die erhaltene Ladung, der Viererimpuls, ist damit

P, = / dxTO . (3.67)
Wir haben
oL
=—L+——0yp. 3.68
8(80g0) 0¥ ( )

In der klassischen Mechanik hatten wir die Hamiltonfunktion
H = szqz L= Z 7. L. (3.69)

Der Vergleich zeigt: Bei T9 handelt es sich um die Hamilton-Dichte! Die kanonische Feldim-
pulsdichte ist gegeben durch

m(z) = g—i = ¢(x) , wobei ¢ = dpyp . (3.70)

Damit ist die Hamiltondichte
T = n(x) p(x) — L(x) . (3.71)
Der Hamilton-Operator, der der Gesamtenergie entspricht, ist gegeben durch,
1 .
H=P, = /d%T% = /d3x (mp— L) = /d3:c <§(@2 + (V)? + m?p?) + V(go))(3.72)

Und der 3er-Impuls lautet

P, = /d%TO :/d?’:c@@k@ (3.73)
PF = —/d%@&w (3.74)
P = —/d?’xgbﬁcp: —/d?’x r(z) Ve . (3.75)
—
Impulsdichte

Als néchstes Beispiel betrachten wir infinitesimale Drehungen. Das heisst

6F = bW, T, 02°=0 (3.76)
Al = (L)Y, AY=0, jk=1,2,3 (3.77)
Sp = 0=y . (3.78)

Damit erhalten wir aus (3.55)

, L oL L
in = @Ai(aﬂp) e — (Vo) lidyi
B8 (V) i, | (3.79)

Die Impulsdichte, siehe Glg. (3.75), ist definiert durch

—

pP=—-¢Vop, (3.80)
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und damit

—

P= /dgzpﬁ(x) . (3.81)

Somit haben wir

——

Damit finden wir also, das —j! eine Drehimpulsdichte ist. Die erhaltene Ladung ist also der
Drehimpuls, denn mit (3.57) ist

L, = / d*z 5 (z) (3.83)

L = /d% (Z x p) . (3.84)

Wir betrachten nun das Noether-Theorem fiir eine innere Symmetrie. Wir wenden dies fiir

ein komplexes Feld mit Selbstwechselwirkung an. Die Lagrangedichte lautet
L = 0up0"p" —mlo|* = V() . (3.85)

Die Lagrangedichte ist invariant unter einer U(1) Symmetrie, d.h. unter der Transformation

p — @exp(idd) = p+idd e (3.86)
szt = 0 = Al=0 (3.87)

dp = W0y (342) [ 0p \ :
ot = —idd } = ( 5o ) =do, mit (3.88)

o = < —ZZ;* ) = ( g ) . (3.89)

Der Noether-Strom (3.55) lautet

oL oL
ju - _ (I)l o (I)2
() I(Oup*)
= —i(0"p")p +i(0"p)p" . (3.90)
Die dazu gehorige erhaltene Ladung ist
Q= [@af=i [Er(eo- 06, (3.91)

Wir betrachten die U(1) Symmetrie der Dirac-Theorie. Die Dirac-Lagrangedichte ist in-
variant unter den Transformationen

W — exp(if) ¢, Y — exp(—if) 1 . (3.92)

Die Lagrangedichte ist gegeben durch
L=y —m)Y+ev4y . (3.93)
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Sie beinhaltet die Kopplung an das elektromagnetische Feld A*. Wir haben fiir ®

- ( —ZZZ;Z ) mit dem Spinorindex a = 1,2,3,4 . (3.94)
Damit haben wir den Noetherstrom
oL oL _ _ _
= e it o it =~ = 3.95
50 T B (399

Dies ist die U(1)-Stromdichte des Dirac-Feldes. Ist ¢ das Elektronenfeld, so ist ej* = epry"1)
die elektromagnetische Stromdichte. Und es ist

Qze/fbﬁ:e/d%&wwzg/fxww (3.96)

die erhaltene elektrische Gesamtladung. Es ist also ef1) die Ladungsdichte.



Kapitel 4

Quantisierung der Felder

Die Elektrodynamik behandelt klassische Felder, welche die Maxwell-Gleichungen erfiillen.
Andererseits beschreiben die Maxwell-Gleichungen die Ausbreitung der Photonen in der
quantisierten Theorie. Die Frage ist, wie die beiden Betrachtungsweisen zusammen héngen.

Ferner mochten wir die Erzeugung und Vernichtung von Teilchen beschreiben koénnen.

Der gesuchte Formalismus muss der Tatsache Rechnung tragen, dass sowohl die Klein-
Gordon-Gleichung als auch die Dirac-Gleichung Zustdnde mit negativer Energie haben konnen.
Und auch, dass es eine Spin-Statistik-Relation gibt.

Die Quantenfeldtheorie bildet den Rahmen, Streuprozesse zu berechnen. Thre Vorhersagen
werden experimentell bestétigt.

4.1 Wiederholung der Quantenmechanik

4.1.1 Schoédinger-Bild

Im Schrodinger-Bild sind die Zusténde |¢(t))s zeitabhingig, wohingegen die Operatoren
Oy zeitunabhéngig sind. Der Zustand zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich durch Anwendung des
unitiren Zeitentwicklungsoperators U(t) auf den Zustandsvektor zur Zeit tq = 0,

[6(E))s = U [6(0)s (4.1)
Einsetzen der zeitabhéingigen Wellenfunktion in die Schrédingergleichung
i ED)s = Hsho(D)s (42)
fiihrt auf
BOUWO)s = HsUOB(O)s
m;U( 1 = HU(t). (4.3)

Man erhélt eine zur Schrédingergleichung dquivalente Operatorgleichung.

23



24 Quantisierung der Felder

4.1.2 Heisenberg-Bild

Im Heisenberg-Bild sind die Zusténde [¢)n zeitunabhéngig, die Operatoren Op(t) aber
zeitabhéngig. Der Ubergang vom Schrédinger- zum Heisenbergbild erfolgt durch

Wyr = U'(t) [W(E)s (4.4)
Ou(t) = U'(t)OsU(t) . (4.5)
Der Erwartungswert o des Operators ist hierbei in beiden Bildern gleich, denn

o = sWnlOsl¥(t)s = sWHITOU (1) Os vy (1) [v(t)s

1 1

= s@O)UTO0sUM[(0)s = 1 (¥|Ou(®))r - (4.6)
Bildung der Zeitableitung von Oy (t) liefert
d 0 0 0
- — | st T - T
dtOH(t) <8tU (t)) OsU(t) +U'(t)Og <8tU> +U ((‘%OS) Ul(t) . (4.7)
Verwendung von
0 —U(t) = iy U(t) und 2UT(t) = EUT(t)H (4.8)
T Y T 5 '
liefert dann
d l 00
= “(ut _uyt 228
dtOH( )= h(U HsOsU — U'OgHU) + U ( o ) U (4.9)
Einschieben von UUT = 1 liefert die Heisenberg-Bewegungsgleichung
d 90y
mit
4.11
E el (at Jv- )

In der Vorlesung wird das Heisenberg-Bild betrachtet.

4.2 Exkurs: Lagrangedichten fiir Teilchen mit Spin O,

1

2 1

Ausgehend von den entsprechenden Feldern konnen relativistische Theorien von Teilchen mit
Spin 0, 1 5, 1 konstruiert werden. Wir hatten bereits gesehen, dass in der Hochenergiephysik
h = ¢ = 1 gesetzt wird. Damit lassen sich alle Einheiten auf die Einheit "Masse’ zuriickfiihren.
Wir haben

[m] = [Masse| =1
'] = [Impuls] =1
[z#] = [Zeit, Linge] = —1
H] = |[Energie] =1
[d?’x] = -3
L] = [H]=4 (daH:/d%H)

[S] = [Wirkung] =0. (4.12)
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4.2.1 Konstruktion von Lagrangedichten

Bei der Konstruktion von Lagrangedichten wenden wir folgende Prinzipien an:

1)
2)

Es werden die Felder vorgegeben, welche die Theorie enthalten soll. (Felder)

Die Lagrangedichte hat die Form
L(z) =) g:0i(x) . (4.13)

Bei den O; handelt es sich um Produkte von Feldern am selben Punkt (Lokalitét).
Diese transformieren sich wie Lorentz-Skalare. Damit ist die Wirkung und also auch
die Dynamik relativistisch invariant. Die g; sind Konstanten, deren Massendimension
so gewéhlt wird, dass gilt

[9:0i] = 4. (4.14)

Falls die Theorie innere Symmetrien besitzen soll, dann muss man fordern, dass die
O;(x) unter diesen ebenfalls invariant sind. (Relativistische Invarianz und Symmetrien)

Die Lagrangedichte £ muss Ableitungen 0, der Felder enthalten. Ansonsten wiirde
der dem Feld zugeordnete kanonisch konjugierte Impuls verschwinden, und die Euler-
Lagrange Gleichung wire 0L/0¢ = 0 und wiirde keine Zeitentwicklung ergeben. Es
sei bemerkt, dass es manchmal aus technischen Griinden hilfreich sein kann, "Hilfsfel-
der’ einzufiihren, auf die keine Ableitung wirkt, und die damit keine Dynamik haben.
(Dynamik)

Die Massendimension der Feldprodukte O; soll nicht grofler also vier sein. Warum dies
gefordert wird, wird spéter klarwerden. Auch hier sein bemerkt, dass diese Forderung
nicht fundamental ist. Sie kann in sogenannten ’effektiven Quantenfeldtheorien” aufge-
geben werden. (Renormierbarkeit)

Ferner soll die Lagrangedichte alle Terme enhalten, die mit den Forderungen 2) und
4) vertriglich sind. (Vollstandigkeit)

4.3 Die Quantisierung des skalaren Feldes

Wir wollen das skalare Feld quantisieren, wobei weiterhin die Klein-Gordon-Gleichung

(O+m?)p =0 (4.15)

gelten soll. Hierfiir interpretieren wir ¢ als Operator und bestimmen dessen Eigenwerte und
Eigenfunktionen. Dies fiihrt dann auf die Teilcheninterpretation.

Das klassische Feld ¢ erfiillt die Klein-Gordon-Gleichung

(@+m*)p=0 (4.16)
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Spezielle Losungen dieser Gleichung sind gegeben durch ebene Wellen der Form exp(ikz)
oder exp(—ikx), wobei k* = m?. Das heifit also

ko= +\/m? + k2 = tw(k) = wy, . (4.17)

Wir haben dann

Oexp(ikz) = —k* exp(ikz) . (4.18)
Die Linearkombination beider Loésungen fiithrt auf die allgemeine Losung
Bk 1 - -
o(z) = / @n)? 2 (a(k) exp(—ikz) + o™ (k) exp(z’kx)) : (4.19)
Hierbei ist der Faktor
1
— 4.2
(27)3 2wy, (4.20)
Konvention. Ferner sei darauf hingewiesen, dass das Maf}
3k
d*ko(k* —m*)0(ko) = — (4.21)
ka

Lorentz-invariant ist.

Nebenrechnung: Herleitung von Glg. (4.21). Wir verwenden folgende Formel: Sei f(z)
stetig differenzierbar mit einfachen Nullstellen x;, j = 1,...,n und f'(x;) # 0, dann gilt

S =D e =) (4.22)

Hier ist x = k¢ und
Flko) = k2 —k? —m? . (4.23)
Die Nullstellen sind gegeben durch

ko,, = £/ k2 + m?. (4.24)

Mit
df
— =2k 4.25
dko 0 (4.25)
finden wir

]- = —
§(k* —m?) = ———r {5(k:0 —\/ k2 +m?) + 0(ko + \/ k2 + m2)} : (4.26)
2V k2 + m?
Wir definieren

w(k) =\ k2 +m? (4.27)

das heisst, wir haben
ORI —m?) = ik — ) (4.28)
O(—ho)5(K2 — m2) — %5(/% +u). (4.29)
Und damit finden wir Glg. (4.21).
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4.3.1 Ubergang zum quantisierten Feld

Sie p(z) die klassische Messgrofie, die zum Erwartungswert eines Operators ¢(z) gehort,
o(x) = (Zustand|p(x)|Zustand) . (4.30)
Fiir ¢ soll Folgendes gelten:

1. Es sei ¢ hermitesch, also ¢ = ¢'. Daraus folgt, dass der Eigenwert ¢ reell ist. Ferner
soll ¢ die Klein-Gordon-Gleichung erfiillen, d.h.

(O+m?)é(x) =0. (4.31)
Daraus folgt,

(O +m?)p(x) =0. (4.32)

2. Es sei P, die Erzeugende einer Translation. Es soll ¢ die folgende Gleichung erfiillen,

Oud(x) = il Py, ()] (4.33)

Wir wollen eine Beschreibung von Teilchen durch ¢ finden. Jede Losung der Klein-Gordon-
Gleichung kann als Uberlagerung von ebenen Wellen angegeben werden. Dabei sind die
Fourierkoeffizienten dann Operatoren. Also

o(x) = / (%32_; (a(E) exp(—ikz) + a' (F) exp(ikx)) . (4.34)

Anwendung von Glg. (4.33) liefert

/ (37:532%% (—a(E) ik, exp(—ikx) + at (k) ik, exp(ikx)) (4.35)
- / (;lﬂ-];&’. 2%% (i[P,, a] exp(—ikz) + i[P,, a'] exp(ikz)) . (4.36)

Koeffizientenvergleich liefert
[Pu,a(k)] = —kua (4.37)
Pudl(B)] = Kl (4.38)

Es sei hier an den harmonischen Oszillator erinnert, bei dem Auf- und Absteigeoperatoren
durch die Vertauschungsrelationen

[H,a'] =wa' und [H,d] =—wa (4.39)

charakterisiert sind.
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4.3.2 Konstruktion der Zustinde

Wir wollen nun auf algebraischem Weg die Zustédnde konstruieren. Es sei |0) der Vakuum-
zustand, wobei |0) # 0. Er sei auf 1 normiert, also

010y =1 (4.40)
Da im Vakuum kein Teilchen vorhanden ist, ist £ =0 und p'= 0. Damit also

P,0)=0. (4.41)
Wir wenden Gleichung (4.38) auf |0) an und finden

(Pua' —a'B,)|0) = k,a'|0)
= Pdl(B)0) = kua'0). (4.42)

Es ist also a'|0) ein Eigenzustand des Energie- und Impuls-Operators mit den Eigenwerten
ko und k falls a'|0) # 0. Wenden wir Glg. (4.37) auf |0) an, so finden wir

Pyal0) = —koal0) . (4.43)

Damit wiére also a|0) ein Eigenzustand zu einem negativen Energieeigenwert. Da wir fordern
wollen, dass stets £ > 0, folgt

a(B)|0) =0  Vk. (4.44)
Wenn |p) Eigenzustand zu P, ist, so gilt

Bulp) = pulp) - (4.45)
Verwendung von Glgen. (4.38) und (4.37) liefert dann

Pt (B)lp) = (pu+ ku)al ()[p) 4.46

Pua(k)lp) = (pu — ku)alk)lp) - (4.47)
Und wir haben fiir

Prat(ky)at (k) |0) = (kY + Ky )a' (k1 )al (k2)[0) - (4.48)

Wir konnen also a' als Erzeugungsoperator und a als Vernichtungsoperator interpretieren.
Wenden wir a' auf das Vakuum an, so haben wir

k) = a(k)[0) . (4.49)

Es handelt sich hier um einen 1-Teilchenzustand mit Impuls k. Es wird eine Teilchen im

Impulsraum erzeugt, mit der Energie ky = V k2 + m?2. Somit kann der gesamte Hilbert-
Raum (= Fock-Raum) folgendermafien konstruiert werden:

|k1,k2> = aT(El)aT( 2)
ko k) = al(k
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Bei letzterem handelt es sich um einen Zustand im Fock-Raum, der aus n Teilchen mit den
Impulsen k; besteht.

Mikrokausalitdt: Wenn wir zwei Messungen bei x und y haben, so diirfen sich diese nicht
beeinflussen, wenn x und y zueinander raumartig sind. Somit miissen wir fordern

[0(2),0(y)] =0  fiwr (2 —y)*<0. (4.52)
Es gilt damit im Speziellen auch fir & # ¥

6(7,1), 6(7.5)] = 0 (453)

O(Z,1), (7, t)] = 0. (4.54)

Und trivialerweise

[0(Z,1), ¢(Z,1)] = 0. (4.55)

Dies verwenden wir nun, um zu zeigen, dass daraus die Bose-Symmetrie der Teilchen folgt,
was bedeutet

[af(k1), a'(ks)] = 0 (4.56)

[a(l?l),a(} ] ~ 0. (4.57)
Wir kénnen das Feld und seine zeitliche Ableitung schreiben als

Pk 1 - - -
O(7,1) = / i 2 P HED) <exp(iwt)aT(k) —i—exp(—z’wt)a(—k)) (4.58)
$0) = [ S exp(ike) (wesplin)a () — iwesp(-istha(~F)) . (159
z, = 1) 2o exp(—ik®) (iw exp(iwt)a iw exp(—iwt)a ) )

Die dazu gehorigen Fourier-Transformierten sind gegeben durch

exp(iwt)aT(E) +exp(—iwt)a(—l§) = Qw/dgx exp(iﬁf) o(2,t) (4.60)

exp(iwt)al (k) — exp(—iwt)a(—k) = —Qi/dgx exp(ik@) p(Z,1) . (4.61)

Da nun [¢(Z,t), ¢(¥,t)] = 0 VZ, ¢ gilt, folgt

)
= exp(+i(w; + wo)t Cl( i) a( 2)]

0 = [(4.60)(ky), (4.60)(k;
)a' (k)
a(—Fk1), a(—k)]
)la

[

( )
+ exp( i(w1 + wo)t
+ exp(+i(wr — wa)t)[al (k1) a(—Fky)]
xp(—i(wn — w2)t)[a(—F), af (k2)] - (4.62)

Die Zeitabhéngigkeit der beiden ersten Terme wird durch keinen anderen Term kompen-
siert. Die beiden letzten Terme haben fiir w; = ws hingegen dieselbe Zeitabhéngigkeit und
kompensieren sich, s.u. Damit ist also

[a'(k1),a'(ky)] = 0 und [a(k1),a(ks)] = 0. (4.63)
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Diese Verstauschungsrelationen beinhalten die Bose-Symmetrie der Teilchen. Denn
|]€1, k?2> = aT(k:l)aT(kQ)|O> = aT(k:Q)aT(kl)|O> = |]€2, k’1> . (464)

Das bedeutet, dass Zwei-Teilchen-Zustéinde symmetrisch unter der Vertauschung von k; und
ko sind. Wir haben hier das erste Beispiel fiir das Spin-Statistik-Theorem, dass nédmlich
Teilchen mit ganzzahligem Spin die Bosestatistik und Teilchen mit halbzahligem Spin die
Fermistatistik erfiillen.

Wir betrachten den Kommutator [a, al]. Mithilfe der Glgen. (4.60), (4.61) lassen sich af (k)

-

und a(k) berechnen:

at(F) = exp(—iwt) / &z exp(+ik - T) (wqﬁ(f,t)—z’gi)(f,t)) (4.65)

—

a(k) = exp(+iwt) / &z exp(—ik - T) (qu(f, t) +id(Z, t)) . (4.66)
Verwendung von (4.53), (4.54), (4.55) und

[6(2), ()] = [6(2), $(7)] = 0 (4.67)

liefert
[a(ky),a (k)] = exp(i(w; — ws)t) / dPx Py exp(—iky - T + iky - )

{iwald(7.1), 6(7,6)] — iwn[6(7,), (7, D]} - (4.68)

Da a und ¢ nicht einfach komplexe Zahlen sein sollen, darf dieser Ausdruck nicht identisch
null sein. Nun kann der Integrand nur fiir ¥ = ¢ von Null verschieden sein, vgl. Glgen.
(4.53)-(4.55). Deshalb fordern wir als Ansatz fiir die kanonische Vertauschungsrelation

[6(Z, 1), (5, 1)] = i6(Z — ) . (4.69)
Damit folgt also fiir die Verstauschungsrelation von a und a'
[a(k), at (k)] = (27)*2w16(ky — k) - (4.70)

Wir kénnen den Ansatz dadurch rechtfertigen, dass wir ¢ als kanonische Koordinate, qb als
kanonischen Impuls und ¥ als Index auffassen.

Wir kénnen also zusammenfassen, das ¢ und ¢ folgenden kanonischen Vertauschungsre-
lationen geniigen:

6(7, ), 6(7,8)] = 0 (4.71)

6@ 0,6.0)] = @7 (4.72)
Und damit sind die Kommutatoren von a und a'

[af,a'] = 0 (4.73)

l[a,a] = 0 (4.74)

[a(zzl),a*(})] = (20)22010(Ey — ka) - (4.75)
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Es sei bemerkt, dass sich manche Definitionen von a durch einen Faktor |/(27)32w unter-
scheiden. Die mithilfe von a' konstruierten Ein-Teilchen-Zustinde

al(k)]0) = [k) (4.76)
sind folgendermaflen normiert
(E|K'Y = (2m)32wi(k — ') . (4.77)

Es handelt sich um uneigentliche Zustdnde und wéare mathematisch sorgfiltiger Zustédnde
mithilfe von Wellenpaketen einzufiihren, also

) = [ = ) a0 (4.78)

n-Teilchen-Zusténde fithren wir ein iiber

Na'(ky)...at(k,)]0) (4.79)
bzw.

Na'[fy]...a'[f,]|0) . (4.80)

Hierbei sind die f; orthornormiert durch die Forderung

| G 51 B 50 = (4.81)

Bei N handelt es sich um eine Normierungskonstante. Sie hat den Wert N = 1, falls alle f;
verschieden sind, und N = (n!)’%, falls alle f; gleich sind. Falls je r; der f; und je ry der f;
gleich sind, dann ist

N = (rlrl.)72 (4.82)

Interpretation: Die Heisenberg-Zustéinde mit einem Teilchen und der Impulswellenfunkti-

on f(k) sind

)= / éZT];%— F(Ryal B0y (4.83)

Und die Schrédinger-Zusténde sind

)= [ e exp(iwt) (Rl ()0 (4.54)
Aus

(fitlf.t) =1 (4.85)
folgt dann

/|f |2 dgk = (4.86)

und umgekehrt.
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Bemerkung: Wir kénnen

[y explif - ) (4.87)
exp(ik - ¥ —iw .
@mp Y P
nicht als Ortswellenfunktion ¢(z) eines Teilchens interpretieren. Denn es ist (0[¢(z)¢(y)[0) #
0 auch fiir (x — y)? < 0, was als Ausbreitung mit Uberlichtgeschwindigkeit interpretiert
werden miisste und damit im Widerspruch zu Kausalitét stiinde.

Konstruktion von Operatoren: Operatoren wie Energie-, Impuls-, Teilchenzahloperatoren
und weitere lassen sich aus den Quantenfeldern folgendermaflen aufbauen: Es werden die
Noether-Strome verwendet, die O-Komponente integriert und eine Normalordnung durch-
gefiihrt. Diese bedeutet

Normalordnung: :a'a:=:aa': = d'a. (4.88)

Warum wir diese Normalordnung durchfiihren wird unten klar werden.

Teilchenzahloperator: Der Teilchenzahloperator ist gegeben durch

N = /dl%aTa, (4.89)
wobei
4 3
- 1
dk = d’k 21 6(k* — m?)0(ko) = @k 1 (4.90)

(2m)4 (27)3 2wy,

ein Lorentz-invariantes Integrationsmafl ist. Somit erhalten wir mithilfe der Kommutatorre-
lationen und der Definition des Zustandes |k1, ..., ky),

Nk1, o k) = nlky, .o k) . (4.91)

Energie- und Impuls-Operatoren: Ausgehend vom Energie-Impuls-Tensor 7% bekommen wir
die erhaltene Ladung, den Viererimpuls, als (siche Glg. (3.67))

P, = / T = / d*x 890, — gpL . (4.92)
Der Energieoperator ergibt sich aus
H = / PrTY = / BP0 pdyd — L = % / P (: PPy : +: VoV : +m? : ¢ :) (4.93)

wobei die Doppelpunkte hier also die Normalordnung symbolisieren. Verwendung von

— -

¢ = /dl% (exp(iwt) exp(—ik - )al (k) + exp(—iwt) exp(ik - f)a(k)) (4.94)

¢ = /dl% (z’w exp(iwt) exp(—ik - T)a' (k) — iw exp(—iwt) exp(ik - Z)a(k)

N—

(4.95)

— — —

Vo = / dk (—uzexp(mwexp(—m.f)af(/z)+¢/§exp(—iwt)exp<ik.f)a(/z)). (4.96)
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liefert

m’ / Pr|p(@ 1) e = (2m)*m? | dk / Ak {5(k — K [at(F)a(k") + a(k)at (K]

und
/ Pxldod(Z, 1)) im0 = (2m)°w? / di; | dE{5(k — )l (F)a(K') + a(k)a' (K)]
—§(k + K [a" (k)al (F) + a(k)a(K)] (4.98)

sowie

- —

/ Pr|Vo(Z, 1) iee = (27)° / dkdk' {6(k — K[k - K o' (F)a(K) + K - k a(k)a' (K]
—6(k+ K[k - K a' (B)al(F) + K - k a(k)a(K)] . (4.99)

Und damit haben wir

=2w?

~ ~ —T - o
H = % /dk / dk'(2m)*{[m* + w* + k?*)(a'a + aa")o(k — k') +

+[m? — w? — K*(ala" + aa)s(k + )}
%,_/

-

= /dk/dk’ (2m)*0(k = F')? (a! (R)a(R) + a(F)a (F)
- 2 / diveo (ot (Rya(R) + a(F)a' (F)
= /d/;waf(/;)a(lg) -+ const . (4.100)

Hierbei entspricht die Konstante der Vakuum-Energie, die fiir physikalische Prozesse irrele-
vant ist. Diese unendlich grofle Konstante wird subtrahiert, so dass das Vakuum die Energie
Null hat. Der Trick, der hier angewandt wird, ist die Normalordung. (Sie bedeutet - s.o. -,
dass alle Ernzeuger nach links miissen.) Damit haben wir

cH: = /d/:;g :(a'a +aa’) : = /d/;waTa : (4.101)
Damit ist dann also im Vakuum: (0| H|0) = 0. Man findet analog ausgehend von

P= / FPr T8 = / d*z 09V (4.102)
fiir

P / i Fa (Fa(F) . (4.103)
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4.3.3 Der Kommutator [¢(x), ¢(y)]

Wir berechnen den Kommutator [¢(x), ¢(y)], indem wir die Fouierzerlegung einsetzen und
die Kommutatorrelationen der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren verwenden:

[o(z), d(y)] = /d]%d]%l{[a(lg)’aT(E/)]eikm+ik’y+[ f(k), (];)]eikxfz’k’y}

_ di- [emikle=n) _ gike=))
—~—

(gj;g 5(k2—m?2)0(kO)
1 4 0 2 2\ —ik(z—

= Gy /d ke(k%)o(k* — m?)e kv

= Az —vy), (4.104)

wobei
e(k") = 0(k°) — 0(—k") . (4.105)

Die Pauli-Jordan Distribution hat folgende Eigenschaften:

1) (O, + mH)A(z —y) = (O, + m*)A(z —y) =0 (4.106)
(Massenschalen-Bedingung k? = m?)
) Az —y) = Ay — ) (4.107)
) Az — )|xo,yo =0 (4.108)
) (4.109)
) (4.110)

=~ W N

Alr —y) = wenn (x —y)? = (zo — v0)*> — (Z — ¥)? < 0 (raumartig)(4.109

ot

0 o
8.T0A( )|$0:y0 - _5($ - y) :

Aus 4) folgt die Mikrokausalitit, d.h. [¢(z), ¢(y)] = 0 fiir (z —y)? < 0.

4.4 Geladenes skalares Feld

Das Feld ¢ = ¢! beschreibt selbstkonjugierte Teilchen, d.h. Teilchen, die gleich ihrem An-
titeilchen sind. Beispiele hierfiir sind das ungeladene Pion 7° oder das Higgsboson. Es gibt
aber auch Spin-0 Teilchen, die nicht gleich ihrem Antiteilchen sind, wie etwa die geladenen
Pionen 7%, 7~ oder das Kaon K°, K°. Diese Teilchen sind nicht durch ein hermitesches Feld
beschreibbar. Wir betrachten daher ein Dublett von zwei hermiteschen Feldern ¢, ¢ mit

¢l = ¢ (i = 1,2). Das Feld

50+ i) (4111)

ist dann nicht hermitesch. Die Lagrangedichte fiir ein freies Feld ¢ lautet
L(¢) = L(¢1)+ L(¢2)

= Z u@a“(bz‘ - m2¢z¢z’)
i=1

= (auqu)(@“(b) —m2pTo (nachrechnen!) . (4.112)

¢(r) =

[\

l\DI»—t
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Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus der Euler-Lagrange-Gleichung

oL oL
"0(0.0) 09
oL oL
H0(0,0t) 0ot

=0 = (@O+mH)pl=0 (4.113)

=0 = (O+m?)p=0. (4.114)

Der kanonisch konjugierte Impuls zu ¢ ist

oL :
I = = 0po' = o', 4.115
und der zu ¢! kanonisch konjugierte Impuls ist
oL :
M= _———=0p=0¢. 4.116
Der Hamiltondichteoperator ist damit
H =1+ TN — £ = 8,000 + (Vo) (V) + m2¢e . (4.117)

Der Hamiltondichteoperator bzw. der Hamiltonoperator soll normalgeordnet sein, damit
(0] H]0) = 0. Also

H= / P aoons’ + (F6N)(T0) +mieio) : (4.118)
Die hermiteschen Felder erfiillen

Beziehungsweise allgemein (nach Voraussetzung gleicher Massenparameter)

[0i(x), ¢;(y)] = i0i; Az —y) . (4.121)
Und fiir das nicht-hermitesche Feld ¢ ergibt sich

[p(z), 01 (y)] = iA(x —y) (nachrechnen!) . (4.122)
Differentiation nach x( ergibt

0y 0(2)9' (y) — 61 (y)0ry (@) = 105, A — ) . (4.123)
Wir setzen xy = yo und erhalten mit (4.110)

(11" (o, ©), ¢ (20, )] = —i8(Z — 7) - (4.124)
Sowie durch hermitesche Adjugation

[0(0, ), (o, )] = 10(F =) = [[(xo,7), (w0, 9)] = —id(Z — §) - (4.125)
Die Fourierzerlegung des Feldes ¢, welches die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt,

(O+m?)p(z) =0, (4.126)
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ist gegeben durch

b(z) = / dk[a(K)e ™ +  bl(k) ™. (4.127)
~——
#at,da g7t
Und die von ¢! durch
o (z) = / dk [b(k)e™™** + af (k)e™] . (4.128)
Einsetzen von
1
=—=(¢1+1¢ 4.129
¢ \/§(¢1 Zgb?) ( )
und Ausdriicken von ¢, ¢o durch ihre jeweilige Fourierzerlegung liefert dann mit
. 1 S
a(k) = ﬁ<a1(/{}) +ias(k)) (4.130)
. 1 S
bi(k) = ﬁ@{(/{;) +iab(k)) (4.131)
sowie
lai(k), al(K)] = (2m)*2wd;0(k — K') | [ai, a;] = [af,al] = 0 (4.132)
schlieBSlich
la(k),al(K)] = [b(k), b (K")] = (2m)*2w(k - &) (4.133)
alle anderen Kommutatoren = 0. (4.134)
Der normalgeordnete 4-er Impulsoperator P* ergibt sich zu (nachrechnen!)
oL oL
P,=[d :TO::/d3: 9) f_ :
= e ' {awoas) O Do) 9
_ / A e[t (R)a(F) + 5 (R)b(R)] (4.135)
Und es gelten die Vertauschungsrelationen (nachrechnen!)
[P al(B)] = kua (B) , [Py, a(R)] = —kya(k) , (4.136)
[PM,bT(k:)] — kbR, [P, b(k)] = —k,b(E) . (4.137)
Die Lagrangedichte
L= 0,0 (x)0"p(x) — m*¢'(x)¢(x) (4.138)
ist invariant unter einer U(1)-Symmetrie, d.h. unter den Phasentransformationen
$(x) — ¢'(z) =e"o(x) (4.139)
of(x) — ol (z) =ofe ™. (4.140)
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Der Noetherstrom ergibt sich mit

- xh =gt 4 ot oxt = AN =0 (4.141)
F@) = o) +irdlx) b6 =id (4.142)
o' (x) = ¢l(x) —irgl(z)  d¢f = —ig! (4.143)
(4.144)

(vergleiche Glgen. (3.86)-(3.89), wobei der Index k weggelassen wurde, da es sich um eine
1-parametrige Transformation handelt) zu

"= a0 )
= —i(0"p")p +i(0"p)o" . (4.145)
Der Strom wird normalgeordnet, damit fiir die Ladungsdichte j° garantiert ist, dass
7°(z)|0)y =0, (4.146)
also
7" (@) normalgeordnet = (—i(0"¢") +i(9"¢))¢! : (4.147)
= ¢ ) . (4.148)

Die Ladung ist gegeben durch (nachrechnen!)

Q= / 421" (%) pormalgeordnet = i / 91 (x) Do o) : = / dkla (R)a(F) — o (F)(R)] .
(4.149)

Es ist (nachrechnen!)

Q=i[H,Q =0 (4.150)

und damit ist @ also eine ErhaltungsgroéBe. Die Interpretation der Operatoren a,a', b, b' ist
(analog zum hermiteschen Fall)

al erzeugt ein Teilchen vom Typ a mit Spin 0 und Masse m (4.151)

bl erzeugt ein Teilchen vom Typ b mit Spin 0 und Masse m (4.152)

a vernichtet ein Teilchen vom Typ a mit Spin 0 und Masse m (4.153)

b vernichtet ein Teilchen vom Typ b mit Spin 0 und Masse m . (4.154)
Das heifit, das Feld

10) vernichtet ein Quant vom Typ a, erzeugt ein Quant vom Typ b (4.155)

o vernichtet ein Quant vom Typ b, erzeugt ein Quant vom Typ a . (4.156)

Wir betrachten den Zustandsraum (Fockraum). Der Grundzustand ist gegeben durch |0).
Wir fordern

a(k)|0) = b(k)[0) =0, (4.157)
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so dass
P,0)=0, Q[0) =0. (4.158)
Die 1-Teilchenzustdnde zum scharfen 4-er Impuls %, sind gegeben durch
la(k)) = al(k)|0) (4.159)
b(k)) = bf(k)|0) . (4.160)
Die Ladung dieser Zustéande ist (nachrechnen!)
Qla(k)) = Qal(K)[0) = +la(k)) (4.161)
QIb(k)) = Qb (K)]0) = —[b(k)) - (4.162)
Das heifit,
la(k)) ist ein 1-Teilchenzustand mit Masse m, Spin 0 und Ladung + (4.163)
b(k)) ist ein 1-Teilchenzustand mit Masse m, Spin 0 und Ladung — . (4.164)

Es handelt sich um das Teilchen und sein Antiteilchen.

4.5 Der Feynman-Propgagator fiir ein skalares Feld

Wenden wir den Feldoperator ¢'(z) auf einen beliebigen Fockzustand an, so

{ erzeugt er ein Teilchen mit der Ladung + 1

oder vernichtet er ein Teilchen mit der Ladung — 1 } ~ db. “addiert” die Ladung +1.

(4.165)

Analog nimmt der Feldoperator ¢(y) die Ladung +1 weg. Wir betrachten fiir ¢’ > ¢

0(t" — 1) (0] o(t', ') ¢! (t,7) 0} - (4.166)
~—— S~——
Vernichtung von Ladung Erzeugung von Ladung
+1 zu spaterer +1 zur
Zeit t' und bei & Zeit t und bei ¥
Wenn ¢ > t' betrachte
o(t — ') (0] ¢'(t, ) o(t', ') 10) (4.167)
—— S~——
Vernichtung von Ladung FErzeugung von Ladung

—1 zu spaterer
Zeit t und bei 7

—1 zur
Zeit t' und bei 7

In beiden Féllen wird die Ladung erhoht bei (¢, Z) und erniedrigt bei (¢, 7). Der sogenannte
Feynman-Propagator iAp(x — 2’) ist die Summe der Amplituden (4.166) und (4.167). Also

iAp(z —a') = O(t' = t){0]¢(a")¢" (2)]0) + O(t — t'){0]6" (2)$(2)]0) . (4.168)
Mithilfe des zeitgeordneten Produkts, welches fiir Bosefelder definiert ist durch
TA(x)B(y)] = A(z)B(y)0(zo — yo) + B(y) A(x)0(yo — 7o) , (4.169)
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wobei A, B Bosefelder sind, lédsst sich der Feynman-Propagator schreiben als

iAp(z —y) = (0]T[d(2)6" (y)]]0) - (4.170)

Wir wollen nun die Darstellung von Ap bestimmen. Dazu berechnen wir
O6(e)o )10) = [ die e (4.171)
06 Wol)l0) = [ dherte. (1172)

Dies ergibt sich durch Einsetzen der Fourierzerlegung von ¢, ¢! und Verwenden der Vertau-
schungsrelationen (4.133), (4.134). Einsetzen von (4.171), (4.172) in (4.168) liefert

1 A3k 4 .
Ap(r —y) = / —— {0(x — yo)e ) 4 0(yo — Sco)eﬂk(m*y)}

i) (2m)32w
: d4k: 1 —ik(x—
= hmHoJr/ r) i e (@) (4.173)

Um die letzte Zeile zu beweisen, wird die Integration fj;o dkq ausgefiihrt. Der Nenner weist
zwei komplexe Nullstellen auf,

ko = £\ k2 +m2 — ie ~ £ \/ k2 + m2 Fie' | (4.174)
———

wobei € = ¢/(2(k* + m?)). Die ie-Vorschrift entspricht einer Deformation des Integrations-
weges. Es gilt fiir

To >y e F@ov) 0 falls Imky — —o0 . (4.175)

D.h. der Integrationsweg kann durch einen groflen Halbkreis in der unteren Halbebene
erganzt werden. Damit findet man

400
%dko [(ko) = / dko f (ko) +/ dko f (ko) - (4.176)
J unterer Halbkreis . —00
-0
Laut dem Residuensatz ist aber
%d/{?o f(ko) = (—1) 211 f(k()) (]i]() — w)\ko:w . (4177)

Das Minuszeichen kommt daher, dass die Kurve im mathematisch negativen Sinn durchlaufen
wird. Damit ist also

+o0 3 1 )
/ dko f(ko) = —2mi / (dk (kg — w) e" @), _

~ 2m)4 k2 — m? + ie

d?’/{i 1 . s
_ . = —iw(zo—yo) ,tk(T—7) ) 4178
(=9) / @) 2w € ‘ -

Es gilt fiir

Yo >z ;e R@omvo) 0 falls Imky — 400 . (4.179)
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Somit kann der Integrationsweg nach oben geschlossen werden. Dieser umschlieit den Pol

bei ko = —V k2 + m2 — ie, d.h.

“+o0
fdko f(ko) = / dkof (ko) +/ dkof (ko) . (4.180)
oberer Halbkreis , —00
-
Und mit dem Residuensatz
o (ko) = 27 F0) (o ) (4.181)

erhalten wir
+oo ) Pk 1 ik(a—
/_oo dho fko) = 2mi / (27m)4 k2 — m?2 + ie (ko ) ™ iy

3 N 3
= () [ L oo - i [ KL coeon 41sy
T s w

wobei im letzten Schritt eine Variablentransformation k — —k durchgefiihrt wurde. Die
Summe von (4.178) und (4.182) ergibt (4.173).

Eigenschaften von Ap(z — y)

1. Es ist
Ap(z —y) =Ar(y — ). (4.183)

Es handelt sich also um eine gerade Distribution.

2. Ap is eine Greensfunktion der Klein-Gordon-Gleichung, denn es gilt
(Op + M) Ap(z —y) = —6W(z —y) . (4.184)

Die ze-Vorschrift entspricht einer bestimmten Randbedingung, ndmlich: Positive Fre-
quenzen +w breiten sich vorwérts in der Zeit aus, negative Frequenzen —w breiten sich
riickwérts in der Zeit aus. Deswegen heifit Ap auch kausale Greensfunktion.

3. Das hermitesche Spin-0-Feld ¢ = ¢' hat denselben Feynman-Propagator:
(O[T [p(x), p(y)]|0) = iAp(z —y) . (4.185)

4. Die Distribution Ap(z — y) is Poincaré-invariant:

¥ =Ar+b, v =Ay+b = Ap@@'—y)=A7Ar(z—y). (4.186)
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4.6 Die Quantisierung von Spinorfeldern (Dirac-Feldern)

Die freie Lagrangedichte ohne Wechselwirkung ist gegeben durch

L=9(id—m)y, wobei 1) = hT4° . (4.187)
Zur Erinnerung

()2 =1. (4.188)
Der kanonisch konjugierte Impuls in Komponentenform (o =1, ...,4) ist

oL
8(801/104)

Die Losung der Dirac-Gleichung vor der Quantisierung ist gegeben durch eine Entwicklung
nach ebenen Wellen,

() = — it = i(v")". (4.189)

vw) = [ G 3 [explka) () v, )+ exp(—ika) o, (B () (4.190)

2

b(x) = / (Q:Tl)f% 3 [exp( k) By (k) 55(K) + exp(ikz) a (E)as(/a} . (4.191)

=41

2

Die Felder erfiillen die Dirac-Gleichung
(i@—m)p = 0 (4.192)
Y(i &9 +m) = 0. (4.193)
Aus (4.192) folgt

(k+m)vs = 0 Losung zu negativer Frequenz (4.194)
(k—m)us = 0 Losung zu positiver Frequenz . (4.195)

4.6.1 Quantisierung

Zur Quantisierung werden «,, 3 durch Operatoren ersetzt,
a5 — ag und 57 — bl . (4.196)

Die Losung der Dirac-Gleichung lautet damit in quantisierter Form

b(x) = / dk Z [exp(ikx)bg(/a vy(E) + exp(—ikz) ay () us(/;’)] (4.197)
P(r) = /dk Z [exp —ika)by(K) U,(K) + exp(ikz) al (k) ﬂS(E)] : (4.198)

2

Es soll wiederum die Heisenberg Gleichung

Oytb = [Py, v (4.199)
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erfiillt sein. Daraus folgt dann

Pual(k)] = kual(k) (4.200)
P, oK) = kubi(k) (4.201)
[_PM,aS(E): = —kyaq(k) (4.202)
P by(k)| = —kubs(k) (4.203)

Damit folgt wie beim skalaren Feld
al0) = b|0) =0, (4.204)

da fiir alle Zusténde die Energie positiv sein muss. Damit erzeugt 1 ein Antiteilchen (z.B.
Positron e™) und vernichtet ein Teilchen (z.B. Elektron e™).

4.6.2 Operatoralgebra

Die Translationsinvarianz der zur Dirac-Lagrangedichte geh6renden Wirkung fiihrt auf den
Energie-Impuls-Tensor, der gegeben ist durch

(L N RS R (7 S W (4:205)
=0 wg. Dirac-Gleichung

Das heif3t
TH = iy 0" . (4.206)

Der Impuls-Operator ergibt sich zu
PY = / PrTm =i / Bty . (4.207)

Er muss noch normalgeordnet werden. Einsetzen der Fourierzerlegung liefert vor der Nor-
malordnung fiir den Hamiltonoperator

9 SN

_ 3,0t ()5 I ;9
= [kt S ol ) au(F) ~ (B () (4.208)

s::t%
Dabei haben wir verwendet, dass

ul(k,s)u(k,s’) = 2kolsy (4.209)
vi(k,s)v(k,s") = 2kodey (4.210)
u'(k,s)v(k,s) = 0 (4.211)
u(k, s)vf(k, s) 0,  mit k* = (ko, —k)" . (4.212)
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Es miissen fiir die Erzeuger und Vernichter Antivertauschungsrelationen gefordert werden,
damit Teilchen und Antiteilchen nicht entgegengesetzte Energien haben. Wir fordern also

{a,(kK),a ()} = 0,,(27)% 2wy, (K — k') (4.213)
(0,(k), b1 (K)} = 6,5(2m)% 2wy, 8(k — E) (4.214)
{a,b} = {a,a} ={bb}=..= (4.215)
Damit erhalten wir nach Normalordnung fiir den Hamiltonoperator
H= / dkko Y [al(k) as(k) + bi(k) by(K)] - (4.216)
s= :I:1

Und fiir den Impuls

/ dk kY [al (k) ag(k) + bl (k) by(K)] (4.217)

s:l:1

Fiir den Ladungsoperator (siche Glg. (3.96)) findet man

Q= / Pr () = / $Pr Y (@)(z) = / di S al(K) ag(k) — b (k) by(k)] (4.218)

Bemerkungen:

1. Die negative (unendliche grofie) Konstante entféllt aufgrund der Normalordnung.

2. Aus den Antivertauschungsrelationen der Erzeuger- und Vernichter-Operatoren folgen
unter Verwendung von

> ualk, s)ig(k, s) = (k+m)ag (4.219)
va (K, $)0a(k,8) = (F — m)as (4.220)
s::t%

{0 (@, 1),105(, 1)} = {n(@1), 957, 1)} = 0 (4.221)

{0 (1), 0s(7, 1)} = 70(T 7). (4.222)
Und damit

{vn(@1),91(5,1) = 6,:6(7 ~ 9) - (4.223)

Es ist also ¥ kanonisch konjugierter Impuls zu ).
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3. Konstruktion der Zustédnde: Der Ein-Teilchen-Zustand
al|0) = |k, s) (4.224)
wird interpretiert als Elektron mit Impuls k und Spin s. Der Vakuumzustand ist der
Zustand mit £ = 0 und s = 0. Zwei-Teilchen-Zustdnde werden konstruiert durch
|El,Sl;EQ,82> (kl) (kz)‘0> (kQ) (l{?l)‘0> = —’EQ,SQ;El,Sl> . (4225)
Es gilt also das Pauliprinzip. Das Pauliprinzip ist das Ergebnis der zweiten Quantisie-
rung des Spinorfeldes. Die Spin-1/2-Teilchen gehorchen also der Fermi-Statistik.
Mit der Identifikation
1) = al(R))0), [2)=ai(k)0)
3) = bi(k)0),  |4) = bi(k)[0) (4.226)
ist also
H|c) = +kole)y c=1,2,3,4 (4.227)
positiv definit. Und fiir den Ladungsoperator @) gilt
| ey fiire=1,2
@le) = { —|ey  fire=3,4 ° (4.228)
4.7 Der Fermionpropagator

Es gilt analog zum Klein-Gordon-Feld (siche Glg. (4.104), wobei hier der Antikommutator
verwendet wird)

{Ya(@), ¥s(y)} = iSap(z — y) = (i + m)apilp(z —y) , (4.229)

denn

(Yala), Ps(y)} = / di / AR 3 {exp(ika)v., (RICR) + exp(—ike)us, (Fjas ()

exp(—ik’ ym, (/5’ Voo (k) + exp(ik'y) iy, (K)al, (K)}

-

- /dkz (usa k) Vs, (k) exp(—ik(z —y)) + USQ(E)@Sﬁ(E) exp(ik(x — y)))
= /dk‘ D ((F 4+ m)agexp(—ik(x —y)) + (k — m)as exp(ik(z - y)))

(il + M) / di(exp(—ik(z — ) — exp(+ik(z — y)))

= (ids + m)ap(iAp(z —y)) . (4.230)

Der Feynman-Propagator ist gegeben durch das zeitgeordnete Produkt (fiir Fermionen!)

Sk (@ = y) = (0T ¢a(2)5(y)|0) = (010(2 — y")a(2)Ps(y) — O(y" — 2°)s(y)a(@)[0) .

(4.231)
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Ferner ist
(i@ +m)Ap(z —y)
4 .
d’k ’ ~ik(z—y)

=Sp(r—y) = <i@+m)/ (2m)* k> — m? + de
= i S e
(

2m)4 k2 — m? + e

=k d*k 1 ik(z—)
= Wy 4.232
Z/(27T)4k—m+iee ( )

Damit ist
(i) — m)Sp(x —y) = i6W (z —y) . (4.233)

Der Fermionpropagator ist also Greensfunktion zur freien Diracgleichung. Und es gilt die

Kausalitt fiir {1, 9}.

4.8 Quantisierung von Spin-1-Feldern (Vektorfeldern)

Wir wollen nun Vektorfelder quantisieren. Aus der Elektrodynamik ist der klassische Limes
bekannt. Dieser ist durch die Maxwell-Gleichungen gegeben. Allerdings ist die Quantisie-
rung von Feldern, die durch die Maxwell-Gleichungen definiert sind, schwierig. Das Problem
kommt von den Freiheitsgraden. Das Viererpotential

AH = ( f{’ ) (4.234)

hat vier Freiheitsgrade. Das Photon hat aber nur zwei Freiheitsgrade. Es muss also dafiir
gesorgt werden, dass die nicht-dynamischen Freiheitsgrade, die nicht zum Photon beitragen,
nicht quantisiert werden.

Wir werden zunéchst ein massives Vektorfeld quantisieren. Dieses besitzt drei Freiheits-
grade. Beispiele fiir massive Vektorfelder sind die W=*- und Z-Bosonen der schwachen Wech-
selwirkung. Weitere Beispiele sind die Spin-1 Mesonen p, w, ¢, die aus Quarks aufgebaut sind.
Der Grund fiir die Diskrepanz in der Anzahl der Freiheitsgrade ist eine innere Symmetrie
(Eichinvarianz).

4.8.1 Massives Vektorfeld

Das Feld A* besitzt vier Freiheitsgrade, das massive Vektorfeld aber nur drei. Wir benotigen
also eine Nebenbedingung, um die Anzahl der Freiheitsgrade zu verringern.

Wir stellen zunéchst die Feldgleichungen auf, indem wir uns an die Maxwell Gleichungen
anlehnen, welche sich kovariant aufschreiben lassen. Wir haben also

0 F"™ +mPAY =0, (4.235)
mit dem Feldstarkentensor

P = 0rAY — Y A" (4.236)
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Diese Gleichung nennt man Proca-Gleichung. Anwenden der Vierer-Divergenz auf die Glei-
chung liefert

0, (0, F™ + m2AY) = 0,0,(0" AY — 9" A") + m20,A” =0 . (4.237)

Der erste Ausdruck liefert null, da hier ein symmetrischer Tensor mit einem antisymmetri-
schen Tensor kombiniert wierd. Dies sieht man auch durch explizites Nachrechnen:

0,0,(0"A” — 0" A") = 0,0,0"A” — 0,0,0" A" = 0,0,0" A" — 0,0,0" A"
= 0,0,0"A" —0,0,0"A" =0 . (4.238)
Dabei wurden im ersten Summanden die Summationsindizes p und v vertauscht, was zuléssig
ist, da iiber alle Indizes summiert wird. Die partiellen Ableitungen 0, und 9, kénnen nach

dem Schwarzschen Satz dann wieder vertauscht werden. Somit gilt m29,A4” = 0. Unter der
Annahme, dass die Masse ungleich null ist, folgt dann die Nebenbedingung

8,A” =0 . (4.239)

Einsetzen in (4.236) liefert

0, F" = 0A” (4.240)
und somit
(O+m?)A%(z) =0 mit 9,4 =0. (4.241)

Wir haben also die Klein-Gordon-Gleichung fiir jede Komponente von A” gefunden. Durch
die Nebenbedingung 9, A" reduziert sich die Anzahl der Freiheitsgrade auf drei. Die zu (4.241)
gehorige Lagrangedichte lautet

1 2

L= —FuF" + %AMA“ , (4.242)

wobei A, ein reelles Vektorfeld darstellt. Als Ansatz einer Losung von (4.241) wéhlen wir
ebene Wellen der Form

d*k - -
A, (x) = / 2r)790n exp(—ikz) €N (k) a(k) + h.c., mit w, = kg = \/k2+m?2 . (4.243)

27)3 2wy,
Bei €5 handelt es sich um den Polarisationsvektor. Aus der Nebenbedingung ergibt sich
keMN (k) =0 . (4.244)

Somit gibt es also drei linear unabhéngige eV Im Ruhesystem des Teilchens haben wir

k¥ = (m,0)T. Daraus folgt dann
eV =0, damit ke, (k) =0. (4.245)
Dies ist erfiillt durch die Wahl

0 0 0
w| 1 e? = and ¢® — | Y (4.246)
14 0 Y v 1 Y v 0 °

0 0 1
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Es handelt sich um die kartesische Standardbasis. Alternativ kann man die folgende komplexe
Basis wihlen:

0 0
1 1 0
(#) — B) —
€y AR und €, 0 (4.247)
0 1

Die ersten beiden Vektoren beschreiben die zirkulare Polarisation. Es gilt fiir beliebige Be-
zugssysteme

eM (€)X = €N M = g fiir A, N =1,2,3. (4.248)

Und die Vollstandigkeitsrelation lautet

k,k,
ZELA)E:;(A) _ <gw/ _ ;2 ) _ (4.249)
A

Fiir die allgemeine Losung in quantisierter Form haben wir

Au(z) = / ey (exp(—ikx) O (B) a™ () + exp(ika) €O () afw(z%’)) . (4.250)

A=1,2,3

Der Operator aT(A)(E) erzeugt ein Teilchen mit Impuls k und Polarisation A. Es gelten fol-
gende Kommutatorrelationen

[A,(z), A, (y)] =0 fiir (z—y)* <0. (4.251)
Und fiir die Operatoren
[a™ (k) at®) ()] = 6an (27)% 2wy, 6 (k — k') . (4.252)

4.8.2 Massesloses Vektorfeld (Photonfeld)
Eichfreiheit

Die Maxwell-Gleichungen lauten

o F* = 4 inhomogene Maxwellgleichungen (4.253)

Qf’“” =0 homogene Maxwellgleichungen |, (4.254)
mit dem dualen Feldstirkentensor

8 1

Frvo= 56“"0‘5 Fos . (4.255)

Der Feldstéirkentensor ausgedriickt durch die Potentiale lautet
F,=0,A,—-0,A, . (4.256)

Damit ist die Gleichung (4.254) automatisch erfiillt (nachrechnen!). Das Vektorpotential ist
hierbei aber noch nicht eindeutig festgelegt. Wir haben also eine Eichfreiheit. So bleibt F),,
unverdndert unter der Ersetzung

Au(w) = Al(2) = Au(x) + A (2) (4.257)
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wobei A(z) ein beliebiges Skalarfeld ist. Wir konnen die

Lorentz-Eichung: 0, A" =0 (4.258)

wiéhlen. Denn, falls

0, A" =G(x) #0, (4.259)
dann wihle A(z) so, dass

OA(z) = —G(x) . (4.260)

Fiir das neue Feld A (z) gilt dann (4.258). In der Lorentz-Eichung ist die Maxwellgleichung
(4.253) dquivalent zu

04" = j (4.261)
bzw. im freien Fall (7 = 0)
OAY =0. (4.262)

Als weitere Freiheit in der Wahl der Eichung kénnen noch solche A gewéhlt werden, fiir die
gilt

OA(x) =0. (4.263)
Neben der Lorentz-Eichung gibt es noch die Coulomb-Eichung. Hier wird gefordert

Coulomb-Eichung: A°=0 und V-A=0. (4.264)

Diese Eichung ist allerdings nicht kovariant. Ein weiteres Beispiel einer Eichung ist die axiale
Eichung, fiir die gilt

Axiale FEichung: A, =0. (4.265)

Im folgenden wird die Lorentz-Eichung verwendet werden.

Lagrange Formalismus

Als einfachsten Ansatz fiir die Lagrangedichte wéahlen wir

1
L=~ FuF". (4.266)

Ferner fordern wir die Kommutatorrelation

[Au(2), T (y)]ag=yo = —igw0(T — 7). (4.267)

Das Minuszeichen wird spéter erklédrt werden. Der kanonisch konjugierte Impuls ist gegeben

durch

" (z) = = —"AF + " A" (4.268)
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Wie wir sehen, verschwindet die Nullkomponente II°. Wir konnen also nicht mit dieser
Lagrangedichte arbeiten. Wir betrachten daher nun die Lagrangedichte

1 1
L= —ZFQ — §>\(8MA“)2 : (4.269)

Die dazu gehorigen Feldgleichungen lauten
O, F" +X0"0,A" =0 «« DA —(1-X)0"0,A"=0. (4.270)

Die Gleichungen dhneln der Klein-Gordon-Gleichung. Der kanonisch konjugierte Impuls er-
gibt sich zu
I = —3°A* + 9" A° — \g"*(9,A") = TI° = =\ 3,A” # 0 falls A # 0 und 9,A" #0 .
(4.271)

Im folgenden wird A = 1 gesetzt.

Wir fordern nun nicht die Lorentz-Eichung d,,A* = 0, sondern 0, A*|1) = 0, wobei |¢)) ein
physikalischer Zustand ist. Der Erwartungswert der geforderten Kommutatorrelation (4.267)
ist

(WIA(), Ty (Y)]ao=yo 1) = —igud (T = §)(P|4) . (4.272)

Das allerdings ist inkonsistent mit der Forderung 8, 4% = 0. Denn wegen II° = —9, A ist
die linke Seite von (4.272) identisch 0 (fir v = 0).

Wir fordern jetzt

Gupta-Bleuler-Bedingung: 8, A™"|4) =0, (4.273)
wobei
Ay =AP + A0 (4.274)
mit
3
A,(f) (x) :/ o 32wk )\Z%G )‘ exp(—ika:) . (4.275)

Es handelt sich hier also um den Anteil mit den positiven Frequenzen. Dabei verwenden wir
die Notation, dass eine nach rechts laufende ebene Welle durch exp(—ikx) beschrieben wird.
Der Anteil

3
(=) )\ T(A ;
A (z) = / o 32wk Ze k) exp(ikz) (4.276)

A=0

beinhaltet die negativen Frequenzen. Die Summation wird iiber die vier linear unabhéngigen
Polarisationen ausgefiihrt. Fiir diese gilt

Orthogonalitiit:  €,(\)e® ¥ =~V mit (O = -1, ¢V =¢® =¢® =1 (4.277)
3

Vollsténdigkeit: ZC()‘ Ne) = g, . (4.278)
A=0
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Wir gehen nun in ein bestimmtes Bezugssystem mit

cOn —

und eMr = ( 69 ) fiir A =1,2,3 . (4.279)
A

o O O

Im Fall, dass nur die nullte Komponente, ¢ vorhanden ist, spricht man von skalarer
Polarisation. Ferner ist

k
€3=—. (4.280)
||
Die beschreibt eine longitudinale Polarisation.
Aus der Forderung (4.273), die dquivalent ist zu
(1]9, A =0 (4.281)
folgt
(V0. A"[¥) = 0. (4.282)
Dies ist die Lorentz-Bedingung fiir den Mittelwert.
Einsetzen der Entwicklung nach ebenen Wellen in
[Au(@), I (9)]z0=y0 = —1Gu0(Z — 7)) (4.283)
liefert
[a™ (), at®) ()] = ¢V (27)3 2w o (k — K) . (4.284)

Fiir A = 0 tauschen Erzeuger und Vernichter die Rollen, da ¢(® = —1. Wie gehabt gilt
[a,a] = [a',a'] =0 . (4.285)

Wir interpretieren o) (E) als Vernichtungsoperator und a()‘)T(E) als Erzeugungsoperator. Die
skalare Polarisation wird durch A = 0 beschrieben, die longitudinale durch A = 3 und die
transversalen durch A\ = 1,2. Wir haben

fiir den Vakuumzustand: N (k)|0) = (4.286)
den Ein-Photonzustand: T(l;:»)| 0) = |k: A) . (4.287)

Im folgenden soll diese Interpretation gerechtfertigt werden. Wir wenden hierfiir den Hamil-
tonoperator auf einen Zustand |k, ') an,

3
H:FN) = / diw 37 ¢ af® (B)a™ (a1 (#)0)
A=0

3
_ / dhwe S ¢V ai® (F)(@21)22u VY S(E — B)[0) = wil ', N) (4.288)
A=0
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Wir haben fiir das masselose Photon
wi = |k - (4.289)

Damit ist wy, > 0 und der Hamiltonoperator also positiv definit. Allerdings gibt es Zusténde
mit negativer Norm. Denn

(k, ME, ) = (0laM (k)at® (£)[0) = ¢V <0 fir A=0. (4.290)
Skalare Photonen haben also die Norm -1. Es folgt aber aus

k‘uzg:e“()‘)a()‘) = Z k'™ a™) (4.291)

A=0 A=0,3

mit der Forderung

DAY =0 (4.292)
dass

(a<3>(1%’) - a<0>(12§)) W) =0 (4.293)

Dies ist eine Bedingung an die skalaren und longitudinalen Photonen. Die Gupta-Bleuler
Bedingung stellt keine Bedingungen an die transversalen Photonen. Es gilt insbesondere

<¢‘GT(3)CL(3) _ aT(O)a0|O) — w’aT(ii) (a(3) _ a(O))‘w —0. (4.294)
Dies folgt aus (a(?’)(l;) - a(o)(E)> |t)) = 0. Und fiir den Erwartungswert der Energie ergibt
sich

3 2
(|H|p) = <1/1 /dewk ¢ Mt ¢> - <1/1 /dewk aMfg™ ¢> . (4.295)
A=0 A=1

Es tragen also nur die transversalen Anteile bei. Durch die Gupta-Bleuler-Bedingung wird
erreicht, dass in den physikalischen Grofien nur die physikalischen Freiheitsgrade beitragen.
Die kann man analog auch fiir andere physikalische Groflen zeigen. Aus 8MA(+)“|@Z)> = ( folgt,
dass nur transversale Photonen zu beobachtbaren Gréfien beitragen.

Zusammenfassung

e Es gibt neben den beiden physikalischen zwei zusétzliche Freiheitsgrade (longitudinal
und skalar).

e Einer davon wird durch die Gupta-Bleuler-Bedingung untersagt.

e Der andere entspricht einer zusétzlichen Eichfreiheit, da man trotz der Lorentz-Bedingung
noch hat, niamlich A* — A* 4+ O*A mit OA = 0.

e Bei Streuprozessen spielen die skalaren und longitudinalen Photonen eine wichtig Rolle.
Fiir Eichtheorien gilt allgemein, dass die Forderung nach Kovarianz zu unphysikalischen
Zusténden (Zustédnden mit negativer Norm) mit sogenannten Geistteilchen fithrt. In
der Quantenelektrodynamik (QED) ist die Losung trivial, da hier die Geister entkop-
peln. In der Quantenchromodynamik (QCD) und der elekroschwachen Wechselwirkung
treten diese Zustdnde in der Rechnung auf. Allerdings gibt es fiir einlaufende Wellen
ohne Geister auch nur auslaufende Wellen ohne Geister, so dass die Wahrscheinlich-
keitsinterpretation gewéhrleistet ist.
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4.9 Der Feynman-Propagator fiir das Photonfeld

Fiir den Feynman-Propagator des Photonfeldes betrachen wir den Kommutator

[AF(2), A (y)] = iD"™ (x — ) | (4.296)
Der Feynman-Propagator des Photonfeldes ist dann gegeben durch
D (x—y) = — W/ﬁ;ex (—ik(z —y)) = (0|T A*(x)A"(y)|0) (4.297)
r =9 (2m)* k2 + ie P v = L '

Dies findet man, indem das Photonfeld Glg. (4.198) eingesetzt wird und die Kommutatorre-
lationen Glgen. (4.284), (4.285) sowie die Vollsténdigkeitsrelation(4.278) verwendet werden.
Wir wollen den Propagator analog zum skalaren Feld interpretieren. Allerdings werden hier
vier Arten von Photonen ausgetauscht, zwei transversale, ein longitudinales und ein skalares
Photon.

Wir betrachten den Feynmanpropagator im Impulsraum in dem Bezugssystem mit den
Polarisationsvektoren

1
. E*— (n - kE)n
n* = ey (k) = 0 und €5 = (n - kjn . (4.298)
0 (n-k)2— k2
0
Der Feynmanpropagator im Impulsraum ist gegeben durch
pw 97 s 1 i )W
S e N R e
C 2
1 (k" — (n-k)n*)(k¥ — (n - k)n")
- - (N N (N — ¥
K2t ie ;C e k2 =2 e
2
1 ntn? kK — k- n(kFn¥ 4+ kYn*)
- - (A) M (N (4.299
K2+ ie ;C N A P k)2 =12 (4.299)
i D D/r ]

Der erste Term beschreibt den Austausch von transversalen Photonen. Damit haben wir also

Der zweite Term ist im Ortsraum
DY, = g“og”o/ d'k i exp(—ikx) = g"0g"° d(zo) (4.301)
e (2m)* |2 el |

Dies entspricht einem instantanten Coulomb-Potential. Der dritte Term D%TR verschwindet,
da das Photon an einen erhaltenen Strom koppelt. Das heifit, es gilt 0,,j# = 0 und damit im
Impulsram £,,5# = 0.



Kapitel 5

Wechselwirkung, Storungstheorie

5.1 Freie Theorie

Wir haben uns bisher mit der freien Theorie beschéftigt. Diese enthilt in der Lagrange-
dichte nur quadratische Terme in den Feldern. Mithilfe der Euler-Lagrange Gleichung erge-
ben sich daraus homogene, lineare Feldgleichungen. Diese sind exakt 16sbar durch Fourier-
Entwicklung. Dies fithrt dann zur Berechnung des Propagators. So wird ein reelles skalares
Feld durch die Klein-Gordon-Gleichung beschrieben. Die Lagrangedichte lautet

1 m?
L= 2(0,0)(0"0) ~ " ? (51)
Anwenden der Euler-Lagrange Gleichung fiihrt auf die Feldgleichung
(O+m*)p=0. (5.2)

Der Feynman-Propagator ist gegeben durch

De(a =) = OTo@)6(0)10) = [ G

Das ist sozusagen die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dass sich ein Teilchen vom Ort &
zum Ort y ausbreitet. Jedoch sind Felder ohne Wechselwirkung nicht nachweisbar. Deshalb
werden wir im folgenden die Wechselwirkung zwischen Feldern betrachten. Allerdings ist
bisher eine exakte Losung nicht moglich. Es werden daher die Wechselwirkungsphédnomene
mithilfe der Storungstheorie auf eine Beschreibung durch freie Felder zuriickgefiihrt.

exp(—ik(z —y)) . (5.3)

5.2 Wechselwirkungsterme
Die Lagrangedichte wird aufgeteilt in eine freie Lagrangedichte £, und eine Lagrangedichte
Ly, die die Wechselwirkung beschreibt,

L=Ly+ Ly . (5.4)

Die freie Lagrangedichte ist quadratisch in den Feldern, die Wechselwirkungslagrangediche
enthélt Terme mit mehr als drei Feldern.

Wir betrachten als Beispiel die Elektrodynamik. Klassisch wechselwirken elektromagne-
tische Felder mit dem elektrischen Strom,

O, = v (5.5)

23
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Der Strom j” wird z.B. durch Elektronen hervorgerufen. Damit wird ein Wechselwirkungs-
term zwischen Photonen (A,,) und Elektronen (1) konstruiert. Nun muss aber £ ein Lorentz-
bzw. Dirac-Skalar sein. Mogliche Terme sind z.B. ¢}, ¢y*) etc. Wir fithren also den Wech-
selwirkungsterm

Ly = —edry" A, (5.6)
ein, wobei e eine Kopplungskonstante ist und die Stérke der Wechselwirkung bestimmt.
Damit ist die Lagrangedichte der Quantenelektrodynamik (QED) gegeben durch

1 - _
Loep = _ZFWFW + (i — m)yY — eypy*9p A, + Eichfixierung . (5.7)

Der erste Term ist der kinetische Term fiir das Photon, der zweite Term der kinetische Term
fiir das Elektron (Dirac-Feld). Die zu Lggp gehorigen Euler-Lagrange Gleichungen lauten

(i — ed — m)jb(:c) =0 :
O F" =epyyp = j¥. (5.9)

Die zweite Gleichung hat die Form, die bereits aus der Elektrodynamik bekannt ist. Damit
kénnen wir

J = ey (5.10)

als Noetherstrom interpretieren. Es handelt sich hierbei um den erhaltenen Strom fiir eine
Dirac-Theorie. Die beiden Gleichungen sind gekoppelte nichtlineare Feldgleichungen! Es stellt
sich die Frage, wie man diese 16sen kann.

Es sei bemerkt, dass Logp invariant ist unter einer lokalen Eichtransformation. So kann
man ¢ (zx) ersetzen durch

P(z) — exp(ia(x))y(x)), mit alzr) € R, und gleichzeitig (5.11)
1
Ay(x) = Au(x) ~ - 0,0(2) (5.12)
e
Durch diese Eichtransformation ist die Quantenelektrodynamik charakterisiert.
Weitere Beispiele fiir Wechselwirkungen sind

o ¢*-Theorie:

1 o m,A
_ - _ 22 1
e Yukawa-Theorie (Wechselwirkung zwischen einem Skalar und Fermionen):
L=Ll+ Ll — gipo (5.14)

e Skalare Elektrodynamik

L= T F P 1[0, +ieA)d]" (0 + ieA)o — m’6's (5.15)
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Wir haben bisher nur kubische und quartische Terme in der Wechselwirkungslagrange-
dichte betrachtet. Es stellt sich die Frage, ob es auch hohere Potenzen wie etwa ¢% gibt.
Die Antwort ist, dass Produkte aus Feldern in der Lagrangedichte, die eine Massendimensi-
on > 4 haben, nicht renormierbar sind. Sie fithren zu Observablen, die von einem Cut-Off
abhidngen. Hierzu dquivalent ist, dass bei Wechselwirkungstermen die Massendimension der
Kopplungskonstanten immer > 0 sein muss. Wir hatten folgende Massendimensionen

] =—1,[8,) =1, .. (5.16)

5.3 Wechselwirkungsbild

Der Hamiltonoperator kann genauso wie die Lagrangedichte als Summe aus einem freien
Operator Hy und einem Operator Hy,, der die Wechselwirkung beschreibt, geschrieben wer-
den, d.h.

H = Hy+ Hy . (5.17)

Der Vergleich zwischen Schrédinger, Heisenberg- und Wechselwirkungsbild ist in Tabelle 5.1
gegeben.

‘ Bild ‘ Zustéande ‘ Operatoren ‘
Schrodingerbild 10| )° = H|¢)” i0,0% =0
Heisenbergbild 10 |P)T =0 i0; =[O H|

Wechselwirkungsbild | id;|¢v)V = Hy |[¢)V | i0,0" = [OW, H]

Tabelle 5.1: Vergleich Schrodingerbild, Heisenbergbild und Wechselwirkungsbild.

Dies gilt insbesondere fiir O = 7, ¢, A, .... Die Operatoren erfiillen im Wechselwirkungs-
bild also die Bewegungsgleichung der freien Theorie. Daraus folgt dann, dass die Feldoperato-
ren wie zuvor eine Fourier-Zerlegung haben. So gilt etwa fiir den Feldoperator des Skalarfelds
im Wechselwirkungsbild

ng(:p) = /(275)73];% [exp(iij) aT(E) + exp(—ikx) a(]g)] mit  wy = ko = \/ E2 +m?.
(5.18)

Wir werden im folgenden immer im Wechselwirkungsbild arbeiten und den Index W weg-
lassen.

5.4 Die Zeitentwicklung der Zustinde - S-Matrix

Es wurde bisher keine wechselwirkende Theorie in 4 Dimensionen (D = 4) exakt gelost.
Wir miissen diese also ndherungsweise im Rahmen der Stérungstheorie 16sen. Diese ist als
Potenzreihe in der Kopplungskonstanten gegeben. Die Vermutung (Hoffnung, Erfahrung!)
ist, dass die Reihe konvergiert, so dass eine Approximation durch die fithrenden Terme in
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der Entwicklung moglich ist. Betrachten wir als Beispiel das anomale magnetische Moment
a des Elektrons, das berechnet wurde zu

Ge — 2 o' a2 a\3 a\4
-2 032 (—) 4118 (—) 151 (—) — 0.0011596521866 (5.19)

2 27 m m m
Hier ist « die Kopplungskonstante o = €?/(47). Experimentell findet man
a = 0.0011596521884(43).

Wir wollen Streuexperimente beschreiben. Die Wechselwirkung soll hierfiir nur iiber einen
endlichen Zeitraum [T}, T] wirken. Die asymptotischen Zustdnde |p(t — —o0)) und |(t —
+00)) erfiillen die freie Bewegungsgleichung mit Hy, = 0, also

|p(—o0)) — Wechselwirkungsgebiet — |¢p(00)) . (5.20)

a =

Die Wechselwirkung findet hierbei nur zwischen 77 und 7, statt. Wir werden also keine
Wechselwirkungszustéinde beschreiben. Wenn |n) die Eigenzustdnde von Hj sind, so ldsst
sich schreiben

p(—00)) = > anln) mit D fa,[* =1 (5.21)

n

6(+00)) = > buln) mit Y [b)*=1. (5.22)

n

Das heif3t, der Zustand wird durch die Wechselwirkung geéndert, aber seine Norm bleibt
erhalten. Dies entspricht einer Drehung im Zustandsraum. Es gibt also eine unitédre Trans-
formation S mit

|¢(+00)) = S|d(—00)) - (5.23)

Im folgenden soll die sogenannte S-Matrix S bestimmt werden.

5.5 Bestimmung der S-Matrix

Unser Ausgangspunkt ist die Schrodingergleichung
10| o(t)) = Hw|p(t)) mit der Anfangsbedingung |¢(—o0)) = [i) . (5.24)

Die Differentialgleichung lésst sich in eine Integralgleichung umschreiben, aus der eine ite-
rative Losung bestimmt wird, indem immer wieder |¢(¢)) mit ¢t = ¢y, o, ... in die Gleichung
eingesetzt wird. Also

6) = i)+ (—i) / dty Hyg (0)[6(t2) = |i) + (—i) / by Hyy (11)]1)

—00 —00

(i)’ /_ dty Hyw (1) /_ it Hyw (1) |6(1))
- |z')+Z(—z')"/ dtl/l dtz.../n_l dt, Hyy (1) Hyp (ts)... Hyw (8,)]3) . (5.25)

Fiir t — oo kénnen wir daraus die S-Matrix bestimmen. Zunéchst bringen wir den obigen
Ausdruck fiir ¢ — oo in kompaktere Form, indem wir verwenden:

/ dt1/ dtQHW tl HW tg / dtl/ dtg HW tl)Hw(tg)) (526)
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wobei der Zeitordnungoperator T', definiert iiber

Hw(t)Hw(t2) t2<t

Hy (t2)Hw(t) o>t (5.27)

Ty () Hi (1)) = {

verwendet wurde. Somit erhilt man

6oo)) =Y (_i!)" /_oo dt, . /_Oo it T(Ho (1) Hip (1))]3) (5.28)

n
n=0

Damit erhalten wir fiir die S-Matrix den Ausdruck

S=T [eXp <—i /: dtHW(t))} =T [exp <z /: d*x ﬁw(x))] : (5.29)

Und die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind gegeben durch
(F1Sli) = {flo(+00))
2
= <f’<1+z’/d4xT£W(:c)+%T/d‘*:c/d‘*chw(:c)cw(y)Jr...) ¢>(5.30)

Zum Beispiel haben wir in der Quantenelektrodynamik eine Lagrangedichte der Form Ly, ~
ey A, die die Wechselwirkung beschreibt. Zu berechnen ist also

(FIT @ (@) (@) Au(@) (D ()Y () Au(y)).- [i) - (5.31)

Benotigt werden Matrixelemente der Form ( f|T'¢1(x1)...0n(2,)|i), wobei die ;(z;) allgemein
Quantenfelder im Wechselwirkungsbild sein sollen. Ferner sollen die ¢ sowohl bosonische als
auch fermionische Felder sein, ; € {1, 4,, ¢,...}. Die Zeitentwicklung ist analog zu freien
Feldern. Wir wollen nun das zeitgeordnete Produkt genauer betrachten.

5.6 Das Wick-Theorem

Wir schreiben

oi(r;) = 901('+)<55i) + 8057)@@') ; (5.32)
mit
oDz = / (27373’;%%05’) exp(—ik;) (5.33)
_ A3k - ) .
cpl( )(:pz) = /ij(k:) exp(itkx;) mit (5.34)

wp = ko=\k2+m?2. (5.35)

Das (+) steht fiir positive, (—) fiir negative Frequenzen. Im folgenden sei ¢; = ;(x;). Wir
haben

+) () —gpﬁ»*)(pgﬂ falls ¢;, p; Fermion-Felder
+o; T sonst
R N (5.37)
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Es ist

D19 = (90§+) + 90(7))(90?) + S0(*)) _ SOng)(ngr) + 90(7)90?) + S0(*)80(*) 4 SOng)gp(*) . (5.38)

Es sind alle Terme bis auf den letzten normalgeordnet. Dieser kann unter Verwendung des
(Anti-)Kommutators umgeschrieben werden. Denn

PPl = [0, pple i 0P (5.39)
Und somit
{gogﬂ, go(_)} falls ¢4, o Fermion-Felder

=0 T ] o (540

Falls ¢1, 3 bosonische Felder sind, so kénnen wir fiir 29 > 23 auch schreiben

0 .0
mlimQ

[T, 05T = (0][p5, 57710) = (017 l710) = (0]102]0) (0]Tp1p5|0) . (5.41)

Das gilt analog, falls ¢1, ¢ fermionisch sind (zeigen!). Falls 2{ < 29, werden die Indizes 1
und 2 vertauscht, und man erhélt dieselbe Gleichung;:

P21 =1 a1+ +(0[Tp2401]0) (5.42)
Und also

1. Seien ¢y, py Fermionen, dann ist (9 > z9)
T(prp2) = =201 = — 1 a1 0 —(0[T'p201|0) = : o102 +(0[Tp1p2/0) . (5.43)

2. Seien p; oder @5 ein Boson, so erhélt man ein analoges Ergebnis.
Es folgt also

T(p1p2) = w102 0 +H{0|Tp192]0) Vo1, o und Yy, s . (5.44)
Die Felder ¢; verhalten sich wie freie Felder. Das heifit, dass

(0|Ti(x)p;(y)|0) = Dip(x — y) (5.45)

der Feynmanpropagator fiir Felder vom Typ ¢ ist. Falls o1, o unterschiedliche Felder sind,
gilt

(0]Tp12[0) = 0. (5.46)
Wir fithren folgende Abkiirzung ein:
P12 = (0[Tp102[0) - (5.47)
L1

Man nennt dies Wick-Kontraktion.

Fiir drei bosonische Felder gilt

To(xr)d(x2)p(xs) = d(x1)d(22)d(xs) : + = d(x1) = (0T d(22)p(x3)0)
+ 1 o(x2) - (0T (x1)e(23)[0)
+ 1 d(xs) + (0T (1) (22)[0) - (5.48)
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Allgemein ist
To(w)-d(en) = : G(&1).-b(wn)
+) (@) d(wa) Sl D)) (0T D) b()[0) + ...

k<l

+>° S to(@). bl bl p(rn)  x
p22 kl < /{ZQ
< .. < k?gp

Y (0TS, )@, ]0)... (0| T (s, ) (s, )0) | - (5.49)
Alle Perm

Beachte bei Fermionfeldern das Minuszeichen: Zum Beispiel gilt im Fall von drei Feldern:

o1p203 | — I falls 9, 3 Fermionfelder
L——J= P1P3P2 (550)
+ LD sonst
Allgemein ist
O Ppee-Ppeton = (= 1D)Por0101... 00 (5.51)
LI
wobei p die Anzahl der fermionischen Vertauschungen ist.
Wir betrachten ein Beispiel fiir n = 4:
T(p1p2034) = 1020311 + 1 Q10203041 + 1 Q1020300 1 + 1 P1P2P304
1 1 L I
+ 120300 1+ Q1020301 1 T P1P2P3Ps (5.52)
1 1 [T
T i p1P2P3Ps D P1P2P3Ps 1 T P1PaP3Py
I__I I__I I__I_______I__I I__I______I__I
Wir betrachten den Vakuumerwartungswert fiir ¢; = ¢(z;), also gleiche bosonische Felder:
O] 1.2 10) = 0 (5.53)
(1T (p1p20304)[0) = Dr(21 — 22)Dp(23 — 24) + Dp(21 — 24) Dp(20 — 73)
+ DF(ZL'l — ZEg)DF(I‘Q - 1‘4) (554)

5.7 Berechnung von S-Matrix-Elementen

Die Auswertung von (f|S]i) mit S = Texp (i [ d*zLw(z)) filhrt auf S-Matrix-Elemente
der Form (f|T'¢1(x1)...on(2,)|i). Dieses wird iiber das Wick-Theorem auf normalgeordnete
Produkte und Propagatoren reduziert,

To1..0n = :Q1..0n: +Z D1 Pi Pk -+ (alle Kontraktionen) . (5.55)
1
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Wir betrachten zunéchst ein reelles Skalarfeld ¢. Es sei der Anfangszustand

|9) = [P1, P2y - Pn) = aT<ﬁl)aT(ﬁ1)---aT(ﬁn)|O> . (5.56)

Und analog fiir den Endzustand |f). Das Skalarfeld wird in Komponenten zerlegt, die nur
Erzeuger und Vernichter enhalten, d.h.

¢ = o1+ mit (5.57)
d3
o (z) = /@Tf;wka(@ exp(—ipr) = /pa(ﬁ) exp(—ipz) und (5.58)
6@ = [ d@ el (5.59)
p
wobei w = py = /p? + m2. Da ¢*) nur Vernichter enthilt, gilt
¢ (2)]0) = 0. (5.60)
Und ferner

[ (2),d' (@) = [ [a(@") exp(~ip'z),d (§)] = //exp(—ip’x)[a(ﬁ'),aT(ﬁ)]

p

/

d*p exp(—ip'x)d(p — p’) = exp(—ipr) . (5.61)

/
/

Damit haben wir also

0™[p) = ¢'Mal (9)|0) = exp(—ipx)|0) (5.62)

und

dDpr.pry = ¢Pal(p1)...al (5,)]0)
= a'(p1)oMal (By)...a (51) |0) + exp(—ip12)al (72)...at (5,)]0)

= Y 6Dl (@) ol (@)...aleg)..al (7)[0)  mit (5.63)
n=1 1 I
o (x)al(p) = exp(—ipz) . (5.64)

Daraus folgt dann, dass
I (21)..0D (xn)|Pr..Pa) =0 fiir N >n . (5.65)
Zum Beispiel konnen wir fiir N Skalarfelder haben

(fl 20 1) = (floM..0WMi) + (| T oWDi) + ..+ ...
= (fl¢ .0 ¢ oD i) + . (5.66)
o~

Dieser Ausdruck ist nur dann ungleich null, wenn Ny < n; und N_ < ny. Dabei sind n;
(ng) die Anzahl der Teilchen im Anfangs-(End-)Zustand und N, (N_) jeweils die Anzahl
der Felder mit positiven bzw. negativen Frequenzen in den einzelnen obigen Ausdriicken
(Ny + N_ = N). Falls Ny <n; und N_ < ny, dann ist

(flo ). pDi) ~ (f]') nur # 0, falls i) = | f') . (5.67)
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5.7.1 Modifikationen fiir Dirac- und Vektorfelder

Wir hatten die Fourierzerlegungen

o(z) = / ﬂ(amex (—ipz) + a' exp(ipz)) = o) + ¢ (5.68)
= | Gy, @@ (=i p(ipz)) = :
oo = [ o 3 () i) + 0 i) = o+ 4
(5.69)
Aulz) = / dp Y (ex()el) (B) exp(—ipw) + (PN (7) explipr)) = ALY + AT .
A
(5.70)
Analog wie vorher ergibt sich
VY (2)al(@) = us(p)exp(—ipa) (5.71)
| I I
VI 2)l(p) = v.(p) exp(—ipa) (5.72)
| I I
a (P () = u,(p) exp(ipz) (5.73)
| I I
b(P)Y T (x) = w(p) explipz) (5.74)
| I I
Al(f)c:r\(ﬁ) = e}(j\)(ﬁ) exp(—ipzr) (5.75)
1
c,\(ﬁ)Afj) = ef[\)*(ﬁ) exp(ipz) . (5.76)
1
Ferner ist zu beachten, dass
¢ (@)al(B1)af (72)|0) = ¢ alal|0) — ¢ Pala[0) . (5.77)

I | I I

5.7.2 Beispiel: Quantenelektrodynamik
Ausgangspunkt ist die Wechselwirkungs-Lagrangedichte
Ly = —epy" YA, = —ehayhgthpAy = —etatayhsA, - (5.78)

Im folgenden wird der Spinindex unterdriickt. Wir betrachten die Méller-Streuung, d.h. den
Prozess

e (p1,r1) + € (p2,r2) — € (p3,m3) + € (pa,7a) - (5.79)
Das heifit, wir haben Anfangs- und Endzustand

i) = al, (P1)al, (p2)|0) und |f) = al, (ps)af, (71)[0) - (5.80)
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An dem Prozess sind vier Teilchen beteiligt. Damit benétigen wir im 7T-Produkt mindestens
vier Felder 1, so dass Ny = n; und N_ = n;. Es muss also mindestens £%, betrachtet

werden. Wir haben
)

(S = (f|z’>+<f
* 7 / d'z / d*y(fIT ()" (@) Au(2) (D)7 D (1) A () i) + .. (5.81)

iT / d*z Ly (z)

Folgende Bemerkungen sind zu machen

1. Die Felder A, miissen Wick-kontrahiert sein, da es keine Photonen im &uferen Zustand
gibt. Ansonsten stehen sie im Normalprodukt, welches verschwindet:

0] :A,A,:10) = 0 und (0]A,A,[0)#0. (5.82)
1

2. Kein Feld ¢ darf Wick-kontrahiert sein, da fiir die dufleren Zusténde vier 1’s benotigt
werden.

3. Es ergeben sich damit die folgenden moglichen Terme: a) Erster Term, siehe Fig. 5.1
(links). b) Zweiter Term, sieche Fig. 5.1 (rechts). Durch eine fermionische Vertauschung
ergibt sich ein relatives Minuszeichen zum ersten Fall.

P5 P4 5’\}

b, by & e

Abbildung 5.1: Feynman-Diagramme, die zum Prozess e” e~ — e~ e~ beitragen.

4. Dritter Term: Dieser Term entspricht dem ersten mit der Vertauschung x < y.
5. Vierter Term: Dieser Term entspricht dem zweiten Term mit der Vertauschung = < y.

Somit erhélt man einen zusétzlichen Vorfaktor 2, der den Vorfaktor 1/2! aus der Entwicklung
der S-Matrix kanzelliert. Ausgedriickt durch Formeln ergibt sich fiir die Diagramme 1 und
3:

_______ I I n . - f 1 I

e / i / d*y(0]a(3)a(A)T] $(x)r"i(x) Au(z) Dy)r"0(y) 4, (w)]al(L)a'(2)]0)
I
1

= ¢ [ [ @' (A0 4,0) - 500 u(2) explipas + ipaa)a(3)1”u() expl(—ipy + ipay)
L1 (5.83)
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Hier steht a(1) fir a,, (p1) und u(1) fir u, (p1) usw. Wir verwenden

B d*k exp(—ik(z —y)), .
(ADAW) = 7AW = [ G g, (5.84)
| I I
Ausfiihren der Integration liefert
/d4:c — (27)*6W(py —py — k) und /d4y — (2m)*0W (ps — p1 + k) . (5.85)
Dies beschreibt die Impulserhaltung an den Vertizes. Ausfithren der Integration {iber k liefert
Ak o 5@ o kD (e — _ (2m)ts@ e
(2n)? (2m)°0" (ps — p2 — k)0 (p3 — p1 + k) = (27)°0W (p1 + P2 — p3 — pa) - (5.86)

Das entspricht der Gesamtimpulserhaltung. Somit haben wir

— S\ — /> v - _Z v
U+ @) = —@m)*6 (- p2 = pa = pa) W) u ()0 () 1

mit k = p1—p3=ps—Dps. (5.88)

. (5.87)

(2) 4 (4) berechnet sich analog, wobei 1 <> 2. Also haben wir fiir das gesamte Matrixelement

—iG
(P4 — p2)? + i€
g

(2 —ps)* 7 (7 u2) (@ ) (5.89)

—62(27T)45(4) (p1 + p2 — p3 — pa) (UgyHug)(usy uy)

Felder, die nicht kontrahiert sind, liefern wegen der Normalordnung keinen Beitrag, da (0] :
¢...¢ = |0) = 0. Es miissen alle Kontraktionen der Felder untereinander (Propagatoren) und
mit duBeren Teilchen (exp(Lipz), u(p), €,(p)) gebildet werden. In der Ordnung e? hatten wir
die Beitriige Fig. 5.1 erhalten. Die Ordnung e® verschwindet. Die Ordnung e* liefert wieder
einen Beitrag:

(OlasasT [yt AY Yayuthe AS syt AS dyverps AJalad|0) .
(5.90)
Hier ist ¢y = (x,), Ay = A¥(x;) etc. Die Kontraktionen werden im folgenden graphisch

betrachtet. Die vier Terme 1) A werden durch vier Vertizes reprisentiert, siche Fig. 5.2.
Damit ergibt sich das Feynman-Diagramm Fig. 5.3. Die Schleife entspricht dem Ausdruck

(o (w2)1(2) A2)) (W (23)10(w3) Al3) = AA Wty = AA(~1)gthathaths . (5.91)
g p--1 Ly -1 LIt

Dabei sind o und ( Spinorindizes und
Y(ws) = D)y’ =, (5.92)
Y(z2) = Y ) (5.93)
(ws) = P’ =y (5.94)
V(zs) = Y (5.95)
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Abbildung 5.2: Vertex ) A.

Der Ausdruck Glg. (5.91) ist eine Zahl € C, so dass man auch die Spur dieser Zahl bilden
kann,

AA(=1) - Sp(sthatbatiy) = Ay (w2) Ap(ws)(—1) - Sp(S (w3 — w2)7” - Sr(ws — w3)7°) -
L1 11 (5.97)

Der Ausdruck (—1)Sp entspricht einer geschlossenen Fermionschleife. Folgende Integrationen
miissen ausgefithrt werden:

i o ] 5 ] 8 o

-~

Propagatoren
exp(—i(ps — pa)xy) exp(—iki(xe — x1)) exp(—iks(x3 — x4)) exp(—ili(xy — x3))
exp(—ily(r3 — z2)) - Funktionen von ky, ks, 11, lo, p1, P2, D3, Da - (5.98)

Ausfiihren der Integrationen iiber xy, x9, x3 und x4 liefert

/&%m%ﬂmumﬁwwrwu—hwW@fwu—bww%r41Hgﬂﬂh+h—b)

= /#mﬂﬁw%—m+h—mMWm—m—h+m

d*l
= /d4l1 8 (p2—ps—li+p1—ps+ 1) = (2m) "0 (p1 + p2 — ps —p4)/ (2ﬂ)14 - (5.99)
k".ll‘\'
P"m i 4 x P5
L,
. 4
Pr J

Abbildung 5.3: Feynman-Diagramm, das zur Ordnung e? in e"e~ — e"e~ betrigt.
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Es muss also fiir jede geschlossene Schleife iiber den jeweiligen Schleifenimpuls integriert

werden. Hier ist dies [;. Weitere Kontraktionen zur Ordnung e? sind in den Diagrammen
Fig. 5.4 dargestellt.

Abbildung 5.4: Weitere Feynman-Diagramme, die in der Ordnung e* beitragen.

5.7.3 Feynmanregeln der QED

Damit konnen wir nun die Feynmanregeln der Quantenelektrodynamik angeben:

% Eiolewdnde Tuldotn:

Ps
Fa®
= Hekloon € ¢ usl p‘] =] (\ES _:_:____,."
= Yosdco & G[F‘} t & —_—
S L_'g
k
T halen £ €00 2 g e
. Lh %
% fusloonknde Teldea © o
— Elekicon ¢ ﬁép‘ng ﬁéij P
.S
o ?%Liwﬁ Al \[s['f') s 'bsr* e
L_I 1
..
BB
— den ¥: BT, oo
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% Topmodonn:

— BeXicon I"fba&mﬂ A P

: . T
p-m-ﬁi‘i_ ]

~ fngon '

- | ) [ e
l v R‘L“‘c [). Vv
I‘!‘:l'dl \‘L | LA

"2

% \edey:

— \odey ee) et 2 ~e‘f"fxl"=‘~th "

Ferner gilt

* An jedem Vertex gilt Impulserhaltung.

*

Multipliziere die Amplitude (s.u.) mit (27)*6™® (P; — P,), wobei Py (P;) die Summe der
Impulse der auslaufenden (einlaufenden) Teilchen ist.

*

Fiir jede geschlossene Schleife muss ein Integral iiber den zugehorigen 4er-Impuls aus-

gefiihrt werden, (5;54 )

*

Jede Fermionschleife erhélt einen Faktor (—1), und es muss die Spur gebildet werden.

*

Bei der Vertauschung von dufleren Fermionen muss ein Faktor (—1) hinzugefiigt wer-
den.

Wir schreiben
S =1+iT. (5.100)
Und wir haben das Matrixelement

(fITli) = 27)*6W(Py — P)My; . (5.101)



Wechselwirkung, Stérungstheorie 67

Dabei ist My; die Feynman-Amplitude. Diese erhdlt man durch Verbinden der dufleren Teil-
chen durch Vertizes und Propagatoren und summiert hier alle Moglichkeiten auf. Man be-
trachtet hierbei nur zusammenhdingende Diagramme (ohne Beweis). Es wird der mathe-
matische Ausdruck geméfl den Feynmanregeln aufgeschrieben. Dabei werden Fermionlinien
entgegen der Fermionrichtung durchlaufen!

5.7.4 Beispiel: Paarvernichtung

Wir betrachten Paarvernichtung, d.h. den Prozess
e~ (p1, s1) + €F(p2, 52) — (k1 M) + 97 (k2, A2) (5.102)

Es tragen die in Fig. 5.5 dargestellten Feynmandiagramme bei.

b B
L\Hﬁf“ 1

Abbildung 5.5: Die zur Paarvernichtung beitragenden Feynmandiagramme.

Die Gesamtamplitude M ist durch die Summe der den beiden Diagrammen entsprechenden
Amplituden gegeben, d.h.

M=M;+M,. (5.103)
Fiir M; ergibt sich
)

M = 0lpa) (—ier” Y e (e Yulpn) e () e (k) (5104

Die Amplitude My wird als Ubung offen gelassen.

5.7.5 Beispiel: Compton-Streuung

Wir betrachten Compton-Streuung, d.h. den Prozess

e (pl, 81) + ’}/ﬂ<k1, )\1) — e (pg, 82) + ’)/V<I€2, )\2) (5105)

Es tragen die in Fig. 5.6 dargestellten Feynmandiagramme bei.
Die Gesamtamplitude M ist durch die Summe der den beiden Diagrammen entsprechenden
Amplituden gegeben, d.h.

M= M+ Ms,. (5.106)
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i"‘,‘l?‘ﬂ't!“" - k‘\ k‘L kllnll\-’

Abbildung 5.6: Die zur Compton-Streuung beitragenden Feynmandiagramme.

Fiir M; ergibt sich mithilfe der Feynmanregeln

h—

Und fir M, findet man

My = u(p2)(—iey”)

m(—ie'y Ju (pl) (kl) (kz) mit g1 = p1 + ky . (5.107)

. i o . :
My = ﬂ(m)(—wv“)gz - m(_ze’Y Ju(pr) e (k1) €92 (ky)  mit o =p1 — ko . (5.108)

Ein Beitrag in der Ordnung e* ist durch das in Fig. 5.7 dargestellte Diagramm gegeben. Es
beinhaltet eine Schleife. Die zugehorige Amplitude lautet

Abbildung 5.7: Zur Compton-Streuung in der Ordnung e* beitragendes Diagramm.

— (—ie)t d*k g ' ' ) () ()
M= (i) [ i) 7 () e ) () (5,109

Und es ist

@1 =p1+ k1 =ps+ky. (5.110)
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i
a Bundy s Tedehea

Abbildung 5.8: Teilchenstreuung

5.8 Der Wirkungsquerschnitt

5.8.1 Streuquerschnitt

Wir betrachten zwei bunches von Teilchen, die miteinander streuen, siehe Fig. 5.8. Fiir die
Anzahl der Ereignisse Neyens gilt

Nevent ~ pAlApBlB - F. (5111)

Dabei bezeichnet p die Teilchenzahldichte, d.h. die Anzahl der Teilchen pro Volumen. Und F
ist die Streuquerschnittsfliche. Der Proportionalitéitsfaktor o ist der Wirkungsquerschnitt.

Umformen liefert

Nevent - F Nevent - F (5 112)
0— — pu— . :
(palaF)(pplsF)  Na-Ng

Bei N4 g handelt es sich um die Teilchen im effektiven Bereich. Sei N = 1, dann sieht das
Streuexperiment wie in Fig. 5.9 aus.

Abbildung 5.9: Teilchenstreuung mit Ng = 1.

Und wir haben

Nevent
- F. 5.113
s (5.113)
Falls B eine Stahlkugel ist, gilt N4 = Neyent und damit o = F'. Ansonsten ist dies die effektive
Querschnittsfliche der aus dem Bunch A herausgestreuten Teilchen. Wir haben also

o =

Nevent _ % _ Anzahl der Ereignisse pro Zeit T

Na
F

Der Wirkungsquerschnitt hat die Dimension einer Fliche, in natiirlichen Einheiten 1/Masse?.

(5.114)

7= JA einlaufende Stromdichte
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5.8.2 Phasenraum Flussfaktor

Das S-Matrixelement fiir den Ubergang von Anfangs- zu Endzustand ist gegeben durch

Spi = 65 +i(2m) (pr—2p2> FITi) (5.115)

Hiertiber wird die Lorentz-invariante 7-Matrix definiert. Die §-Funktion beschreibt die Energie-
Impuls-Erhaltung. Wir betrachten die folgende Reaktion

ai(p1) + az(p2) — bi(qr) + .. + bn(qn) - (5.116)
Der Wirkungsquerschnitt ist gegeben durch
_ Ubergangsrate (= Zahl der Ereignisse/Zeit)

A1
Fluss der einlaufenden Teilchen (5.117)

Zéahler und Nenner sind im vorgegebenen Lorentz-System definiert. Zum Beispiel kann a,
ruhend sein, wihrend a; einlduft. Es sein i # f. Wir arbeiten mit Impulseigenzusténden im
Anfangs- und Endzustand. Alle 1-Teilchenzusténde |p;),|¢;) sind auf 1 normiert beziiglich
des Lorentz-invarianten Mafes

d’q; d*q;
e~ a4~ m)0a) (5.118)

Wir betrachten zunéchst unterscheidbare Teilchen by, ..., b, im Endzustand. Dann ist der in
der Berechung von Sy; bzw. 7; der verwendete Endzustand

|b1..b,) = |b1) ® ... ® |by,) (5.119)
beziiglich des Mafes
17, d*; (5.120)

auf 1 normiert.

Im Anfangszustand haben wir

a1, az) = lai(p1)) @ |as(p2)) - (5.121)

Wir nehmen an, dass wir jeweils ein Teilchen a; und ein Teilchen as in einem Normierungs-
volumen haben. Sei V' das Volumen (z.B. Labor), dann ist

| | L 1 L
(a1 (P)]ar (p1)) = 2p0(2m)°0(ph — ph) = (2m)° - 2p) (27)? /Vd% exp(i(py — pr)T) = 2p)V .
(5.122)
Damit

llay(p1))|?  Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum fiir diesen Zustand
Vo 4 '
Wir betrachten nun die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir die Reaktion (5.116). Mit der Vor-
aussetzung je eines Teilchens a; und a; im Normierungsvolumen V' haben wir
[(2m)*0'(Q — P)*| Ty 1T}, dg
2pY2py V2 ’
—_——

(5.123)

dwﬁ =

(5.124)

Norm des Anfangszustandes
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mit P = p; + po und Q = 22;1 ¢;- Fiir das Quadrat der ¢-Funktion verwenden wir Fer-
mis Trick: Man denke sich die Wechselwirkung in einem Volumen V und iiber die Zeit T’
eingeschaltet. Damit haben wir

[(2n)*™(Q — P)]* = /V . diz @D (9m) W (Q — P) = (2m)*0W(Q — P)V - T (5.125)

Und somit haben wir die Ubergangsrate

dwfi i 1
TV dpip

(2m)*'6(Q — P) | Tl TT}_, dg; - (5.126)
Diese Formel gilt in jedem Inertialsystem. Wir wéhlen jetzt das Ruhesystem von Teilchen
ay. Seien my o jeweils die Massen von a; 2. Im Ruhesystem von as ist

Py = My (5.127)
und fiir den Impuls von Teilchen a; gilt in diesem System (= Laborsystem)

w(s, mi, m3)

i = ((p1,)? —mi)? = T omy (5.128)

N

mit der Funktion
w(x,y, 2) = (2> +y° + 2% — 20y — 20z — 2y2)? | (5.129)

Dies sieht man folgendermafien: Die Schwerpunktsenergie im c.m. (Schwerpunkts-) System
sei s. Sie ist gegeben durch

s=(p1+p)?, (5.130)

wobei py, py die Viererimpulse im Schwerpunktssystem sind. Die Viererimpulse im Laborsy-
stem sind gegeben durch

0
piL = (]z}L ) und  por, = ( 7752 ) (5.131)
piL

Wegen Lorentz-Invarianz gilt

s=(p1+p)? = pip + 200 my +mi=m?42p),my +mi = (5.132)
2 2

_ ' 5.133

b 2m§ ( )

Da wir nur 1 Teilchen a; pro Volumen V vorausgesetzt haben, ist der Fluss von a; im
Laborsystem L

1, ., 1 |p 1 w(s, m?, m?
Dy, = —|0iL| = —|péL| = — (5, my,m3) (5.134)
\%4 V i Vi, 2mo
Damit ist
2w(s,m3,m3)  _w(s,m3,m3)
V2pi2p) =V 2 D2 g b 2 5.135
pl p2 me q)alLV 2m2 q)alL ( )
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Somit finden wir fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

dwa/T _ 1 d3Qj

D, 2w(s,m?,m3) =" (2m)324)

do =

@ﬂ%w<§:%—m—m>W@@ﬁﬁﬁ%Wﬂm@MM@W- (5.136)

Jj=1
Die einzelenen Elemente sind

1

————— = Flussfakt 5.137
2w(s, mi, m3) e (5137)
und
(b1 (G1)-. b (@) | T |ar(Ph)as(p2))|? = Matrixelement . (5.138)
sowle
45(4) - n dgf]j _
(2m)*0 ]Zl ¢ —p —pe | T, m = Phasenraum = dLIPS(n), (5.139)

Der Phasenraum ist universell und Lorentz-invariant. Auch das Matrixelement ist Lorentz-
invariant, hingt aber vom jeweiligen Prozess ab. Integrieren wir iiber den Phasenraum, so
schreiben wir im folgenden

/ dLIPS(n) = Lorentz-invariant phase space (Lorentz-invarianter Phasenraum) (5.140)

Den Flussfaktor konnen wir schreiben als
2w (s, m2,m2) = dma|prr| = 4(E>m2 — m?m2)2 = 4[(p1par)? — m3m32]2 . (5.141)

Bei do handelt sich um den differentiellen Wirkungsquerschnitt, der iiber alle Impulskon-
figurationen integrierbar ist. Wir haben also fiir den Wirkungsquerschnitt (wir lassen den
Index L im folgenden weg)

1
do = - T1i)|> dLIPS(n) . 5.142
[ o= sy [ 1T aLPS) (5142

Weitere Bemerkungen:

1. Bei Teilchen mit Spin ist folgendermafien zu verfahren: Fiir jedes unpolarisierte Teil-
chen im Anfangstzustand ist iiber seine Spinzusténde zu mitteln. Fiir jede nicht beob-
achtete Spinpolarisation eines Teilchens im Endzustand ist iiber entsprechende Spin-
zustdande zu summieren. Das heifit in diesem Fall:

/

1
5 — Y (Tl = ) T2, (5.143)
. (284, + 1)(284, +1) , .
Spins Spins im Endzustand




Wechselwirkung, Stérungstheorie 73

wobei S, Sq, jeweils der Spin von Teilchen a; und as ist. Fiir die Spinsummen ist zu
verwenden (siehe Ubungsblatt)

S u(f s)atilFs)s = (f+ mhas (5.144)
S0 8)a0(B5)s = (B—m)as (5.145)

Beachte, der Gewichtsfaktor 1/(2s+ 1) gilt nur fiir massive Teilchen. Wenn es sich um
ein Photon oder Gluon handelt, dann ist der Gewichtsfaktor 2, da masselose Teilchen
nur 2 physikalische Polarisationszusténde haben.

2. Falls ng der n Endzustandsteilchen identisch sind, egal ob Bosonen oder Fermionen,
dann ist der Zustand (5.119) nicht korrekt normiert. Es fehlt der Faktor 1/4/ng!. Das
heifit, in diesem Fall muss do oder dwy; mit 1/ng! multipliziert werden. Also

1

" 2w

(Mg (2m) 5@~ P) 3 [Tl (5.146)

Spins

do

3. Der Wirkungsquerschnitt wird iiblicherweise in der Einheit barn angegeben. Es gilt

1

an? = 0.389 - 102 barn . (5.147)
e

Der Wirkungsquerschnitt ist mit der Anzahl der Ereignisse iiber die sogenannte Lumi-
nositéit L verkniipft:

N=Lo. (5.148)

Diese kann iiber einen sehr genau bekannten Referenzwirkungsquerschnitt bestimmt
werden, den man in der Theorie sehr genau berechnet hat. Zum Beispiel benutzt
man an Elektron-Positron-Collidern den Wirkungsquerschnitt der Bhabha-Streuung
et +e~ — e™ + e, an Hadroncollidern wie dem LHC z.B. die Produktion von W-
Bosonen, pp — W1W~. Die Luminositét ist also grob gesagt ein Ma8 fiir den einlau-
fenden Strom. So wurde fiir das LEP (1993-1998) eine integrierte Luminositit von etwa,
200 pb~! gemessen, fiir das Tevatron Run II (4/02-9/11) - DO - 11.9 fb~!/delivered
(10.7 fb~! /recorded), LHC (4/10-12/12) ATLAS 23.3 fb™! delivered (21.7 fb~! recor-
ded), LHC CMS 23.3 tb~! delivered (21.79 fb~! recorded).
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Kapitel 6

Der Prozess ete™ — utpu

6.1 Das Myon

¢ Das Myon hat eine Masse von

m, = 105.6 MeV ~ 200m, . (6.1)

o Alle anderen Eigenschaften (Quantenzahlen, Wechselwirkungen usw.) sind identisch.

o Die Wechselwirkung mit dem Photon ist gegeben durch (Fig. 6.1) —iey”.

P
vy = ~ie kY
Pp

Abbildung 6.1: Der Photon-Myon-Myon Vertex.

¢ Allerdings ist das Myon instabil. Es zerféllt iiber die schwache Wechselwirkung geméf
(siehe Fig. 6.2)

po—e + 4, (6.2)

Hierbei ist 7, das Anti-Elektron-Neutrino und v, das Myon-Neutrino. Es gilt m,,, = 0.

o Die Berechnung der Zerfallsbreite liefert (siehe Ubungsblatt)

G2 _m5
=L £ _3001-107" GeV , (6.3)

o= __F p
" 192 73

75
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Abbildung 6.2: Der Myon-Zerfall.

wobei G die Fermi-Konstante ist,

Gp =1.16637-107° (6.4)

GeV? '

Und fiir die Lebensdauer ergibt sich

h 6.582-107%° GeV - s
A ~219-107°%s. 6.5
T, 3001 109 GeV ’ (65)

6.2 Der Wirkungsquerschnitt fiir efe™ — ptpu~
Zu dem Prozess

e (p1,s1) + €+(p2, S9) — 1 (ps, S3) + /~L+(p47 S4) (6.6)

tragt nur ein Diagramm bei, siehe Fig. 6.3. Wegen Impulserhaltung haben wir fiir den Pho-

— /
/"uﬁ\“’“ﬁ,"h"w’hd\;x
by v

f Nt
et P f tk

Abbildung 6.3: Der Prozess eTe™ — utpu™.

tonimpuls k,

k=pi+p2=p3+ps. (6.7)
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7

Wir fithren die abkiirzende Schreibweise u; = wu(pi, s1) etc. ein. Damit
Anwendung der Feynmanregeln fiir das Diagramm

_ . _Zg v o_ . v
M= vga(—ze)'ygﬁuw 12 +“Z,€u35(—ze)%pv4p )
Fiir M' finden wir
MT _ (ie)% v’ u Ma e v
- 4oV or W3t k2 e lnfynw 2w -

Hier haben wir verwendet, dass

(T_Ja’Y“Ub)T = (Ul’VO’Y“Ub)T = UZ’Y“T’YS% = UZ’YO’Y“ Y0Y0 Vo = Up Y Vg
=1

denn
7= vy und = u'y
78 = "
o= 000 -

haben wir unter

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)
(6.12)
(6.13)

Wir berechnen den unpolarisierten Wirkungsquerschnitt. Das heiffit wir mitteln iiber die
Polarisationen im Anfangszustand und summieren iiber die Polarisationen im Endzustand,

HD S

81,52,53,54

Verwendung der Relationen (5.144), (5.145) liefert damit

4

(6.14)

1 e ’ v o
1 Z M|* = 4—]{;4@62 - me)wa”YZﬁ(}él + me)ﬁn”Y#wguvgu/u’ (¥ + mu)T576p<}64 = M) prVor

51,52,53,54

64

= 7 SPl(P2 — me)y" (b +me)r] - Spl(Bs + mu)y* (s — mi)y”

4k

/

],

(6.15)

Das die Spur fiir eine ungerade Anzahl von Gamma-Matrizen verschwindet, haben wir

Sp((B3 + M)V (s — M)V ] = Sp(psrpay” ) — miSp(v*”) .

Zur weiteren Auswertung verwenden wir

Sp(1"7") = 4
p3a/p4ﬁ/sp(’7a ,.yﬂfyﬁ ,YV) — p3a'p46'4[g“ﬁ gua + gﬂa guﬁ . glw gaﬁ]
= Alp5 p + pipi — 9" ps - pa) -

Damit haben wir fiir die Spur insgesamt
Y P+ phpY — pa - pagh — mig"] .
Und fiir die andere Spur finden wir analog

Alpy ph + iy — p1 - pagh™ —mZg™] .

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)
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Im folgenden wird die Elektronmasse auf null gesetzt, m. = 0. Der Fehler ist dabei von
der Ordnung m?/m?, = 1/200%. Multiplikation von (6.19) und (6.20) liefert dann schlieBlich
(nachrechnen!)

1 et
1 Z IM|? = 4—/&16[2(])2 -p3)(p1 - pa) +2(p1 - p3)(p2 - pa) + Zmi(pl “p2)] - (6.21)
51,52,53,54

Im Schwerpunktssystem, siehe Fig. 6.4 mit der Schwerpunktsenergie /s haben wir fir die
Vierervektoren

1 1
Cvslo) w0
pl — 7 O 7p2 7 O )
1 -1
1 1
/s | Bsinfcos¢ /5| —pBsinfcos¢
ps = 75 (3 sin 0 sin ¢  Pa= Ty —fsinfsing |’ (6.22)
[ cost —[Bcosb
mit
A2
B=1/1— b (6.23)
s

Ps P
—_— o) ¢——

g- ¢
ﬂf/

[

P_‘l

Abbildung 6.4: Schwerpunktssystem.

Fiir die einzelnen benotigten Groflen finden wir damit

s

pL-p2 = 5 ]%'2:(]91 —|—p2)2:5 (6.24)
S s

P1-P3 = pz'p421(1—5(3059) und Pl'p4=p2'p321(1+5(3059)~ (625)

Damit finden wir

i > IMP =€+ cos’ 0+ (1-57)] . (6.26)

51,52,53,54
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Dabei wurde verwendet, dass

1

= Z(l - 3. (6.27)

Fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt bendtigen wir noch den Phasenraum. Er ist fiir
den 2 — 2 Prozess gegeben durch

&

dLIPS(2) _ 1 / d3p3 d3p4 (27_[_)45(4) (pl + Do — Py — p4)
2w(s m2,m2) 27)32p8 (27r)32p4
d’ps 4 2 0y s(4
T (2 22w/ 2p§ /d P 0(p; — m3) 0(p) 8 (p1 + p2 — ps — pa)
1 1 d P3

— el 5 _ 2 2
4m22s | 2p) \((p1 12— ps) m“z

~
5—2/sp§+m2 —m2,

1 03 |2d|p:
= 73| 0|p3| d cos Od¢ 2—5 <pg — ﬁ)

8m2s 209 ~——24/s 2
S——— ds2

|751p9dp§
ng
1 1
_ VB [ 1
82544/
s

= o [ 49 (6.28)

Dabei haben wir verwendet dass

V'sf

w(s,m?=0m>=0)=s und D3| = R (6.29)
Und somit ergibt sich der unpolarisierte differentielle Wirkungsquerschnitt
do\ P! etB (1 ) et
— = - = 2+ (cos® 0 — 1)] . 6.30
<dQ) 64m2s \ 4 Z M 64%25[ + 57 (cos ) (6.30)
$1,52,53,54

Den totalen Wirkungsquerschnitt erhélt man durch Integration {iber den Raumwinkel €2,

1
/dQ = 27r/ dcosb . (6.31)
-1

Mit der Feinstrukturkonstanten
e? 1
= — ~— 6.32
T T3t (6:32)

und 3 = 1 ergibt sich der totale Wirkungsquerschnitt

Ao

3s
Bei z.B. einer Schwerpunktsenergie von /s = 90 GeV ergibt sich

dr (1 \? [ 1)?
- <_) . (—) -0.389-107% barn ~ 11 pb . (6.34)

(6.33)

o =

3 \ 137 90
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6.3 Der Wirkungsquerschnitt fiir e"e~ — Hadronen

Hadronen sind Teilchen, die an der starken Wechselwirkung teilnehmen. Hadronen sind z.B.
p,n, T, n, p usw. Sie sind zusammengesetzt aus Quarks und Gluonen.

Berechnet man den Wirkungsquerschnitt des Prozesses
e” 4+ e~ — Hadronen , (6.35)

so ist dieser bis zur ersten Ordnung in der starken Kopplungskonstanten identisch mit dem
Prozess

et +e —q+q. (6.36)

Das zu dem Prozess beitragende Feynman-Diagramm ist in Fig. 6.5 dargestellt. Es gibt 6
e 3
ATAVAVAVAVINS
-E"’
et i
Abbildung 6.5: Feynman-Diagramm fiir den Prozess e™ + e~ — ¢+ q.

Quarks, up (u), down (d), charm (c), strange (s), top () und bottom (b). Die Feynmanregel
fiir den v — ¢ — - Vertex, Fig. 6.6 lautet

2 1
ieQ " mit Qu = §(U =u,ct) und Qp = _§<D =d,s,b) . (6.37)

Unter Beriicksichtigung der drei Farben der Quarks erhélt man

9 \
/ v Y
o

..i_

<

,.,
%
=
[
2
.

L

Abbildung 6.6: Der Vertex v — ¢ — q.

i Y23 (6.38)
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Und damit

o(et + e~ — Hadronen

R= ):3-Z\Qq|2. (6.39)

oler +e — )

Beachte, dass fiir 2m, < /s < 2m,. gilt

R=3-[Q}+Q;+QY=3" [@)2*(%)2*(%)1 =2. (6.40)

Fiir 2m, < /s < 2m; haben wir

2\? 10
R=24+3-|- = — 6.41
n (3) . (6.41)
und fiir 2my, < /s < 2my
11
R= . (6.42)

Korrekturen ergeben sich z.B. dadurch, indem man beriicksichtigt, dass zwischen dem aus-
laufenden Quark-Antiquark-Paar die starke Wechselwirkung wirken kann. Dies funktioniert
durchn den Austausch von Gluonen, siehe Fig. 6.7.

S \v £
LN W
/ 'U‘\}’\;"Jp<§ ”,J;I j @Luuﬂiﬂ,_

Abbildung 6.7: Beispiel fiir hohere Ordnungskorrekturen zu e™ + e~ — ¢+ q.

6.4 Hoéhere Ordnungskorrekturen zu e™ +e= — pu™ +pu~

Korrekturen verschiedener Ordnungen zu e™ + e~ — p* + = sind in Fig. 6.8 dargestellt.

6.5 Korrekturen zum Photon-Propagator

Die Korrekturen zum Photonpropagator sind in Fig. 6.9 dargestellt. Die Vakuum-Polarisation
IT kann man durch die in Fig. 6.10 dargestellten Feynman-Diagramme beschreiben. Die
Vakuum-Polarisation lésst sich schreiben als

il (q) = / (;lTx)Llexp(iCJﬂf)<0|Tju(l°)ju(0)|0> mit  ju(z) = ed(x)y (@) . (6.43)
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W Olet)

s s
e & \"\. _.-z
l-l_. . R - % ; K'J_'\-. R .
i v vy ¥ Wy UP u o L
- ~
// ~

Abbildung 6.8: Hohere Ordnungskorrekturen zu et + e~ — u™ + p~.

Beachte, dass

augt =0 — q " =0. (6.44)
Der Polarisationstensor 1T kann mittels einer Kovariantenzerlegung umgeschrieben werden:

L. (q) = Aguw + Bquqy - (6.45)
Wegen Glg. (6.44) gilt

A= —Bq¢® = (g% . (6.46)
Damit ldsst sich I, (¢) mit einer skalaren Grofe I1(¢?) ausdriicken:

W = (0w — 4u0,)11(¢°) - (6.47)

Beachte aber, dass II,,, immer an einen erhaltenen Strom koppelt, siche Fig. 6.11. Die Glei-
chung ¢,j" = 0 folgt aus 0,j” = 0. Die g,g,-Terme liefern also keinen Beitrag. Somit folgt
mithilfe der geometrischen Reihe Fig. 6.12.



Der Prozess ete™ — putpu~

83

B

S o 7
M\J\u\} -ITLW\@W\% 4 iVV?@‘J\J@’W\JD 4

= _‘i}}_ "3&5_ W Ly -_3— “UeS i (y] T T VI

ll iz i 112 3¢ 3 f_i"--l S [1'1_“5_ SV

Abbildung 6.9: Hohere Ordnungskorrekturen zum Photonpropagator.

(W;f[/}rnj = f\.nnoqmu " rv\@m

1 N\A@v\/v { N\,@AAJF

Abbildung 6.10: Diagramme zur Vakuum-Polarisation II.

‘/// ~ M ¥ T (g1

Y

Abbildung 6.11: Kopplung an einen erhaltenen Strom.
ranne s aaffpene = TR ) (g )
ﬂ s

-{p o
311 [ICRIRNTE

Abbildung 6.12: Korrigierter Photonpropagator.

= Mk g qo Mg §,)7=0

-
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Kapitel 7

Schleifendiagramme

7.1 Beispiel: ¢*-Theorie

Wir betrachten die skalare ¢*-Theorie mit der Lagrangedichte

_.1 2.12.2. )\.4. ; _)\.4.
Wir haben fiir die S-Matrix bis zur Ordnung n
n!
Fiir die 2 — 2-Streuung miissen wir das Matrixelement
(0la(3)a(4) S a'(1)a’ (2)]0) (7.3)

bestimmen. Wir haben in Bornscher-Ndherung (auch Baumgraphenniveau = Beitrag nied-
rigster Ordnung in der Kopplungskonstanten) Fig. 7.1. Es ist

Bom

5 = o lam ot T Jax 1) L)) bi) ol ol 10)
v L "ﬁ'l, | ' : i
Abbildung 7.1: Beitrag auf Baumgraphenniveau.
6(x')al(1) = exp(—ipia') (7.4)
1

Auflerdem sind 4! Permutationen zu beriicksichtigen. Somit erhalten wir
Sﬁom = —iA / dx’ expli(ps + ps — p1 — p2)2’] = —id - (2m)20W (ps 4+ pa — p1 — p2) . (7.5)

Und damit

85
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Zur Ordnung \? miissen wir bestimmen

<0 ’a(3)a(4)% : ((:f!?f / da'da’"T [ g(a')* + : p(a”)* ] aT(1)aT(2)’ 0> . (7.7)

Uber das Wick-Theorem erhalten wir typische Beitriige:

1. Die Kontraktionen von a'(1), a(2) mit a(3), a(4) verschwinden, da wegen p3 # Py
(0la(3)a’(1)|0) ~ (75 — 71) = 0. (7.8)
Somit bleiben nur die Kontraktionen von ¢a, ¢a’ oder ¢(z')¢(z").

2. Da Lyw normalgeordnet ist, gibt es keine Betrége, in denen ¢(z')¢(x’) kontrahiert
sind (sogenannte tadpole Diagramme). Einen nicht-verschwindenden Beitrag erhilt
man daher nur, wenn jeweils 2 der Operatoren a, a’ mit 2 Feldern ¢(2) und die beiden
anderen Operatoren mit ¢(z”) kontrahiert werden. Wir haben also

Sl—'Schleifen _ <_Z)\)2
i 2. (1)

/ dx'dx"T[Term 1 + Term 2 + Term3 | . (7.9)

Ein Beitrag zu Term 1 ist in Fig. 7.2 gegeben. Es gibt insgesamt (4!)2 Moglichkeiten der
Kontraktion, die zu demselben Ergebnis fiihren. werden. Zum Beispiel ergibt der Beitrag

re— R . '
¢olaByo : bly) il ) b)) i) v : atli) et 10 )
 w——— B

Abbildung 7.2: Beitrag zu Term 1.

in Fig. 7.3 nochmals das gleiche Resultat. Ein Beitrag zu Term 2 ist in Fig 7.4 gegeben.

e _t_ S S _'t | 1 | -
(o] aty) alyy: 'ﬁ;)[lx‘)dpm') Gly) bly) e+ bl biyh) &Ly ) bty (o7

o - B

Abbildung 7.3: Weiterer Beitrag vom Typ Term 1.

Es gibt wiederum (4!)? Moglichkeiten der Kontraktion, die zu demselben Ergebnis fiihren.
Ein Beitrag zu Term 3 ist in Fig 7.5 gegeben. Es gibt wiederum (4!)? Moglichkeiten der
Kontraktion, die zu demselben Ergebnis fiihren.
Auswertung des ersten Terms S liefert
(_i>‘>2 I/ . / / " " / "
Si= da'dx" expli(psr’ + pax’ — pr1a” — pax”)] - (0| T'p(2")p(2")]0)
(0T (2")p(2")]0) - (7.10)
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i e — - | _
<ol ais) atw) + Plx) i) cb{w}cpu') MM Pl ) bl ; attd) D) 107
| ' [ » §
Abbildung 7.4: Beitrag zu Term 2.
T ) |
€0l ats) alb) + D) b GL) i)+ 3 e ) e G ; el BHN 107
_ ' 1 i 5 §
Abbildung 7.5: Beitrag zu Term 3.
Wir haben
/ 1 d4p Z - / 1
OTo()oa0) = [ by esplin(e’ =) (711)
Und somit

B z>\ / / ,,/ / i i
N 4 p2 —m? +ieq® —m?+ie

-expliz’(ps +ps —p — Hw "(—=p1 —p2+p+9q)]. (7.12)

Integration iiber 2’ und x” liefert zwei §-Funktionen, also

g _ (—iN)? / d*p / d*q i i
b 2 (2m)t ) (2m)* p?2 —m? +ieq? —m? +ie

(2m) 6@ (ps +ps—p—q) - 2m)* 6D (=pr —p2 +p +q) . (7.13)
Integration iiber p liefert
—i\)?
Sy = ( 5 ) - (2m)*6 (ps + pa — p1 — p2)
d* 1 1
. . 14
/(27T)4q2—m2+i6[(q—p1—pz)2—m2+i€] (714)

Die Interpretation von S; im Ortsraum ist in Fig. 7.6 dargestellt. Die Interpretation von Sy
im Impulsraum ist in Fig. 7.7 dargestellt. Der Beitrag von S, ist in Fig. 7.8 dargestellt. Der
Beitrag Term 1 héngt nur von

s = (p1+p2)” (7.15)
ab. Der Beitrag von Term 2 héngt nur von
t = (p1 — ps)’ (7.16)

ab. Der hier nicht gezeigte Beitrag von Term 3 héngt nur von

u=(p — ps)* (7.17)
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Abbildung 7.7: Interpretation von S; im Impulsraum.

ab. Wir haben die Feynmanregeln

1

Propagator: m (7 ].8)
und
Vertex: (—i) . (7.19)

Dabei gilt an jedem Vertex Energie-Impuls-Erhaltung. Uber Schleifenimpulse muss integriert
werden. Und man hat eine d-Funktion fiir die globale Energie-Impulserhaltung.

7.2 Divergenz-Verhalten

Wertet man Schleifen-Integrale aus, so zeigt sich, dass manche davon fiir Vierer-Impulse — oo
divergieren. Man nennt solche Divergenzen ultraviolette (UV) Divergenzen. Wir nehmen an,
dass das Divergenzverhalten der Integrale durch Abzdhlen der Impuls-Potenzen bestimmt
werden kann (= Power-Counting). Wir betrachten das folgende Beispiel:

/ d'q ! ! : (7.20)

@ —m?+ic (q—pL—p2)? —m?+ic

Fiir feste pi, po, m und groBe ¢* ist der Integrand proportional zu 1/(¢%)?. Im Impulsraum
ergibt dies eine logarithmische Divergenz. Im Ortsraum entspricht dies dem Quadrat einer
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E"il?"hw
N .
Gly-x") ihets g'\ ) ?i j(ln}”

u
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OletaiLm, Aenpuist e

Abbildung 7.8: Interpretation von Sp im Orts- (links) und im Impulsraum (rechts).

singuldren Funktion. Als néchstes betrachen wir eine 6-Teilchen-Reaktion, siehe Fig. 7.9,
und untersuchen sie hinsichtlich moglicher Divergenzen. Das Hochenergieverhalten des zu-
gehorigen Integrals ist gegeben durch

Abbildung 7.9: Schleifen-Diagramm mit 6 dufleren Beinen.

dq [(1)°
| . 7.21
[ () 72
Dieses Integral ist UV-konvergent. Ebenso sind 8-Teilchen-Reaktionen konvergent. Wir be-

trachten nun Zwei-Schleifen-Beitrdge zum Propagator, siehe Fig. 7.10. Das zugehorige Schlei-
fenintegral ist durch

312 d4q dr 1 ‘ 1 . 1
(—iX) /(27r)4/(27r)4 (2 —m2+ie) (FE—m2+ic) (p—q+7r)2—m2+ic (7.22)
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E‘;
- _‘.‘-1 "
¥ P
e —_—
=1 (-in)
| S

T

Abbildung 7.10: Zwei-Schleifen-Beitrag zum Propagator.

gegeben. Dieses Integral divergiert quadratisch. UV-Divergenzen treten nur bei Korrekturen
zum Propagator und zum Vier-Teilchen-Vertex auf (modulo Subdiagramme). Die Divergen-
zen koénnen in einer sogenannten renormierbaren Theorie durch Re-Definition der Parameter
absorbiert werden. Die so definierten Parameter sind die physikalischen Parameter, d.h. die
Parameter, die im Experiment gemessen werden. Die unrenormierten Parameter dagegen
werden als nackte Parameter bezeichnet. Die ¢*-Theorie ist renormierbar. Die Divergenzen
von S-Matrixelementen kénnen durch Umdefinition der Parameter A\ und m absorbiert wer-
den. Dagegen treten in nicht-renormierbaren Theorien in héheren Ordnungen immer wieder
neue Typen von divergenten Streuamplituden auf.



Kapitel 8

Strahlungskorrekturen in der
Quantenelektrodynamik

Die S-Matrix war gegeben durch

S=T [exp (z /Z d'z Lw(x))] : (8.1)

Entwicklung der S-Matrix nach der in Ly enthaltenen Kopplungskonstanten der Wechselwir-
kung fiihrt zu Diagrammen entsprechender Ordnung in der Kopplungskonstanten. So haben
wir die in Fig. 8.1 dargestellten Diagramme, die in der Ordnung e* zur Elektron-Positron-
Streuung beitragen. Das Divergenzverhalten wird mittels Power-Counting abgeschétzt.

e - 07—
L
e e pd e o
g~ / ¢- e J £
\\u«\;\m \-
/ . P4
£ E.Jé ¢

€ \ <E?_'
Abbildung 8.1: Beitrige der Ordnung e? zur Elektron-Positron-Streuung (keine vollstéindige

Liste).

91
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d'k 1111
/W%ﬁ%ﬁ : konvergent im UV-Limes. (8.2)

k111
/ (;i ];;4%?% . logarithmische Divergenz. (8.3)
m
(d)
d'k 11
/(2@4%@: lineare Divergenz. (8.4)
(e)
dk 11
/(2ﬂ)4%%: quadratische Divergenz. (8.5)

Im folgenden betrachten wir lediglich Schleifenanteile, und zwar diese, die eine UV-Divergenz
aufweisen. Wir untersuchen also die in Fig. 8.2 dargestellten Diagramme. Bei den Baumgraphen-

| n
e B :
=

Poly PRy
K-Pr 84

Abbildung 8.2: Divergente Schleifendiagramme.

Anteilen ist der Impuls der Propagatoren jeweils durch den dufleren Impuls festgelegt, siehe
Fig. 8.3.
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Abbildung 8.3: Festlegung der Impulse.

8.1 Die Vakuumpolarisation

In Fig. 8.1 (e) wird der Photon-Propagator

_ZgH/V

: 8.6
o F o) e &0
aus der Bornschen Nédherung ersetzt durch
_igMP d*k |: . 1 . ? :| _igau
-1 . S — . — . (= ”) . .
( %m+mv+w/@m4p(“%)k—m—m—m+w(’”)k—m+w,m+%v+w
=illyo (g
—i d'k i i —i
_ ~1)Sp | (—i . - (—iew,) - , 8.7
q2+ie/(27r)4( ) p{( ) T —m e W) k—m+ie] P+ ie (87)
Eiﬂru(q)
mit
¢g=p1ta- (8.8)

Der Vorfaktor (—1) kommt von der geschlossenen Fermion-Schleife. Wir hatten bereits in
Abschnitt 6.5 gesehen, dass sich die Vakuumpolarisation schreiben lisst als

M = (@° G = ua)TI(4") - (8.9)

Durch die Kopplung an einen duBeren erhaltenen Strom tragen die g,g,-Terme nicht bei.
Und fiir den Photonpropagator ergab sich mithilfe der geometrischen Reihe (siehe Fig. 6.12)

2 () (810

Solange II,,, die Form (¢*¢,, — ¢.¢.,)I1(¢*) hat und II(¢?) bei ¢* = 0 reguldr ist, bleibt der
Pol des Propagators bei ¢ = 0 und damit bleibt m., = 0.

a) Streuung bei kleinem ¢?: Wir betrachten die Streuung bei kleinem ¢?, siehe Fig. 8.4. Diese
ist proportional zu

2 1 ir ¢2— 2 1
eg P fir#—o & — = ¢ (8.11)
¢ 1-1I(¢?) 1-1I0) ¢* ¢

[



94 Strahlungskorrekturen in der Quantenelektrodynamik

\/\AO\: /Eﬂ 4 o
e

Abbildung 8.4: ee-Streuung. (Prozess vertikal lesen.)

Wir haben hier definiert
e

T-110) =ef- J3=¢ oder  ef(1+873)=¢e”. (8.12)

Man bezeichnet eq als nackte Ladung und e als physikalische Ladung. Die zugehorige soge-
nannte Renormierungskonstante Z3 ist definiert durch

1

In fithrender Ordnung gilt §Z3 = I1(0). Wir diskutieren nun die ¢*>-Abhéingigkeit der Streu-
amplitude. Wir definieren

I(¢*) = 1I(¢*) — 11(0) . (8.14)

Damit ist bis auf Terme hoherer Ordnung

PA-I7)  @U1-T0) -1(@) ¢O-T@) (813

Wir geben hier ohne Rechnung das Ergebnis von ﬂ(q2) an:

- 2a (!
(1) = 22 [ 21~ 2) [~ lo8(A) + log(&)| 2o de (8.16)
0

mit

A=m?—z(l—2z) ¢*. (8.17)
Damit ist

~ 200 1 q2

(¢*) =+— [ z(1—2z)-log {1 —z(l—z) —|dz. (8.18)

T Jo m

Wir betrachten zunichst das Verhalten fiir kleine ¢?/m?:

. 20 ¢ [* 1
H(q2>:__a.q_/0 21— 2)2de = —— = L (8.19)

T m2
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Den Beitrag zum Potential im nicht-relativistischen Grenzfall erhilt man fiir ¢> = —¢2. Also
e? 1 a ¢ ez 1 a é?
= |ll+=—=|==+—=—-—. 8.20
cj?{JrlE)ﬂmz] QQ+157rm2 ( )

Fiir kleine Impulsiibertréage erhélt man also eine Abénderung des Potentials von der Ordnung
a/m. Im Ortsraum haben wir (o = €?/(4r))

T (8.21)

r 15 m?

Man erhélt einen zusétzlichen kurzreichweitigen Beitrag zum Potential und damit einen
Beitrag zum Lamb-Shift (Aufspaltung zwischen s- und p-Niveaus).

Im folgenden wird das Verhalten bei grofiem positiven/negativen ¢?/m? diskutiert:

i) = 2 [ .0 o {m(— q2,)+ln<x(1—x)—w)] dx

T Jo m? — ie e
2a (! ¢ m?
I ; (1 — ) {ln (—W - 26) +In(z(1—2))+ 0 (?)] dx
1 2 1
_ 2a [/ (1l —x)dxIn <_q_2 — ie) +/ (1 —z)In(x(1 — x))dgg] . (8.22)
™ LtJo m 0
%/_/ ~— ,
Mit
In(z + ie) = In |z| + i70(x) (8.23)
haben wir
i) = g (in () #0067 5 (320
q )= 3 n 2 q v 5) ‘

Damit gilt fiir groe ¢? fiir den Propagator

62

q> (1 —3-In (%) —i—) '

Die effektive Ladung wichst also mit ¢2. Der Ausdruck divergiert, wenn der Nenner des
Bruchs null wird. Dies ist der Fall fiir

2
1- 2o (q_) =0 = ¢ =m’exp (31) . (8.26)

3 m2 «a

(8.25)

Diese kritische Stelle wird als Landau-Pol bezeichnet.



96 Strahlungskorrekturen in der Quantenelektrodynamik

8.1.1 Bedeutung des Imaginérteils

Wir wollen im folgenden die Bedeutung des Imaginérteils der Vakuumpolarisation untersu-
chen. Hierfiir betrachten wir den Fall ¢*> > 0. Wir haben

S[M(g)] ~ 270‘ S Uol (1 — 7) In(m? — ic — ¢?2(1 — 2)) dm}
_ 270‘ Uol 2(1 = 2) 7 0(x(1l — 2) — m?) d:c} | (8.27)

Durch die Bestimmung der Nullstellen des Ausdrucks innerhalb der #-Funktion erhélt man
als neuen Integrationsbereich

11 [ am? 1 1 [ am?
S R L = Ry | 8.28
27 2 2 T3ty 2’ (8.28)

wobei ¢ > 4m? gelten muss, da ansonsten das Integral verschwindet. Somit erhélt man

@ 2m? _ 4m2 G o2 2
)] = 2« z(1—z) d:t:—{ 3 <1+ q2> b= fiir ¢ 24m(8.29)
0

sonst

1.1 1 am?
/ 2 2

1 % /1 4m
Die Interpretation fiihrt auf das optische Theorem: Der totale Wirkungsquerschnitt ist durch
den Imaginérteil der Vorwirtsstreuamplitude gegeben, siehe Fig. 8.5. Zur Erinnerung, wir

‘ L

| I
o vew o
o0 I i L!ﬁ‘")} O & J /
~ EEVAVAV W

™,

N

| I

Abbildung 8.5: Zusammenhang zwischen Imaginérteil der Vorwértsstreuamplitude und dem
totalen Wirkungsquerschnitt.

hatten den Wirkungsquerschnitt fir ete™ — ptp™ mit m, = 0,m, = m gegeben durch

4 o 2m? 4m?
olete” — utp™) = ?ﬂ - (1 + T) 1——. (8.30)

8.1.2 Renormierung der dufleren Photonlinien

Wenn wir, ausgehend von einer &ufleren Quelle, ein Photon ankoppeln, so taucht ebenfalls
die Vakuumpolarisation auf, sieche Fig. 8.6. Entweder werden in &ufleren Linien Blasen nicht
beriicksichtigt und €, exp(—ikz) wird durch v/Zse,, exp(—ikx) ersetzt (liefert dann eq-y/Z3 =
er). Oder sie werden beriicksichtigt, und es wird durch V' Z4 dividiert.
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g |
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Abbildung 8.6: AuBlere Photonlinie.

8.1.3 Der Elektron-Propagator

In inneren (p? # m?) und duBeren Elektronlinien tritt das Selbstenergie-Diagramm Fig. 8.7
auf. Dies fithrt bei inneren Linien zur Abanderung des Elektron-Propagators, bei dufleren

Abbildung 8.7: Die Selbstenergie des Elektrons.

Linien tragt es zur Elektron-Wellenfunktionsrenormierung bei. Wir haben

d*k (—1) i
(2m)* k2% — p? +ie%15— K —m + e

%E@ﬁz@%f/) A (8.31)

Es wurde hier eine kleine Photonmasse p eingefiihrt. Und fiir den Photonpropagator wurde
die Feynman-Fichung verwendet, also

G
: 8.32
k? + ie ( )
Es gilt auflerdem
! ___p-kdm (8.33)

p—KF—m+ic (p—k)2—m?+ie

Wir geben wiederum das Ergebnis direkt an. Im Ergebnis tritt eine logarithmische Divergenz
auf, die dadurch regularisiert wird, dass %(u? — A?) abgezogen wird, wobei A? > m?,
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A% > p? und A? > p? gelte. Wir nennen das regularisierte X(p) im folgenden (), und es
1st

a ! A%z
=)= e~ e = %/0 o = gl o (m2(1 —x) + e —pa(l —z) - ie) 4 {834

Es tauchen hier Terme ~ 1 und ~ p auf, die voneinander unabhéngig sind. Hingegen hingen
bei der Vakuumpolarisation die Terme ~ g, und k,k, voneinander ab.

8.1.4 Renormierung des Elektron-Propagators

Fiir den Elektron-Propagator (siche Fig. 8.8) erhélt man mithilfe der geometrischen Reihe

Abbildung 8.8: Der Elektron-Propagator.

) @_m@'(l—%) T p—me—3(p)

(8.35)

Wir fordern, dass der Pol bei der renormierten Masse mpg liegt, also bei m = mpg. Damit
erhélt man die Forderung

(b —mo = Z(P)ly=m = 0. (8.36)

Wir machen eine Taylor-Entwicklung in der Umgebung p ~ m und erhalten

(P —mo —3(p)) = (p—m) <1 - % . +O(p - M)2> : (8.37)

Nahe am Pol hat der Propagator die Form (wobei Z; die Wellenfunktionsrenormierungskon-
stante ist):

22 mit Zyt=1- dx und 02y = dx

Fiir den divergenten Anteil der Massenrenormierung findet man (ohne Rechnung)

(8.38)

A2
om = mp — Mg = 3—am0 In (—) + const. . (8.39)

2
47 mg
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Somit konnen wir schreiben
7 7

P —mo—X(p) (b= mo) —0m +(Zy" =1+ 0((p—m))) - (p = mo)

1

—0m+(Z" + O((p —m)?)) - (p — mo)

129
~ (B—mo)-(1+ 22 O((p— m)?)) = Zaom
175
- (p—mog—0m)-(1+0((p—m)?)) (8.40)
Man bezeichnet
= om (8.41)

als die physikalische Masse m! Es spielt Z, eine dhnliche Rolle wie Z3z. Allerdings wird
Z5 nicht durch Ladungsrenormierung kompensiert sondern fiir innere Linien durch direkte
Kompensation mit divergenten Vertizes. Bei d&ufleren Linien ergibt Z3 die Wellenfunktions-
renormierung.

8.1.5 Vertexkorrektur

Wir betrachten das Diagramm Fig. 8.9. Unter Vernachléssigung der d&usseren Spinoren finden

P!

Ay &?QEJFL
LT

,

._"/d

Abbildung 8.9: Vertexkorrektur.

d'k (—1) i i
)t (=2 tie) " (F —F—mtie) "p—F—mtic

M) = (el [ ¥(8.42)
Zur Regularisierung der Infrarotdivergenzen (Divergenzen bei kleinen Energien) wurde eine
kleine Photonmasse p eingefiihrt. Es treten zwei linear unabhéngige duflere Impulse auf, die
durch p und p’ gegeben sind, wobei p?> = p'2 = m?. Bei Streuung gilt Po, Py > 0. Fiir die
et —e~-Vernichtung ist py > 0 und p, < 0. Wir betrachten das Verhalten fiir —p 4p=qg—0
mit ¢* < 0. Wir haben fiir A,(p, p) eine Matrix im Spinorraum mit einem Lorentz-Index, die
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nur von p (und A?) abhingt. Mogliche Formen sind m,, f1(p?) oder p, f2(p?)1. Diese beiden
Mboglichkeiten sind nicht linear unabhéngig, denn zwischen Spinoren @(p) und wu(p) gilt

Antiver-

Dirac tauschung
my, = P = 2Py — Yl = 2P — Y - (8.43)

Es ist also A,(p,p) ~ 7, im Limes ¢ — 0. Es wird A, nach der Regularisierung berechnet.
Also

A, = A, (Photonmasse= ) — A, (Photonmasse (Regulatormasse) = Ag) . (8.44)
Es wird definiert
u(p) Au(p,p) u(p) = (Z7' — 1)ury,u [+ anomales magnetisches Moment ~ gq,] . (8.45)

Hier steckt folgende Uberlegung dahinter: Born[y,] + 1-Schleifen-Korrektur = Z; . Aufler-
dem gilt die Ward-Identitat
0% (p)
Au(p,p) = o (8.46)
Die Ward-Identitét ist von entscheidender Bedeutung fiir zahlreiche Beweise in der Renor-
mierungstheorie. Die Identitét folgt aus dem Vergleich der Integranden. Auflerdem ist

0 1 1 1
_ = ) 8.47
Ot (ﬁ—k—m—l—z’e) ﬁ—k—m—l—z’e%]ﬁ—k—m—l—z’e (847)
Diagrammatisch ist dies in Fig. 8.10 dargestellt. Somit entspricht die Ableitung der Selbst-

r\'u L "_'r. E
R |( 8- £ AV TN B r"h-p"i;ﬂf*}
[, ’.l-" | -E . )

'-.,T ( 31;.*

X
ey
i'\

Abbildung 8.10: Diagrammatische Darstellung der Ableitung nach dem Viererimpuls.

energie nach dem &ufleren Impuls also der Ersetzung von —v, in den inneren Fermionpro-
pagator. Dies gilt auch nach der Regularisierung. Wegen

S=om— (2,1 =1+ 0((p—m)*)|(p—m) (8.48)
gilt
s
o~ M= M (8.49)

Aus der Ward-Identitét folgt also



Kapitel 9

Auf dem Weg zum Standardmodell -
Eichsymmetrien

Die Dirac Lagrangedichte fiir ein freies Fermionfeld ¥ der Masse m lautet

Lo =V (iv"d, — m)V . (9.1)
Diese ist symmetrisch unter U(1), d.h. invariant unter Transformationen

U(z) — exp(—ia)¥(z) = ¥ —ia¥ + O(a?) . (9.2)
Und fiir den adjungierten Spinor ¥ = ¥~ haben wir

U(z) — exp(ia)¥(z) . (9.3)
Der mit der Symmetrie verbundene Noether-Strom lautet (siehe auch Glg. (3.95))

0Ly 0V 0V 9L,

jH — —_— - = = \i[ K —\II = \i[ M\I] 4

"= a0 00 Foaap,p) -~ W) = (9.4)
mit

84" = 0. (9.5)

9.1 Kopplung an ein Photon
Wenn die Kopplung an ein Photon beriicksichtigt wird, lautet die Lagrangedichte
L = Uy"(id, — qA,)¥ —m¥¥ = Ly — qj* A, , (9.6)
wobei j# in Glg. (9.4) gegeben ist. Bei Eichtransformation des externen Photonfeldes A,,
Au(@) = A () = Au(x) + 0,A () 9.7)
geht die Lagrangedichte iiber in
Eﬁﬁzﬁo—qj“Au—w . (9.8)

q‘fl'yﬁ‘\llauA

101
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Das heifit, dass £ nicht eichinvariant ist. Die Eichtransformation der Felder ¥ und ¥ muss so
gedndert werden, dass die Lagrangedichte eichinvariant wird. Dies geschieht durch Einfiihrung
eines z-abhéngigen Parameters «, also o = a(x). Damit

10, ¥ — texp(—ia)0, ¥ + exp(—ia)¥ (0, ) , (9.9)
so daf
Lo — Lo+ V"V, . (9.10)

Dieser Term kanzelliert den zusétzlichen Term in Glg. (9.8) falls
a(z) = qA\(x) . (9.11)
Damit lautet die vollstdndige Eichtransformation

U — U(zx)=U(x)¥(x) mit U(x) = exp(—igA(x)) (U unitar) (9.12)
T — U(z)=U(x)U(z) (9.13)

Aur) — Au(x)+ A (x) = U(x)A,(z)U (z) — SU(J:)(?HUT(;U) . (9.14)
Die Lagrangedichte transformiert sich gem#f (U7 = U~1)
L—L = VU 1io,(U¥) — qUU 4* (UAHUl — 3U8HU1> UV —mUU ' UW
q

= U0,V + Uy*(U1i(0,U))¥ — qUy* WA, + " (i(0,U HU)V — mI ¥
= L+i0y"9,(U'0)V =L. (9.15)

1

Minimale Substitution p, — p, — gA, fithrt auf
i0, — 10, — qA, = 1D, . (9.16)

Dabei ist D, (z) die kovariante Ableitung. Der Begriff kovariant bedeutet, daf sie sich genauso
wie das Feld transformiert

U(z) — U(x)¥(x) und D,V (z) — U(x)(D,¥(x)) . (9.17)
Das heifit
(DY) =D,V = D,UY =UD,V, (9.18)

so daf sich die kovariante Ableitung also transformiert geméafl
D), = UD,U™" = exp(—igA) (0, + iqA,) exp(igA) = 9, + iqd, A\ + iqA, @0 Oy +iqA;, .
(9.19)
Damit ist
L =Uy"D,¥ —mb¥ (9.20)
offensichtlich eichinvariant.

Die kinetische Energie der Photonen ist gegeben durch

1
Lo =—7FuF™  mit P =0"AY -0 A" (9.21)



Auf dem Weg zum Standardmodell - Eichsymmetrien 103

Der Feldstarketensor F* ldsst sich mithilfe der kovarianten Ableitung ausdriicken (nach-
rechnen!): Wir wéhlen folgenden Ansatz fiir den Tensor 2. Stufe

[Dlm DV] = [8M + iqu 0, + iqAV] = iq[@u, AV] + iQ[Aua 81/] = iQ(auAV - aVAM) . (9'22)
Damit haben wir fiir den Feldstarkentensor

o= _?Z[D“, D]. (9.23)

Sein Transformationsverhalten ist gegeben durch

“wpru—t,upruY = LUulpH, DUt = UF UL (9.24)
q q

9.2 Nicht-abelsche Eichgruppen

Wir verwenden die Langrangedichte fiir N Diracfelder v; der Masse m
L= > iy Oub;—m > ;. (9.25)
j=1..N j=1..N

Diese ist symmetrisch unter U(N), wobei U(N) die Gruppe der unitdren N x N Matrizen
ist. Betrachte folgende Transformation

U= Y Upthe = Uy, (9.26)
k=1...N

wobei die letzte Gleichung bedeutet, dal wir die Einstein’sche Summenkonvention verwen-
den. Das heifit, iiber gleiche Indizes wird summiert. Wir haben also

1 (1 Uik
U UV mit U= @%2 . also 1%2 o UQ’f% (9.27)
@Z)'N Q/J.N UN;c@/)k
und
L= Vi 9,0 —m¥¥ — VU 'in#9,U¥ — mUU'UT = L . (9.28)
Beispiele:

o U= ( fL ): SU (2)-Transformationen im Isospinraum, Proton-Neutron-Dublett.

o U= ( Vee ) : SUL(2), schwache Wechselwirkung auf linkshandige Fermionen.
L

o U = (q1,q,q3)7, quarks, SU(3). Dabei ist jedes ¢; (i = 1,2, 3) ein vierkomponentiger
Spinor. Die Lagrangedichte ist invariant unter SU(3)-Transformationen.
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9.3 Die Matrizen der SU(N)

Die Elemente der SU(N) werden allgemein dargestellt durch

a

U =exp (i@“%) mit 0" e R. (9.29)

Dabei sind A\*/2 die Generatoren der Gruppe SU(N). Fiir die SU(2) sind die A* durch
die Pauli-Matrizen o? (i = 1,2, 3) gegeben und 6 ist ein 3-komponentiger Vektor. Fiir ein
Element der Gruppe SU(2) haben wir also

U = exp (zw%) . (9.30)

Fiir ein allgemeines U gilt

! . \@ T ! . )\
U'=exp | —160° 5 =U"" =exp —20“? . (9.31)

Die Generatoren miissen also hermitesch sein, d.h.
(AT =\ . (9.32)

Auflerdem muf fiir die SU(N) gelten

det(U) =1 . (9.33)
Mit
det(exp(A)) = exp(Sp(A)) (9.34)

ergibt sich

det (eXp <w%)) = exp (wasp <%)) 1. (9.35)

Daraus folgt
Sp(AY) =0. (9.36)

Die Generatoren der SU(N) miissen spurlos sein. Die Gruppe SU(N) besitzt N2 — 1 Gene-
ratoren A* mit Sp(A*) = 0. Fiir die SU(3) sind dies die Gell-Mann-Matrizen

010 0 — 0 1 0 0
000 0 0 0 0 0 O
0 01 0 0 —2 0 00
Ay = 000 =00 0 =10 01
1 00 t 0 0 010
00 0 1 1 0 O
Moo= [0 0 —i ds=—|[ 01 0 (9.37)
0 2 0 V3 00 -2
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Die Matrizen A*/2 sind normiert durch

A%\ 1
Sp (——) = 55“” : (9.38)

Fiir die Pauli-Matrizen (i = 1,2, 3) gilt
Sp(c?) =2 und Sp(o102) = Sp(ios) =0 . (9.39)

Multipliziert mit 1/2 bilden sie die Generatoren der SU(2). Die Generatormatrizen geniigen
der Vollstandigkeitsrelation

Mg 1
—2] % =3 (5i15kj — Néz‘jékl) , (9.40)
denn
DN, 1 1 1.1
0 5 5 5 0it0ki = 5770ii0k = 50k — 50k 0 (9.41)

9.4 Darstellung nicht-abelscher Gruppen

Sei GG eine Gruppe mit den Elementen gi, g>... € G. Eine n-dimensionale Darstellung von
G ist gegeben durch die Abbildung G — C™™, g — U(g). D.h. die Abbildung abstrakter
Elemente der Gruppe auf komplexe n x n Matrizen, so dal U(g192) = U(g1)U(g2) gilt und
damit die Gruppeneigenschaften erhalten bleiben. Ein U € SU(N) lasst sich schreiben als
U = exp(i0°T?). Fiir die SU(2) also U = exp(i@ - J). Die Gruppe SU(N) besitzt N2 — 1
Generatoren 7. Fiir die SU(2) sind dies die Drehimpulsoperatoren J;. Die N? — 1 reellen
Parameter 6* sind in der SU(2) geben durch &. Die fundamentale Darstellung der SU(2)
lautet J; = 0;/2 und im allgemeinen Fall 7* = \%/2. Die Generatoren geniigen der folgenden
Kommutatorrelation

[T, T = ifeeTe . (9.42)

Die f¢ sind die Strukturkonstanten der SU(N)-Lie-Algebra. Sie sind total antisymmetrisch
und definieren (N2 — 1)(N? — 1)-dimensionale Matrizen T}, = —if% = —if%. Im Fall der
SU(2) haben wir

[Ji7 J]] = Eiijk . (943)

Es gilt ferner

A >‘b A° - rabe A? ¢ . abel ec i abce
SP({?E} 5) =i (55) =i =g (9.44)

Die Generatoren erfiillen die Jacobi-Identitat
[T [T, T + [T°, [T°,T%] + [T¢, [T, T"] =0 . (9.45)
Unter Benutzung von (9.42) erhélt man

0= (=ifa)(=ifii) + (—ifi)(=ify) +if ™ (=ife) . (9.46)
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Damit

0= (T"T")er — (TT®) g + i f"(T") s, . (9.47)
Damit haben wir eine N? — 1-dimensionale Darstellung der SU(N) Lie-Algebra erhalten

[T%, T° = ifeTe . (9.48)
Dies ist die adjungierte Darstellung. Es gibt folgende SU(N) Darstellungen

e d = 1: triviale Darstellung (Singulett).

e d = N: fundamentale Darstellung (A%/2), antifundamentale Darstellung (—\**/2).

e d = N? — 1: adjungierte Darstellung.

9.5 Nichtabelsche Eichtransformationen

Ausgangspunkt ist die Lagrangedichte

L= " hi(iv"d, —m)y = U(iy"d, —m)¥  mit U = (1, Py, ..., y) - (9.49)

i=1..N

Die Lagrangedichte ist invariant unter einer globalen SU(N) Eichtransformation
U — U =exp (i0"T") ¥ = (1+i0°T*+ O((0*)*)) ¥ =U¥ und ¥ — ¥ = VU {9.50)

Die Generatoren 7 sind

fundamentale Darstellung: (7%);; = (%)” d=N
adjungierte Darstellung (T%)pe = —ifobe d=N?-1 (9.51)
triviale Darstellung T*=0<U®)=1.

Betrachten wir nun lokale Symmetrien, also § = 6%(z). Die Transformation von WU sei

U’ = UW. Wir fiihren eine kovariante Ableitung ein,
D, =0, —igA, =0, —igT"Aj}, . (9.52)

Die T konnen verschieden sein, aber Af ist identisch in allen D,,. Beispiel Supersymmetrie

(SUSY)

squark, quark T = 2 (d=N) (9.53)
gluino (T = —if® (d= N?—-1) '
Die kovariante Ableitung transformiert sich genauso wie ¥, also (D,¥) = U(D, V). Damit

(D,W) = DW= DUV = DU = UD, (9.54)

Ist erfiillt wenn

8, —igAl, = D, =UD,U " =U(, —igA,)U ™" =UU 9, + U@,U") —igUA U =
(9.55)

A= éU(&uU1)+UAMU1. (9.56)
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Wichtig: A7} ist unabhéingig von der Darstellung U. Mit infinitesimalem
U = exp(iT"0") = 1 +iT*0* + O(6*?) (9.57)
haben wir

A= AT = LU ()T (0,0 U™ + (1 +i6°T*) AST(1 — i6°T")
9 N L .
Acrevids (T — TT?) ga

J

~~
ifaCbTb

1
= Tb(§8,ﬂb+AZ+z’(—z’f“bc)9“A;). (9.58)

J/

TV
b
A

Der Feldstéarketensor sei definiert durch F** ~ [DH*  D¥]. Betrachte den Kommutator

[D., D)) = [0, —igT*A%, 0, —igT"A})) = —igT*0, Al — igT*(—9,A%) + (—ig)* AL A} [T, T")
N——
Z‘fabcTc
= —igT" (9, A% — 0,A% + g f** ALAY) = —igT“F}, = —igF,, . (9.59)
fabc
_.Fg,

Die F}, sind unabhéngig von der Darstellung der 7. Wir haben fiir das Transformations-
verhalten

Fl, = [D" D"| = UD, U, UD, U] = UF,,U™" homogene Transformation(9.60)
g g
Und mit Glg. (9.58)
a o a . - rbac\ pb ¢
(F2) = F2 +i(—if")6"F¢, + .. (9.61)

Das heifit F}j, transformiert sich homogen unter der adjungierten Darstellung. Ferner folgt
daraus, dass

FUvES = 2Sp(F,F*) | = 2Sp(F* T°F,,T") = 2F**" F},, Sp(T"T") = F*F,
N——

%60})
ist eichinvariant. (9.62)
Damit haben wir fiir die kinetische Lagrangedichte
1 17 a 1 174
Ekin,A - _ZFGM FMV = _§Sp<Fﬂ FPW) . (963)
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9.6 Die QCD Lagrangedichte

Beispiel: Die Quantenchromodynamik (QCD) ist invariant unter der Farb-SU(3). Die 6
Quarkfelder tragen Farbladung und befinden sich in der fundamentalen Darstellung

wa
U, = Y qg=u,d,c, s, t,b. (9.64)
%3

Sie bilden Tripletts. Die 8 Gluonen G* befinden sich in der adjungierten Darstellung. Die
QCD Lagrangedichte lautet

1 _
Locp = —7 GGy, + > U, (i9" Dy — my) ¥, (9.65)
q=1...6
mit
G, = 0,G% — 0,G% + gf ™ G- Ge . (9.66)

Zur Informaton: die Quarkmassen haben die Werte (siche Particle Data Group, Webseite:
pdg.1bl.gov)

m, = 2370 MeV  mg=480tMeV  m,=95+5 MeV

me. = 1.27540.025 GeV  my(MS) = 4.18 £ 0.03 GeV ~ m; = 173.54+0.6 + 0.8 GeV .

(9.67)
9.7 Chirale Eichtheorien
Betrachte
L;=Y(iv"D, —m)¥ . (9.68)

In der chiralen Darstellung sind die 4 x 4 v-Matrizen gegeben durch

(T3 T)
o= (1(; _0]1) , (9.70)

wobei o; (i = 1,2, 3) die Pauli-Matrizen sind. Mit

= 01
U= ( 3; ) und U =00 = (T, of) ( 10 ) = (¢',x") (9.71)
ergibt sich
_ H
Tiv D =il D) [ 0 7 ) () = pliot D+ iot D (9.72)
o, 0 D,y

N J/
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Die Eichwechselwirkung gilt unabhéngig fiir

\IIL:<2):%(1—75)\D und \I/R:<B<>:%(]l+75)\11. (9.73)

Die ¥, und Wy konnen unterschiedliche Eichdarstellungen haben. Aber

mB = m(g', ) ( X

- ) =m(p'x + x'p) = m(V Vg + Vply) . (9.74)

Der Massenterm mischt W, und Wg. Daraus folgt Symmetriebrechung falls ¥y und ¥pg un-
terschiedliche Darstellungen haben.

Wie sieht es mit einem Massenterm fiir Eichbosonen aus? Betrachte

L= —1 Few pa +m—2 A AY (9.75)
4 m 2 N L ' '
eichinvariant nicht eichinvariant
Zum Beispiel fiir die U(1)
(AMA“)’ = (A, +0,0)(A" 4+ 0"0) = A, A" 4+ 2A,0"0 + (0,0)(0"0) . (9.76)

Der Massenterm fiir A* bricht die Eichsymmetrie.

9.8 Addendum: Mathematische Hintergrundinforma-
tionen

9.8.1 Gruppen

Sei ein Paar (G, %) mit einer Menge G und einer inneren zweistelligen Verkiipfung/Gruppen-
multiplikation. * : G x G — G, (a,b) — a * b heiit Gruppe, wenn folgende Axiome erfiillt
sind

1. Die Gruppe ist abgeschlossen. D.h. wenn g,he G = g*xh e G.
2. Assoziativitit: (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3).

3. d Finselement e mit der Eigenschaft gxe=exg=9g VgeG.

4. 7Zu jedem g gibt es ein Inverses g ' mit g ' xg=gxg ! =e.

Abelsche Gruppe: Eine Gruppe heifit abelsch, wenn g x h = h x g.

Kontinuierliche Gruppen: Sie besitzen unendlich viele Elemente und werden durch n Pa-
rameter beschrieben. Bei Liegruppen ist n endlich. Alle einparametrigen Liegruppen sind
abelsch. Typisches Beispiel: U(1) mit den Elementen e’ und ¢ als Parameter.
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9.8.2 Algebra

Ein linearer Raum (Vektorraum) wird zu einer Algebra A, wenn eine bindre Operation
(Multiplikation) zweier Elemente m,n existiert, so da mn € A. Es gelten die Linea-
ritdtsbeziehungen (k,m,n € A)

k(cym + can) = cikm + cokn
(cym + can)k = eymk + conk . (9.77)

Dabei sind ¢y, ¢5 reelle (komplexe) Zahlen. Man spricht je nach Fall von reeller (komplexer)

Algebra.

Eine Algebra heifit kommutativ, wenn

mn =nm . (9.78)
Sie heiflt assoziativ, wenn

k(mn) = (km)n . (9.79)
Sie heifit Algebra mit Einselement, wenn sie ein Einselement 1 besitzt mit

Im=ml=m. (9.80)

Sei A eine assoziative Algebra mit Einselement und B C A eine Menge von Elementen b, b?
etc. Die Algebra heifit von B erzeugt, wenn jedes meA durch ein Polynom endlichen Grades
in den Elementen b geschrieben werden kann,

p
m=cl+Y > i 0020 (9.81)
k

k=1 i1,i2,....i

wobei die Koeffizienten c¢;,;, ;, komplexe Zahlen sind. Die Elemente der Menge B heiflen
Generatoren von A. Das Einselement gehort nicht zu den Generatoren.

9.8.3 Clifford-Algebren
Eine Clifford-Algebra Cy wird von N Generatoren &', €2, ..., &N erzeugt, fiir die

gagb + gbga — 25ab

mit a,b=1,..., N.

Die Dimension der Clifford-Algebra Cy ist 2V. Es existiert ein enger Zusammenhang zwi-
schen Clifford-Algebren und den Quantisierungsbedingungen fiir Fermionen.

Im allgemeinen lassen sich Clifford-Algebren fiir beliebige symmetrische Metriken ¢™"
definieren. So gilt insbesondere fiir die pseudoeuklidische Metrik

gap = diag(1,1,...,1,—1,...,—1) (9.82)
——

N M

Clifford-Algebra Cy p: {I™, I} = 2¢™"1.

Die Anzahl der Generatoren ist d = N + M.
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9.8.4 Liealgebren

Eine Algebra ist ein Vektorraum, der von den Generatoren A, B,C,... aufgespannt wird:
beliebige Linearkombinationen von Generatoren ergeben wieder Generatoren. Eine Algebra
verfiigt {iber ein Produkt zwischen den Generatoren. Im Fall der Liealgebra ist das Produkt
der Kommutator

Ao B:=[AB], (9.83)
mit den folgenden Eigenschaften

AoB = —BoA (9.84)
(AoB)oC+ (CoA)oB+(Bo(C)oA = 0. (9.85)

Liealgebren sind nicht assoziativ. Die Beziehung (9.85) heiit Jacobi-Identitdit.



112 Auf dem Weg zum Standardmodell - Eichsymmetrien




Kapitel 10

Spontane Symmetriebrechung

Die Symmetrie einer Lagrangedichte ist spontan gebrochen, wenn die Lagrangedichte symme-
trisch ist, aber das physikalische Vakuum nicht der Symmetrie gehorcht. Wir werden sehen,
dafl wenn die Lagrangedichte einer Theorie invariant unter einer exakten kontinuierlichen
Symmetrie ist, welche nicht die Symmetrie des physikalischen Vakuums ist, eines oder meh-
rere masselose Spin-0 Teilchen auftreten. Diese werden Goldstone Bosonen genannt. Wenn
die spontan gebrochene Symmetrie eine lokale Eichsymmetrie ist, fithrt das Zusammenspiel
(induziert durch den Higgsmechanismus) zwischen den Méchtegern-Goldstone Bosonen und
den masselosen Eichbosonen zu den Massen der Eichbosonen und entfernt die Goldstone
Bosonen aus dem Spektrum.

10.1 Beispiel: Ferromagnetismus
Es handelt sich um ein System wechselwirkender Spins,

H=->J;S-5;. (10.1)

i,J

Das Skalarprodukt der Spinoperatoren ist unter Rotation ein Singulett, ist also rotationsinva-
riant. Im Grundzustand des Ferromagneten (bei geniigend niedriger Temperatur, unterhalb
der Curie-Temperatur) zeigen alle Spins in dieselbe Richtung. Dies ist der Zustand niedrig-
ster Energie. Der Grundzustand ist nicht mehr rotationsinvariant. Bei Drehung des Systems
entsteht ein neuer Grundzustand derselben Energie, der sich aber vom vorigen unterscheidet.

Der Grundzustand ist also entartet. Die Auszeichnung einer bestimmten Richtung bricht die
Symmetrie. Es liegt spontane Symmetriebrechung (SSB) vor.

10.2 Beispiel: Feldtheorie fiir ein komplexes Feld

Wir betrachten die Lagrangedichte fiir ein komplexes Skalarfeld
L= (0,0)(0"¢) — ’¢*d — \(¢*¢)* mit dem Potential V = p®¢*¢ + M(¢*¢)*. (10.2)

(Hinzufiigen hoherer Potenzen in ¢ fiihrt zu einer nicht-renormierbaren Theorie.) Die La-
grangedichte ist invariant unter einer U(1)-Symmetrie,

¢ — exp(ia)e . (10.3)

113
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Abbildung 10.1: Das Higgspotential.

Wir betrachten den Grundzustand. Dieser ist gegeben durch das Minimum von V/,

oV
= 25

0 fir p?>0

¢*6 =~ fir p® <0

0 (10.4)

= 12o+ 29" 0)0 = o= {
Der Parameter A muf positiv sein, damit das System nicht instabil wird. Fiir 42 < 0 nimmt
das Potential die Form eines Mexikanerhutes an, siehe Fig. 10.1. Bei ¢ = 0 liegt ein lokales
Maximum, bei
112
N S i 10.5
o = = /-2 (10.5)

ein globales Minimum. Teilchen entsprechen harmonischen Oszillatoren fiir die Entwicklung
um das Minimum des Potentials. Fluktuationen in Richtung der (unendlich vielen degene-
rierten) Minima besitzen Steigung null und entsprechen masselosen Teilchen, den Goldstone
Bosonen. Fluktuationen senkrecht zu dieser Richtung entsprechen Teilchen mit Masse m > 0.
Die Entwicklung um das Maximum bei ¢ = 0 wiirde zu Teilchen negativer Masse (Tachyo-
nen) fithren, da die Kriitmmung des Potentials hier negativ ist.

Entwicklung um das Minimum bei ¢ = v fiithrt zu (wir haben fiir das komplexe skalare
Feld zwei Fluktuationen ¢; und ¢5)

1 ) 1 . P2
6 = vt slotio) = (v o) 452 (106)
» 1
¢ = v2+ V2 + 5@0? + ¢2) . (10.7)
Damit erhalten wir fiir das Potential
212 N4 2 N2
Vo= Moo —v7) ~ e mit V=5 & (10.8)
L 2 ? ,U4

Vernachléssige den letzten Term in V| da es sich nur um eine konstante Nullpunktsverschie-
bung handelt. Damit ergibt sich fiir die Lagrangedichte

1 1 A
L= 5(6‘u<p1)2 + 5(8M<P2)2 — 20020 — V201 (92 + 2 — Z(s@? +¢3)% . (10.10)
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Die in den Feldern quadratischen Terme liefern die Massen, die in den Feldern kubischen und
quartischen Terme sind die Wechselwirkungsterme. Es gibt ein massives und ein masseloses
Teilchen,

My, =20VA und my,, =0. (10.11)

Bei dem masselosen Teilchen handelt es sich um das Goldstone Boson.

10.3 Das Goldstone Theorem

Seien
N = Dimension der Algebra der Symmetriegruppe der vollsténdigen Lagrangedichte.
M = Dimension der Algebra der Gruppe, unter welcher das Vakuum nach der

spontanen Symmetriebrechung invariant ist.

= Es gibt N-M Goldstone Bosonen ohne Masse in der Theorie.

Das Goldstone Theorem besagt, dafl es fiir jeden spontan gebrochenen Freiheitsgrad der
Symmetrie ein masseloses Goldstone Boson gibt.

Sei ¢;(x) ein Satz von Operatoren mit nichttrivialem Transformationsverhalten unter einer
Symmetriegruppe G. Das Transformationsverhalten ist gegeben durch

Q% ¢i(2)] = T5¢5(x) mit Q" = /d?’yjoa(y) und 9,j" =0. (10.12)

Die T sind die Darstellungsmatrizen der Generatoren. Ist der Vakuumerwartungswert (VEV)
< 0|¢j(x)|0 > eines dieser nichttrivial transformierenden Felder ungleich null, dann existie-
ren masselose Anregungen.

Beweis:
Falls < 0]¢;[0 > 0 gibt es ein T mit 0 #< 0|T¢;|0 >, da der Satz von Generatoren T
linear unabhéngig ist. Damit gilt

0 #< 0|T5¢510 >=< 0][Q", ¢:]|0 > . (10.13)

Es existiert also ein Ladungsoperator ¢ und ein Feld ¢(x), fir die < 0|[Q, ¢(2)]|0 ># 0.
Daraus ergibt sich Q|0 ># 0. Das Vakuum hat also eine Ladung # 0. Es transformiert
sich nichttrivial unter Symmetrietransformationen. Da es auf x nicht ankommt, wéhle den
Nullpunkt. Damit

dQ d
- =0 = —[Q1),¢(0)]=0. (10.14)

Und damit also

< 0[[Q(1), 6(0)][0 >=C #0. (10.15)

Es ist

7°(y) = exp(—iP - y);°(0) exp(iP - y) , (10.16)
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wobei P* der Impulsoperator ist. Sei die Translationssymmetrie spontan gebrochen,

C = Z/d?’y {< 0] exp(—iP - y)7°(0) exp(iP - y)|n >< n|$(0)|0 >
< 0l¢(0)[n >< n| exp(—iP - y);°(0) exp(iP - )]0 >}
= 3 [ @ (<0 expliP )l >< nlo(0)0 >
< 0l¢(0)|n >< n| exp(—iP, - y)7°(0)|0 >] }
= (2m)* ) {[< 05°(0)[n >< n[$(0)|0 > exp(iE,t)
— < 0[¢(0)|n >< n|5°(0)]0 > exp(—iEnt)]é(g)(ﬁn)} . (10.17)
Hier wurde
/ Py exp(xiP,7) = (27)%0®(P,) (10.18)
verwendet. Da
exp(—iE,t) = exp(—iM,t) (10.19)

kann der Beitrag zu C' = const. nur von M, = 0 kommen. Der Vakuumzustand |n >= |0 >
tragt nicht bei, da sich beide Terme wegheben. Das heisst

Es gibt einen Zustand |n >%# [0 > mit M, =0 und < n|¢(0)|0 ># 0 #< n|j°(0)|0 *10.20)
Der Beweis verlangt

e Manifeste Lorentz-Kovarianz

e Vollstindigkeit der physikalischen Zusténde.

Diese Bedingung kann von Eichtheorien nicht erfiillt werden. Um beispielsweise die Elektro-
dynamik zu quantisieren, mufl zwischen dem Lorentz-kovarianten Gupta-Bleuler Formalis-
mus mit unphysikalischen indefiniten metrischen Zustédnden oder der Quantisierung in einer
physikalischen Eichung, wo manifeste Lorentz-Kovarianz verloren geht, gewéahlt werden.

Fiir Eichtheorien gilt das Goldstone Theorem nicht: Masselose skalare Freiheitsgrade wer-
den von den Eichbosonen absorbiert, um ihnen Masse zu geben. Das Goldstone Phédnomen
fithrt zum Higgs Phédnomen.

10.4 Chirale Symmetriebrechung in der QCD

Die Masse der Pionen ist sehr klein, 0 ~ m, ~ 10~!mp. Es stellt sich die Frage, warum.
Da Pionen nur u- und d-Quarks enthalten, betrachten wir nur diese beiden Quark-Flavours.
Fiir die Masse der u- und d-Quarks haben wir m, 4 =~ O(5 MeV) < Agcp. Betrachten wir
nun die Lagrangedichte fiir verschwindende u- und d-Quarkmassen,

L =uilju+diljd . (10.21)
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Mit ¢ = (u,d)” koénnen wir die Lagrangedichte ich einen links- und rechtshiindigen Anteil
aufspalten,

vo= (-0 md vp= (1) (10.22)

2
Also

L= )" uilu,+dDid, . (10.23)
Sie ist invariant unter einer SU(2)-Symmetrie

s=L,R
o o
(i) n( (i) () oo () o

Die Lagrangedichte ist separat symmetrisch fiir die links- und rechtschiralen Terme. Sie ist
also symmetrisch unter einer SU(2); x SU(2)g. Es gibt die erhaltenen Strome

(4, J)fwg%@l +75) ( Z ) und (a,czw%(n — ) ( Z ) (10.25)

Addition und Subtraktion der Stréme fithrt auf den Vektor- (V) und den Axialvektorstrom
(Ay)
~ o - o'

i “fu i u .
V., = (u, d)%? ( d ) und A, = (u,d)%%E ( d ) i=1,2,3. (10.26)

Damit verbunden sind 6 erhaltene Ladungen. Die Felder selbst kénnen keinen von null ver-
schiedenen VEV haben. (Farbneutralitit des QCD-Vakuums). Allerdings kann das Konden-
sat aus Quark und Antiquark einen nichtverschwindenden VEV besitzen,

< 0|a(z)u(z)]0 >=< 0]d(x)d(x)|0 >0 . (10.27)

Dieser erhélt zwar die SU(2)-Symmetrie, bricht aber die axiale Symmetrie spontan. Diese
SSB fiihrt auf drei masselose Goldstonebosonen, die Pionen 7+, 7~ und #°. Es handelt sich
um pseudoskalare Mesonen. Dabei

1 1
mt = —=(m + i) und T = ﬁ(ﬁ —ima) . (10.28)

V2
Ferner (i,j = 1,2,3)
COLALWR(R) £ 0 = < 0]exp(iP - y) AL (0) exp(—iP - )| (k) >
< 0]A4},(0) exp(—ik - y) |7’ (k) >
exp(—ik - y) < O|AL(O)|7Tj(k3) >
= if,6" exp(—iky)k, . (10.29)

Dies ist die Grundlage, um die Lebensdauer fiir Pionen auszurechnen. Dabei ist f, die
Zerfallskonstante des Pions.

Die Dimension von SU(2), x SU(2)g ist d; = 6. Diese wurde heruntergebrochen auf die
SU(2) mit Dimension dy = 3. Die Anzahl der Goldstone Bosonen entspricht der Anzahl der
spontan gebrochenen Generatoren d; — dy = 3. Wir haben also drei masselose Pionen.

In Wirklichkeit sind die u- und d-Quarks nicht masselos. Die chirale Symmetrie ist also
nicht nur spontan, sondern auch explizit gebrochen. Da die betroffenen Quarkmassen jedoch
sehr klein sind, ist auch die Masse der Pionen recht klein.
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10.5 Spontane Brechung einer O(IN) Symmetrie

Wir betrachten die Lagrangedichte fiir N reelle skalare Felder

L=>" %(@L@) i) (Z ¢) mit (Z ¢> V(¢ - ). (10.30)

i=1...N i=1...N i=1...N

Die Lagrangedichte ist symmetrisch beziiglich einer O(N) Transformation ¢; — O;;¢; (i,5 =
1...N). Bei O handelt es sich um orthogonale N x N Matrizen. Das Minimum von V sei bei
6] = v #0,2.B. V= A¢? —v?)%. Wir entwickeln ¢ um das Minimum. O.B.d.A.,

0 Y1 ©1
0 P2 P2

o= + : = (10.31)
0 PN-1 PN-1
v PN U+ QN

Und
F=v"+2won+ Y ¢l (10.32)
i=1...N

Die Richtung N bzw. ¢y ist damit ausgezeichnet. Die restlichen N — 1 Felder sind nach wie
vor invariant unter einer N — 1-dimensionalen Rotation. Fiir das Potential erhalten wir

2 2
V=X <2vg0N + > w?) = Ak + ey Y i+ A < > <p§> : (10.33)
i=1...N i=1...N i=1...N

Die in den Feldern kubischen und quartischen Terme beschreiben die Wechselwirkungen. Der
in N quadratische Term ist der mit ¢y assoziierte Massenterm. Die Masse zum Quadrat ist

mZ, = 8A\v”. (10.34)

Es handelt sich hier um ein massives Higgs Boson, welches einen nichtverschwindenden VEV
v besitzt. Die iibrigen N — 1 Felder sind masselos, m; = 0 fiir ¢ = 1...N — 1. Es handelt sich
um die Goldstone Bosonen. Die urspriingliche Symmetrie O(N) mit N(N —1)/2 Generatoren
wurde heruntergebrochen auf die Symmetrie O(N — 1) mit (N — 1)(N — 2)/2 Generatoren.
Die Anzahl der Goldstone Bosonen dg entspricht der Anzahl der gebrochenen Generatoren,
also

%[N(N—l)— (N-1)(N-2)]=N-1. (10.35)

Wir haben also N — 1 Goldstone Bosonen.

10.6 Spontan gebrochene Eichsymmetrien

Wir betrachten als Beispiel die Lagrangedichte eines komplexen skalaren Feldes ®, welches
an ein Photonfeld A, koppelt, die invariant ist unter U(1). Die lokalen Transvormationen
sind gegeben durch

¢ — exp(—ieA(x))P(x) und A, — A, + 0. (10.36)
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Die Lagrangedichte lautet

1
L =0, —ieA,)P*[(0" + icA")D] —p*®* D — \(D*D)? —ZFM,,F“” : (10.37)

—V(®)

(Bemerkung: Um die Lagrangedichte zu quantisieren mufl noch ein Eichfixierungsterm ein-
gefiihrt werden.) Fiir 4? < 0 kommt es zu spontaner Symmetriebrechung der U(1). Dann
hat das Feld einen nichtverschwindenden VEV,

_MQ
<00 >=0v =1/ (10.38)

Die Fluktuationen um das Minimum (Entwicklung um das Minimum) sind gegeben durch

O=u+ %(% + i) = (v + Hg)) exp (%XE}I)) <% v+ %(H(:c) + ix(x)))10.39)

Damit

: 1 . . e .
D@ = (9, +ied,)P(z) = ﬁ@% +i0,p2) +ieA v + ﬁAu(—wz + i)

— exp (zﬁ) {au +ie <Au + \%z})} (v + %) . (10.40)

Um bilineare Mischterme in den Feldern zu vermeiden, fithren wir folgende Eichtransforma-
tion durch,

A=A, +0, ( (10.41)

i)

Damit ergibt sich fiir die kinetische Energie (nenne A" ab jetzt A)

(D, ®) (D'D) — %(@H)(@“H) + AN <v + 3)2 _ %(@H)(&“H) +(2?) A, A"

\/5 ——
b
H2
+ AL AN (V2uH + — ) . (10.42)
2
Wechselwi;lzungsterme
Und die gesamte Lagrangedichte lautet
1 " 1 b 2 v (3 H?
L = 25(@[{)(8 H)—l—émAAHA +e"A,A 21}H—|—7
1 A
- o 2 rr2 3 rr4
FwF 2>\v H? —V2u\H S (10.43)
My

Hierbei wurde der konstante Term Av?*, welcher lediglich den Nullpunkt des Vakuums ver-
schiebt, weggelassen. Die Massen des Higgsteilchens H und des Photons ergeben sich zu

m% = 2% (10.44)
my = 4 \? . (10.45)
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Es tritt also ein massives Photon (Eichboson) und ein massives skalares Feld, das Higgsteil-
chen, auf. Das Goldstone Boson tritt als Freiheitsgrad nicht in Erscheinung. Die Anzahl der
Freiheitsgrade ist aber erhalten geblieben. Denn bei ungebrochener U(1)-Symmetrie ist das
Photon masselos und besitzt 2 physikalische Freiheitsgrade, die zwei transversalen Polarisa-
tionen. Die unphysikalische skalare und longitudinale Polarisation tragen im Gupta-Bleuler-
Formalismus nicht bei. Das komplexe skalare Feld (entspricht einem geladenen Teilchen) @
besitzt 2 Freiheitsgrade. Bei gebrochener U(1)-Symmetrie haben wir ein massives Photon
mit 3 Freiheitsgraden (mit longitudinaler Polarisation) und ein massives reelles Higgs Boson
mit einem Freiheitsgrad. Das Goldstone Boson wurde aufgegessen, um dem Photon Masse
zu geben, d.h. um den longitudinalen Freiheitsgrad des massiven Eichteilchens zu liefern.

Nochmal: In Eichtheorien treten die Goldstone Bosonen nicht in Erscheinung. Sie sind
Mdchtegern (im Englischen would-be) Goldstone Bosonen. Bei SSB werden sie direkt in die
longitudinalen Freiheitsgrade der massiven Eichbosonen absorbiert. Es gilt bei Eichtheorien:
Seien

N = Dimension der Algebra der Symmetriegruppe der vollstéandigen Lagrangedichte.
M = Dimension der Algebra der Gruppe, unter welcher das Vakuum nach der
spontanen Symmetriebrechung invariant ist.
n = Die Anzahl der skalaren Felder
=

Es gibt M masselose Vektorfelder. (M ist die Dimension der Symmetrie des Vakuums.)
Es gibt N — M massive Vektorfelder. (N — M ist die Anzahl der gebrochenen Generatoren.)
Es gibt n — (N — M) skalare Higgsfelder.

10.7 Addendum: Goldstone Theorem - klassische Feld-
theorie

Proof of the Goldstone theorem in classical field theory:

The Lagrangian
1
L=5000) = V(p) (10.46)

is invariant under the rotation
@ — g tala, a=1,...,N, (10.47)
which can infinitesimally be written as

¢ — ¢ —iaRp (10.48)

From the invariance it follows that

ov ov

oV =""0p=—ia—Rp=0 V 10.4
5,00 = Tlag B o, @ (10.49)
so that
2
IV ot Vp_y (10.50)

Dpdyp i
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After spontaneous symmetry breaking we have the ground state
ov
P =0 for p=v#0 (10.51)
from which follows the Goldstone equation: >
oV =0 for p=wv (10.52)
dpdp o '
and
0?V
= M2 (10.53)
dpdp
is the mass matrix of the system. Expanding ¢ about the ground state
o=uv+¢ (10.54)
we have
0
1 ov 1, 0%V
L = Z(0p)?—[V — o+ = "+ ..
5(09)" = [V(v) + 90 7 Y 3¥ 500, F ]
1 1, 0%V
= —(0¢) —=¢ "+ 10.55
5(0¢)" = 5 90057 (10.55)
The Goldstone equation is thus the condition equation for the masses
M?Rv =0 (10.56)

e The equation is fulfilled if the generators R*, a = 1,2, ..., M leave the vacuum invariant:

R = 0.

e The remaining generators R* a = M + 1,..., N form a set of linearly independent
vectors R%. These are eigen-vectors of the zero-eigenvalues of the mass matrix M?2.

The zero-eigenvalue is hence N — M times degenerated. Q.e.d.
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Kapitel 11

Das Standardmodell der
Teilchenphysik

Das Standardmodell (SM) der Teilchenphysik beschreibt die uns heute bekannten grund-
legenden Bausteine der Materie und (bis auf die Gravitation) ihre Wechselwirkungen un-
tereinander. Diese umfassen die elektromagnetische und die schwache (zusammenfassend die
elektroschwache) und die starke Wechselwirkung. Zunéchst soll ein kurzer historischer Abriss
der Schritte gegeben werden bis zur Entwicklung der elektroschwachen Theorie von Sheldon

Glashow, Abdus Salam und Steven Weinberg (1967).

11.1 Eine kurze Vorgeschichte des Standardmodells der
Teilchenphysik

- Schwache Wechselwirkung: 3 Zerfall [A. Becquerel 1896, Nobelpreis 1903"]

Antoine Henri Becquerel (15.12.1852 - 25.8.1908) war ein franzésischer Physiker, No-
belpreistriger und einer der Entdecker der Radioaktivitit.

1896 entdeckte Becquerel eher zuféllig Radioaktivitét, als er die Phosphoreszenz von
Uran Salzen untersuchte.

In 1903 teilte er sich den Nobelpreis mit Marie and Pierre Curie “in recognition of the
extraordinary services he has rendered by his discovery of spontaneous radioactivity”.

N — N’ + e~ verletzt Energie- und Drehimpulserhaltung

Lise Meitner and Otto Hahn zeigten 1911, dafl die Energie der emittierten Elektro-
nen kontinuierlich ist. Da aber die freiwerdende Energie konstant ist, hatte man ein
diskretes Spektrum erwartet. Um diesen offensichtlichen Energieverlust (und auch die
Verletzung der Drehimpluserhaltung) zu erklaren, schlug Wolfgang Pauli 1930 die Teil-
nahme eines neutralen extrem leichten Teilchens vor, das er “Neutron” nannte. Enrico
Fermi &dnderte diesen Namen 1931 in “Neutrino”, die verkleinerte Form des nahezu
zeitgleich entdeckten Neutrons.

Lise Meitner (7. 11.1878 - 27.10.1968) war eine dsterreichische Physikerin, die Ra-
dioaktivitit und Kernphysik untersuchte. Otto Hahn (8.8.1879 - 28.7.1968) war ein

lgeteilt mt Marie und Pierre Curie
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deutscher Chemiker und erhielt 1944 den Nobelpreis in Chemie. Wolfgang Ernst Pauli
(25.4.1900 - 15.12.1958) war ein dsterreichischer Physiker.

- Die Neutrino Hypothese: [W. Pauli 1930, Nobelpreis 1945

N—P+4e +17,
Spin = 1/2, Masse ~ 0

Der erste experimentelle Nachweis des Neutrinos gelang Clyde Cowan und Frederick
Reines 1956 in einem der ersten grofien Kernreaktoren.

Clyde Lorrain Cowan Jr (6.121919 - 24.5.197}) war der Mitentdecker des Neutrinos,
zusammen mit Frederick Reines. Frederick Reines (6.3.1918 - 26.8.1998) war ein ame-
rikanischer Physiker und erhielt 1995 den Nobelpreis fiir Physik in beider Namen.

- Die Fermi-Theorie: [E. Fermi, Nobelpreis 1958)

Enrico Fermi entwickelte eine Theorie der schwachen Wechselwirkungen analog zur Quante-
nelektrodynamik (QED), in der vier Fermionen direkt miteinander wechselwirken:

Lo = I,
[Fiir kleine Impulsiibertrige konnen die Reaktionen durch eine punktartige Wechselwirkung
genéhert werden. |

Enrico Fermi (29.9.1901 - 28.11.195}) war ein italienscher Physiker. Er bekam 1938
den Nobelpreis fiir Physik fir seine Arbeit iber induced radioactivity’.

Bei der Fermi-Wechselwirkung wechselwirken 4 Fermionen direkt miteinander. Diese
Wechselwirkung kann beispielsweise ein Neutron (oder ein down-Quark) in ein Elek-
tron, ein Antineutrino und ein Proton (oder up-Quark) splitten. Baumgraphen Feyn-
mandiagramme beschreiben die Wechselwirkung bemerkenswert gut. Allerdings kénnen
keine Schleifendiagramme berechnet werden, da die Fermi-Wechselwirkung nicht re-
normierbar ist. Die Losung besteht darin, die 4-Fermion-Kontaktwechselwirkung
durch eine vollstindigere Theorie zu ersetzen - mit einem Austausch eines W oder eines
Z Bosons wie in der elektroschwachen (EW) Theorie. Diese ist renormierbar. Bevor die
EW Theorie konstruiert wurde konnten George Sudarshan und Robert Marshak, und
unabhéngig auch Richard Feynman und Murray Gell-Mann die korrekte Tensorstruk-
tur (Vektor- minus Axialvektor V' — A) der 4-FermionWechselwirkung bestimmen.

- Die Yukawa Hypothese: [H. Yukawa, Nobelpreis 1949 fiir ’his prediction of mesons based
on the theory of nuclear forces’|

Die punktartige Fermikopplung ist der Grenzfall des Austausches eines “schweren Photons” —

W boson.

2

G : ~_ 4 ~ 92 :
Tg punktartige Kopplung =~ 0T N mit Austausch eines W—Bosons

Hideki Yukawa (23.1.1907 - 8.9.1981) war ein japanischer theoretischer Physiker und
der erste Japaner, der den Nobelpreis gewann.

Hideki Yukawa establierte die Hypothese, dafl Kernkrafte durch den Austausch neuer
hypothetischer Teilchen zwischen den Nukleonen erklért werden konnen, in der gleichen
Art und Weise, in der die elektromagnetische Kraft zwischen Elektronen durch den
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Austausch von Photonen beschrieben werden kann. Dieses Teilchen, das die Kernkraft
iibermittelt, sollte aber im Gegensatz zu den Photonen nicht masselos sein, sondern
eine Masse von 100 MeV haben. Dieser Wert kann aus der Reichweite der Kernkréfte
abgeschétzt werden. Je grofler die Masse des Teilchens, desto kleiner ist die Reichweite
der Wechselwirkung, die von dem Teilchen vermittelt wird.

- Paritétsverletzung in der schwachen Wechselwirkung [T.D. Lee, C.N. Yang, Nobelpreis 1957,
und C.-S. Wuj

Das 7 — 6 Rétsel: Urspriinglich waren zwei verschiedene positive geladene Mesonen mit stran-
geness (S # 0) bekannt. Diese konnten aufgrund ihrer Zerfallsprozesse unterschieden werden:

ot — atx° P, =+1

v atrtaT Py =—1

Die Endzusténde dieser beiden Zerfille haben unterschiedliche Paritdt. Da zu dieser Zeit
angenommen wurde, dafl die Paritdt in allen Reaktionen erhalten ist, hétten 7 und 6 zwei
verschiedene Teilchen sein miissen. Préazisionsmessungen ihrer Masse und Lebensdauer wie-
sen jedoch keinen Unterschied zwischen den beiden Teilchen auf. Die Losung dieses 6 — 7
Rétsels war, die Paritétsverletzung der schwachen Wechselwirkung. Da beide Mesonen iiber
die schwache Wechselwirkung zerfallen, erhélt diese Reaktion nicht die Paritét im Gegensatz
zur urspriinglichen Annahme. Damit konnten beide Zerfélle vom selben Teilchen kommen,
welches dann K genannt wurde.

Ot =77 = Kt = P verletzt. (m hat negative Paritét.)

Tsung-Dao Lee (geboren 24.11.1926) ist ein chinesisch-amerikanischer Physiker. 1957
erhielt Lee mit C. N. Yang den Nobelpreis fiir Physik fiir ihre Arbeiten tiber Pa-
ritdtsverletzung in der schwachen Wechselwirkung, die Chien-Shiung Wu experimen-
tell nachwies. Lee and Yang waren die ersten chinesischen Nobelpreisgewinner. Chien-
Shiung Wu (* 81. Mai 1912 in Liuho, Province Jiangsu, China ; - 16. Februar 1997
in New York, USA) war eine chinesisch-amerikanische Physikerin.

V — A Theorie: Die Paritat ist maximal verletzt. Dies bedeutet, dal die Axialkopplung die
gleiche Stirke hat wie die Vektorkopplung |cy| = |ca|. Tatséchlich ist ¢y = —cy4. Deshalb
nennt man die Theorie “V — A Theorie”.

- Nachweis des Neutrinos:

N - P+e +1, U+ P — N+e"

Das Neutrino konnte 1956 experimentell von Clyde L. Cowan und Frederick Reines im in-
versen (-Zerfall (0, + P — e + N) in einem Kernreaktor nachgewiesen werden. (Nobelpreis
1995 nur an Reines, da Cowan 1974 gestorben war.)

Das muon Neutrino wurde 1962 von Jack Steinberger, Melvin Schwartz und Leon Max Le-
derman entdeckt. Alle drei Physiker erhielten 1988 den Nobelpreis fiir ihre grundlegenden
Experimente iiber Neutrinos.

Das tau-Neutrino wurde 2000 im DONUT-Experiment entdeckt.

- CP-Verletzung [Cronin, Fitch, Nobelpreis1980)

K! — 37 CP=-—
K — 21 CP=+
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Details: Nach der Entdeckung der Paritétsverletzung wurde weitgehend angenommen, dafl
CP erhalten ist. Bei CP Symmetrie wéren die physikalischen Kaon-Zustdande durch CP Eigen-
zustinde gegeben. Die starken Eigenzustinde K°, K° sind jedoch keine CP Eigenzusténde,
da die beiden Teilchen ihr jeweiliges Antiteilchen sind. CP Eigenzustidnde sind also Linear-
kombinationen dieser beiden Zusténde.

1

|K} >= E(|K0 > —|K"> with CP|K] >= |K} > (11.1)

1 _
ﬁﬂKO > +|K° >  with CP|K) >= —|KJ > (11.2)

Nimmt man CP Symmetrie an, so konnen diese Zusténde nur unter CP Erhaltung zerfallen.
Fiir die neutralen Kaonen fiithrt dies auf zwei verschiedene Zerfallskanéle fiir K7 und K, mit
sehr unterschiedlichen Phasenrdumen und also sehr unterschiedlichen Lebensdauern:

K >=

K? — 21 (schnell, da groBer Phasenraum) (11.3)

K9 — 37 (langsam, da kleiner Phasenraum) (11.4

Es wurden tatséchlich zwei verschiedene Arten neutraler Kaonen gefunden, die sehr ver-
schiedene Lebensdauern haben. Diese heifilen K? (long-lived, durchschnittliche Lebensdauer
(5.16+0.04)-107% s) und K¢ (short-lived, durchschnittliche Lebensdauer (8.9534-0.006)-10~"1
s). Die durchschnittliche Lebensdauer des long-lived Kaon ist etwa einen Faktor 600 grofler
als die des short-lived Kaon.

CP Verletzung: Augrund der angenommenen CP war es natiirlich, K7, K9 mit K2, K zu
identifizieren. Damit wiirde K? immer in drei und nie in zwei Pionen zerfallen. Aber James
Cronin and Val Fitch fanden 1964 heraus, dafi das K? mit einer kleinen Wahrscheinlichkeit
(etwa 1073) auch in zwei Pionen zerfillt. Die physikalischen Zusténde sind also keine rei-
nen CP Eigenzusténde, sondern erhalten jeweils eine kleine Menge ¢ von dem anderen CP
Eigenzustand. Man hat (ohne Normierung):

|K§ >= (|KY > +¢| K9 >) (11.5)
|KY >= (|KJ > +¢| K} >) (11.6)

Dieses Phanomen wurde sorgféltig in den Experimenten iiberpriift und CP Verletzung durch
Mischung genannt, da es durch die Mischung der CP Eigenzustédnde zu den physikalischen
Zustéanden gegeben ist. Cronin and Fitch erhielten 1980 den Nobelpreis fiir die Entdeckung.
Da auf diese CP Verletzung nur indirekt durch die Beobachtung der Zerfille geschlossen
werden kann, nennt man diese auch indirekte CP Verletzung. Auch die direkte CP
Verletzung, also eine Verletzung direkt in dem beobachteten Zerfall, ist auch beobachtet
worden. Die direkte CP Verletzung ist fiir Kaonen einen weiteren Faktor 2000 kleiner als die
indirekte und wurde experimentell erst 3 Jahrzehnte spéater nachgewiesen.

Val Logsdon Fitch (* 10.3.1923 in Merriman, Nebraska), amerikanischer Physiker.
Fitch erhielt 1980 zusammen mit James Cronin den Physik Nobelpreis. James Watson
Cronin (* 29.9.1931 in Chicago), US-amerikanischer Physiker.

- Glashow-Salam-Weinberg Theorie (GSW): [S.L. Glashow, A. Salam, S. Weinbery,
Nobelpreis 1979
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Sheldon Lee Glashow (* 5.12.1932 in New York) ist ein US-amerikanischer Physiker
und Nobelpreisgewinner. Er erhielt 1979 zusammen mit Abdus Salam und Steven Wein-
berg den Physik Nobelpreis fiir ihre Arbeit an der ‘theory of the unification of the weak
and electromagnetic interaction between elementary particles’, die unter anderem das
Z Boson und die neutralen schwachen Stréme vorhersagt. Abdus Salam (* 29.1.1926
in Jhang, Pakistan; - 21. November 1996 in Oxford, England) war ein pakistanischer
Physiker und Nobelpreisgewinner. Steven Weinberg (* 3.5.1933 in New York City) ist
ein US-amerikanischer Physiker und Nobelpreisgewinner.

Die elektroschwache Wechselwirkung ist die vereinigte Theorie der Quantenelektrody-
namik und der schwachen Wechselwirkung. Zusammen mit der Quantenchromodyna-
mik bildet sie die Sdulen des Standardmodells der Physik. Die Vereinigung wurde ur-
spriinglich theoretisch von S.L. Glashow, A. Salam and S. Weinberg 1967 beschrieben.
Experimentell wurde die Theorie 1973 indirekt durch die Entdeckung der neutralen
Strome bestétigt und 1983 durch den experimentellen Nachweis der W und Z Bosonen.
Eine Besonderheit der elektroschwachen Wechselwirkung ist die Paritétsverletzung.

11.2 Unitaritat: der Pfad zu Eichtheorien

Die Fermi-Theorie beschreibt die u, 3 Zerfille, geladene Strom (charged current CC) Reak-
tionen by kleinen Energien.

Log= G_\/gj;ﬁ g = el —y)ve + (1) + (q)
Gr = 1.16-107°/GeV?

Abbildung 11.1: Der Prozess e~ v, — p~ v, in der Fermi-Theorie.

Charged current Streuung bei hohen Energien (siehe Fig. 11.1):
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_ _ G2
opp(vee” — p,) = £

s-Wellen Unitaritdt o < 4?”

Giiltigkeitsbereich /Unitaritatsbeschrankung: /s < < 600 GeV

= 4 Schritte sind notig, um aus der Fermi-Theorie eine konsistente Feldtheorie zu konstru-
ieren, welche die 4-Punktkopplung dampft.

Man nimmt an, dafl die schwache Wechselwirkung wie die QED durch Vektorboson-Austausch
vermittelt wird. Das intermedidre schwache Boson muf} die folgenden 3 Figenschaften haben:

(i) Es tragt Ladung £1, da die Manifestationen der schwachen Wechselwirkung (wie z.B.
B-Zerfall) Ladungs-éndernd sind.

(ii) Es muf recht massiv sein, um die kurze Reichweite der schwachen Kraft zu reprodu-
zieren.

(iii) Seine Paritét mufl indefinit sein.

1.) Einfithrung der geladenen W* Bosonen | Yukawa:

Es werden geladene W*-Bosonen eingefiihrt, die die Wechselwirkung vermitteln (siehe Fig. 11.2).
Wechselwirkungsreichweite ~ my;} =

Abbildung 11.2: Einfilhrung von geladenen W=-Bosonen im Prozess e~ v, — pu~ 1.

E—oco:0n~ % — Partialwellenunitaritéit ist erfiillt; Gp = g3, /m3,.
2.) Einfiihrung eines neutralen Vektorbosons W3 [Glashow):

Die Einfithrung des intermediéren geladenen Bosons schwécht die Divergenz der s-Wellen
Amplitude des obigen Prozesses. Sie ruft jedoch eine neue Divergenz in anderen Prozessen
hervor:

Produktion von longitudinal polarisierten W’s in v Kollisionen, Fig. 11.3.
ek = (ﬁ—;j, 0,0, %) = W’f* im Limes hoher Energien

_ -~ g4 ﬁ 4 ~ gws
(v — Wi Wp) . (mw) mi
— verletzt die Unitaritit fiir /s = 1 TeV.

Losung: Einfiihrung eines neutralen W3, das an Fermionen und W koppelt, siche Fig. 11.4:
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Abbildung 11.3: Die Produktion von longitudinal polarisierten Wp-Bosonen.
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Abbildung 11.4: Die Einfithrung eines neutralen W?3-Bosons.

Bedingung fiir das Verschwinden der linearen s Singularitét:
15,10, — Ih I8 — ifaelf; =0

[1¢,I°] = ifu.1¢| Die Fermion-Boson Kopplungen bilden eine Lie-Algebra

lassoziiert mit einer nicht-Abelschen Gruppe].

Fermion-Boson Kopplung ~ gy x  Darstellungsmatrix

Boson-Boson Kopplung ~ ~ gy x  Strukturkonstanten } gw universell,

3.) 4-Punkt-Kopplung:

WLWL — WLWL
Amplitude ~ g, f*

82
4
My

+ ... kompensiert durch: —g# f 272—5:
w

4-Boson Vertex: ~ g3, f * f (siehe Fig. 11.5)

4.) Higgsteilchen: [Weinberg, Salam)

Die verbleibende lineare s Divergenz wird durch den Austausch eines skalaren Teilchens mit
Kopplung ~ Masse der Quelle kanzelliert (Fig. 11.6).

4
Amplitude ~ —(gymy)?L Vs L 2 s
1% gwmw )"y Gy

mw m%v
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Abbildung 11.5: Die Einfiihrung eines 4-Bosonen-Vertex.
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Abbildung 11.6: Die Einfithrung eines Higgsaustauschdiagramms.

Der gleiche Mechanismus kanzelliert die verbleibende Singularitit in ff — W, W, (f mas-
siv!), siehe Fig. 11.7.
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Abbildung 11.7: Der Prozess ff — Wi W7

N

m2
My

Nach Summation der Eichdiagramme verbleibt ~ g, ™

skalares Diagramm ~ \/E(gwﬂ> (gwmw)( V5 )2 ~ gp Yoy
my mw Wmi,

Zusammenfassung:

Eine Theorie massiver Eichbosonen und Fermionen, die bis zu sehr hohen Energien schwach
koppeln, verlangt, aus Unitarititsgrinden, die Frxistenz eines Higgsteilchens. Das Higgsteil-
chen ist ein skalares 07 Teilchen, das an andere Teilchen proportional zu der Masse der
Teilchen koppelt.

= Nicht-abelsche Eichtheorien mit spontaner
Symmetriebrechung.
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11.3 Eichsymmetrie und Teilcheninhalt

Die dem SM zugrundeliegende Eichsymmetrie ist die SU(3)¢ x SU(2), x U(1)y. Die SU(3)¢
beschreibt die QCD, und die SU(2),, x U(1)y den elektroschwachen Sektor. Die mit der QCD
verbundene erhaltene Ladung ist die Farbladung. Die mit dem elektroschwachen Sektor ver-
bundenen Ladungen sind der schwache Isospin und die schwache Hyperladung. Die entspre-
chenden FEichbosonen sind in der QCD die 8 Gluonen und im elektroschwachen Sektor die
W+, W=, Z Bosonen und das Photon 7. Die Massen der Teilchhen werden durch Spontane
Symmetrie Brechung generiert. Dazu wird ein komplexes Higgsdublett (dp = 4 Freihheits-
grade) mit Higgspotential V' hinzugefiigt. Die SSB bricht die SU(2), x U(1)y (dgw = 4)
herunter auf die elektromagnetische U(1)y, (den = 1). Die elektromagnetische Ladung ist
also nach wie vor erhalten. Mit der SSB sind dgw — d.,, = 4 — 1 = 3 would-be Goldstone
Bosonen verbunden, die aborbiert werden, um den W und Z Bosonen Masse zu geben. Das
Photon bleibt masselos. Ferner verbleibt nach SSB dp — (dgw —derm) =4—(4—1) =4-3 =1
Higgsteilchen im Spektrum. Die Materiefelder sind durch 6 Quarks und 6 Leptonen gegeben.
Es gibt 6 verschiedene Quark-Flavours: up (u), down (d), charm (c), strange (s), top (¢) und
bottom (b). Diese sind in 3 Familien (Generationen) angeordnet, u, d sowie ¢, s und ¢, b. Die
Leptonen sind gegeben durch das Elektron (e), das Myon (1), das Tauon (7) und die assozi-
ierten Neutrinos v, v, v-. Je ein Lepton und sein zugehdriges Neutrino bilden eine der drei
Leptonfamilien. Die 3 Lepton- und 3 Quarkfamilien haben jeweils identische Quantenzahlen
und werden durch ihre Massen unterschieden. Bei der Betrachtung der Eichwechselwirkung
ist es deshalb ausreichend, nur eine Familie zu betrachten. Noch eine Bemerkung: Inzwischen
wissen wir, dafl die Neutrinos Masse haben. Bei der Formulierung des SM hier werden wir
aber ihre Masse vernachlassigen und als masselos annehmen. Fiir die Behandlung massiver
Neutrinos wird auf die entsprechende Literatur verwiesen.

11.4 Glashow-Salam-Weinberg theory fiir Leptonen

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit betrachten wir die erste Leptongeneration, d.h. e, v,.
Wir haben die

elektromagnetische Wechselwirkung:

Lig = —egjf™A" mit (11.7)
jim = —eve (11.8)

wobei eg die Elementarladung bezeichnet, mit o = €7 /47. Und wir haben die

schwache Wechselwirkung:

A4Gp
Ly = ———=j5 Mt 11.9
w \/iju] ( )

in der Fermiform fiir geladene Stréme, mit

1—
De%T%e = VeL,VulrL (left-chiral) (11.10)

it =
Ju = Ga) (11.11)
G'r bezeichnet die Fermi-Kopplungskonstante, G = 107°/m3.

Die nichsten Schritte sind
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e Auflésen der 4-Fermionkopplung durch Austausch eines sehr schweren Vektorbosons.
Abgesehen von der Vektorbosonmasse ist die Struktur der Theorie der schwachen Wech-
selwirkung @hnlich zu der der Elektrodynamik.

e Formulierung der Theorie als Eichfeldtheorie mit spontaner Symmetriebrechung, um
Renormierbarkeit zu gewahrleisten.

e Analyse der physikalischen Konsequenzen aus der Symmetrie und ihrer Brechung.

Die freie Lagrangedichte fiir Elektronen und linkshéndige Neutrinos? ist durch folgenden
Ausdruck gegeben, der beriicksichtigt, dafl die Teilchen bei chiraler Invarianz masselos sind,

Eo = é’i@e—i—ﬂeLZ'@VeL
= éL'l.@eL‘FéRi&@R‘FDeLi&VeL s (1112)
wobei
1
frr = 5(1 + ) f (11.13)

Die freie Lagrangedichte Lg ist SU(2),-symmetrisch. Die damit verbundene erhaltene La-
dung ist der schwache Isospin:

1 1
( Ve ) : Isodublett mit [ (ver) =I(er) == und I3(ver) = +=
e ), 2 2
1
I3(ep) = —3 (11.14)

er : Isosingulett mit I(eg) = I3(eg) =0

Die Lagrangedichte

Lo= @Li& ( v )L + epider (11.15)

ist invariant unter der globalen Isospin Transformation

€ L € L

€ErR — €ER (1116)

Die Theorie wird lokal SU(2),, invariant durch die Einfiihrung eines Isovektors VT/M von Vek-
torfeldern mit minimaler Kopplung:

Dublett —: i) — i) — L7V

Singulett : i@ — i@ } aus: i) — i — gIW/ (11.17)

2Lange Zeit nahm man an, dass die Neutrinos, die nur der schwachen Wechselwirkung unterliegen, mas-
selos seien. Man ging daher davon aus, dass es nur linkshéndige Neutrinos gibt. Inzwischen konnten aber
Neutrinooszillationen experimentell nachgewiesen werden, woraus folgt, dass Neutrinos eine nichtverschwin-
dende Ruhemasse besitzen. Damit muss es neben links- auch rechtshéndige Neutrinos geben. Dies ist aber
nicht Bestandteil der hier behandelten Standardtheorie der Teilchenphysik.
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Die sich ergebende Wechselwirkungslagrangedichte fiir die Lepton-W-Kopplung lautet:

Ve S Ve P
() (),

g _ + g,_ — 3
= ——2 1-— H+h.c —= 1-— — 1— (111
2\/51/67}1( 75)6W + c 4{V€’7M( ,}/5)1/5 e,yu( ,}/5)6}W ( 8)

Eint = _g

WO

wﬁzzi%avl¢iwﬂ) (11.19)

eingefiihrt wurde. Aus Glg. (11.18) sehen wir
e Der geladene Leptonstrom hat per Konstruktion die richtige Form.

° ij, das neutrale Isovektorfeld, kann nicht mit dem Photonfeld A, identifiziert wer-
den, da der elektromagnetische Strom keine v’s enthélt und auflerdem einen reinen
Vektorcharakter hat (also kein ;).

Dies fithrt auf die Formulierung der Minimalen SU(2), x U(1) Eichtheorie:

Die Lagrangedichte Ly, Eq. (11.18), hat eine zusitzliche U(1) Eichsymmetrie (nach der
Kopplung von W) und damit verbunden die schwache Hyperladung. Die Quantenzahlen
sind so definiert, dafl sich der richtige elektromagnetische Strom ergibt:

(Um den Elektromagnetismus miteinzuschliefien definiert man die “schwache Hyperladung”.)

-elm

Ju = —€Yue = —E€rVuerL — €RVu€R
1/ v, Ve 1/ v, Ve _
- 3(6)e (), 3(8) (%) om0
Isovektor Strom, [sosinguletts, fiir die Konstruktion
koppelt an Wj’ des Hyperladungsstroms

Die Hyperladungsquantenzahlen sind

Y(vy) = Y(er)=-1 (11.21)
Y(er) = —2 (11.22)

aus der Forderung, daf die Gell-Mann Nishijima Beziehung? erfiillt ist:

1
Q=1I+5Y (11.23)

Lokale Eichinvarianz wird durch die minimale Kopplung eines Vektorfeldes erreicht,

i@ﬁia—%yg. (11.24)

3Urspriinglich ging dies Gleichung aus empirischen Beobachtungen hervor. Sie wird jetzt als Resultat des
Quarkmodells verstanden.
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Dies fiihrt auf die Lagrangedichte

»Cint = _iDeL'YueLW—HL + h.c. — g{ﬂeL’YMVeL - éL’YueL}WgM

V2
+ g'{%ﬂeyyuud + %éLfyueL + eryuer ) B" (11.25)
Aus der Lagrangedichte Glg. (11.25) kann man ablesen:
e Die geladenen Stréme bleiben unveréndert.

e Es kann eine Mischung zwischen W3 und B so eingefiihrt werden, daf eine reine Pa-
ritdts-invariante Elektron-Photon-Wechselwirkung erzeugt wird. Es bleibt eine
neutrale Stromwechselwirkung mit der orthogonalen Feldkombination {ibrig:

A, = cosOw By, + sin Oy W) B, = cosbyA, —sinbyZ, (11.26)
Z, = —sinfwB, + cos Oy W} W2 = sinfwA, + cosbwZ, '

Hier bezeichnet 0y, den Weinbergwinkel. Umschreiben der Lagrangedichte mithilfe von A,
und Z, fiihrt auf die A, Kopplung

/ /

AM{DGL%VGL{—g sin Oy + %cos Ow} + éLfyHeL{g sin Oy + %cos Ow} + eryuery cos by}
(11.27)

Das Neutrino v kann durch

/

tan Oy = L (11.28)
-9

eliminiert werden. (Das Photon koppelt nur an geladene Teilchen!) Die korrekte e-Kopplung
ergibt sich durch

gsinfy = ey [ P g? (11.29)

eg g2 g/2

g cosby = eg } 1 1 1

Die Lepton-Boson-Wechselwirkung lautet also

- ﬁ{ﬁﬂu(l — 5)Ve — €Y,(1 — v5)e + 4sin® Oyev,e} 2" (11.30)
w
+ epey Al

Die erste Zeile beschreibt die geladenen Stromwechselwirkungen, die zweite die neutra-
len Stromreaktionen und die dritte Zeile die elektromagnetischen Wechselwirkungen. Die
Kopplungskonstanten der Theorie sind: [g, ¢'] or [eq, sin y].

1

e Die elektromagnetische Kopplung ¢y = vdra ~ 3

tismus festgelegt.

wird innerhalb des Elektromagne-
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e Der zweite Parameter ist nicht durch die schwachen Wechselwirkungen festgelegt, da

der geladene Strom nur die Beziehung G—\/g = 85; festlegt.
w

Mit der Notation

S e
Ju = VeVu 9 e
3
3 Ve T_ Ve
Jp = ( . )Lw2 ( . )L (11.31)
jﬁm = —eye

168t sich die Wechselwirkungslagrangedichte schreiben als

9
Lo = g W 4 he
J2"
I3 _sin? Oy Z¢ (11.32
_cosﬁw{jM_SIH Wju} (11.32)
o A
wobei g = Sirfgw.

Diese Lagrangedichte enthélt aber noch keine Massenterme fiir die Fermionen und die Eich-
bosonen. Die Theorie mufl so modifiziert werden, daf§ die Teilchen ihre Masse erhalten, ohne
in Konflikt mit der der Theorie zugrundeliegenden Eichsymmetrie geraten.

11.5 Einfiithrung der W, Z Boson- und Fermionmassen

Wiederholung: Mit den Strémen

ji = Iyl wobei I, = (ve,e)r,
_ - 1
o= gl (11.33)
Jit= —eyue (11.34)
kann die Wechselwirkungslagrangedichte geschrieben werden als
Ling = —%j:W*“ + h.c.
g -3 2 -em
— — 0 zZ* 11.35
cos Oy {‘7“ UL OW I } ( )
—eoj, " A" (11.36)

und die Kopplungen erfiillen die Relationen

= = tanfy
g
Grp 92
w

eg = gsinfy .
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Die Erzeugung der Massen fiir die 3 Vektorfelder, also die Absorption der 3 Goldstoneboso-
nen, ist nicht moglich mit 3 skalaren Feldern. Die minimale Losung ist die Einfiihrung eines
komplexen Dubletts mit 4 Freiheitsgraden,

s . by = %(¢1+i¢2)
¢_<¢0) with o = %(¢3+i¢4) (11.38)

Die Lagrangedichte des Dublettfeldes ¢ lautet

Ly = 0,8°0"6 — 126°6 — N¢"¢)? (11.39)
Sie ist SU(2) x U(1) invariant. Das Feld ¢ transformiert sich gemé&8
¢ — e 9398 g (11.40)

Nach spontaner Symmetriebrechung ist der Vakuumerwartungswert des skalaren Feldes

<¢>:%<2) vt = (11.41)

Dieser bricht die SU(2), x U(1l)y Symmetrie, aber ist invariant unter der U(1),, Sym-
metrie, welche durch den elektrischen Ladungsoperator erzeugt wird. Da jedes (would-be)
Goldstoneboson mit einem Generator assoziiert ist, der das Vakuum bricht, gibt es4—1 =3
Goldstonebosonen. Die Quantenzahlen des Feldes ¢ sind

I3(po) = —% Y (¢o) = +1 Q(do) = 0
(Das Feld @ transformiert sich wie ein SU(2);, Dubett und mufl daher die Hyperladung
Y, = 1 haben.) Die Eichfelder werden durch die minimale Kopplung eingefiihrt,

/
i, — i0,, — g%wu - %BM . (11.43)
Entwickelt man um das Minimum des Higgspotentials
¢4(z) =0
1
r) — —=v+ x(x * = 11.44
o(x) \/5[ x(@)]  xx=x (11.44)
so erhélt man aus dem kinetischen Teil der Lagrangedichte des skalaren Feldes
. / 0 2
L. = [|@Zew+ilB)(
2 2 Vo)
Wi 9 W
102 Wy 92 Wy
- - 11.45
24 [ Wy 9°  —99 Wy (11.45)
B _ggl g12 B
mit den Eigenwerten der Massenmatrix
2,2
2 _ 2_ 9V
2 | 12y, 2
ml = W (11.46)
m; = 0

Also sind die Massen der Eichbosonen
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m? = 0 (11.47)
1

my = 19%2 (11.48)
1

my = 7 24 g% (11.49)

Sie erfiillen die folgenden Massenbeziehungen:

(i) W Boson Masse: Wir haben e2 = ¢2sin? 0y = 4v/2G - sin? Oyym?,, woraus folgt

T 1

2 = 11.50

mit a &~ a(m%) (effektive Strahlungskorrektur). Mit sin? Oy ~ 1/4 ist die W Boson Masse
my =~ 80 GeV.

(ii) Z Boson Masse: Mit

2
TW _ cos? By (11.51)

2
mz

erhalten wir

2
mw

2

7

sin? Oy = 1 — (11.52)

Schlieflich erhélt man mit Eq. (11.48) fiir den Higgs Vakuumerwartungswert

1 92 \/—
E:4m12,v = V2Gp (11.53)
und also

1
v = ———~ 246 GeV (11.54)

V26

Der Vakuumerwartungswert v ist die charakteristische Skala der elektroschwachen Symme-
triebrechung.

Der Higgsmechanismus fiir geladene Leptonmassen: Die Fermionen koppeln iiber die eichin-
variante Yukawakopplung an das Higgsfeld ¢, siehe Fig. 11.8
Die Wechselwirkungslagrangedichte lautet

L(eed) = —fe< ’; ) per + h.c. (11.55)
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Abbildung 11.8: Die Yukawakopplung ®f f.

Sie ist invariant unter SU(2), x U(1)y. Nach Entwicklung des Higgsfeldes um den VEV
erhélt man

L(eed) = —fei[éLeR + égrep] + ...
= —f \/Eée—l—
= — eﬁ

= —meee+ .. (11.56)

Die Elektronmasse ist gegeben durch

_ e
V2

(11.57)

Me

11.6 Quarks in der Glashow-Salam-Weinberg Theorie

In diesem Kapitel wird der hadronische Sektor in das Standardmodell der schwachen und
elektromagnetischen Wechselwirkungen implementiert. Dies wird im Kontext des Quarkmo-
dells getan. Da Quarks und Leptonen sich dhneln, ist die Konstruktion auf Quarkniveau
zwar klar, aber nicht trivial.

Aus den vorigen Kapiteln wissen wir, dafl die Leptonstréme aus Multipletts aufgebaut sind.

( . )L °r (:ﬁ )L i <T"Z )L Th (11.58)

Dies kann auf die Quarkstrome verallgemeinert werden.

Fiir die Quarkstrome fiir u, d, s haben wir:

1) Der elektromagnetische Strom, nach Summation iiber alle moglichen Ladungen, ist
gegeben durch

2 - 1

~elm =y bl 1 o
]ul _ Z Q7. = gu'yuu — gd'yud — gS'VuS . (11.59)
Qq
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2) Aus Niederenergieexperimenten (Pion-, Kaonzerfillen) weiff man, daf§ der linkshéandige
schwache Strom, d.h. der Cabibbo-Strom, gegeben ist durch

. _ 1 i 1
Jp = cos&cuwﬁ(l—75)d+81n06u7u§(1—75)s

1
= ﬂ'Vué(l — 75)[cos O.d + sin 0.5 (11.60)

mit sin? 6. ~ 0.05. Wir definieren die Cabibbo-gedrehten Quarks

d. = cosf.d+sinf.s
s = —sinf.d+ cosf,s (11.61)

Hier,

d,s  sind verschiedene Richtungen im (u,d, s) Raum der Quarks, charakterisiert durch
unterschiedliche Massen, d.h. sie sind in der Massenbasis.

d., s, sind Richtungen im Quarkraum, die charakterisiert sind durch die schwache
Wechselwirkung; sie stellen die Strombasis dar.

Der Strom jj kann ausgedriickt werden in der Form jff =Q LY, TEQp mit den Multi-

plett Definitionen

u UR
( dC )L ScL ch S¢R (1162)

3) Der entsprechende neutrale Isovektor-Strom ist dann gegeben durch

, _ 1
o= QuYny™Qr
Dubletts

~ ﬂL’YuuL - JcL’Yuch
= Uryur — cos? HCJL%dL — sin? 0:50vu5L
—sin 6, cos 0.[dr,st + 517,d1) (11.63)

Die erste Zeile ist ein diagonaler neutraler Strom. Die zweite Zeile ist ein Strangeness
andernder neutraler Strom mit der Stdrke ~ sinf., wie der Strangeness &ndernde
geladene Strom.

Dies ist im eklatanten Widerspruch zu dem experimentellen Nicht-Vorhandensein von Stran-
geness dandernden neutralen Stromreaktionen. Es existieren strikte experimentelle Grenzen
an die Zerfallsraten, die durch Strangeness dndernde neutrale Strome vermittelt werden, wie
etwa

=1 exp ~4-107°

(K — ptp™) {GFSiHQC}Q

(K — pv,) Gpsinf.
(K — mete) Grsing,]? —4
~ = 1 < 10 11.64
'K — mev,) {GF sin 6, P ( )
Kr;) —m(K
|m( L) m( S)| ~ GF Sin2 ecmi ~ 1078 exp ~ 10714

m(K)
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Der Prozess K; — pp~ kann im Rahmen der QED und der bekannten Ubergangsrate
K; — 77 verstanden werden und liBt wenig Raum fiir einen elementaren 5d — putpu~
Ubergang. Ein dhnlicher Schluf kann aus der Kleinheit der Observablen gezogen werden, die
einer AS = 2 Ubergangsamplitude entsprechen, wie etwa die K — Kg Massendifferenz.

Deshalb ist es wichtig, in dem Weinberg-Salam Modell, oder allgemeiner in Modellen, die
neutrale Stromreaktionen zulassen, die proportional sind zu der dritten Komponente des
schwachen Isostroms, das Auftreten von Strangeness dndernden neutralen Strémen zu un-
terbinden. Eine elegante Losung des Problems von flavour-édndernden neutralen Stromen
wurde von Glashow, Iliopoulos und Maiani vorgeschlagen.

Wir benétigen also einen “natiirlichen Mechanismus”, d.h. hervorgerufen durch eine Symme-
trie, stabil gegen Storungen, der 8 Groflenordnungen unterdriickt. Dies kann erreicht werden
durch die Einfithrung eines vierten Quarks, das Charm Quark c. [Glashow, Iliopoulos, Maia-

ni, PRD2(70)1985]
Die neue Multiplett-Struktur ist dann

u C UR CR
11.65
( de )L ( Se )L der  Scr ( )

(a) Der Isovektorstrom lautet nun:

4 ~ 1 1, - - B
]Z’ = Z QL7M573QL = 5[uL%uL — dpyudr + CLyucn — S1YuSt) (11.66)

doublets

Das Hinzufiigen des Charm Quarks ¢ diagonalisiert den neutralen Strom ( GIM Mechanismus)

und eliminiert (AS # 0, NC) Reaktionen.

(b) Der elektromagnetische Strom ist gegeben durch:
1
2

-em 2 =
g = gl ey = 3

3 dyud + 57, (11.67)
(c) Der geladene Strom lautet:
1 1
gy = ﬁ’yua(l — 75)[cos O.d + sin 0.s] + 5%6(1 — 75)[—sin 6.d + cos 0,.s] (11.68)

Der erste Term ist der Cabibbo Strom, der zweite der Charm-Strom mit starker (¢, s) Kopp-
lung.



