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Kapitel 1
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1.3

SUSY-Teilchen Produktion
MSSM Higgsbosonen
NMSSM

R-Paritat

SUSY Dark Matter

Abkiirzungen

SM - Standardmodell
DM - Dunkle Materie

EWSB - Elektroschwache Symmetriebrechung (von englisch: Electroweak Symmetry
Breaking)

VeV - Vakuumerwartungswert (von englisch: vacuum expectation value)
SUSY - Supersymmetrie (von englisch: Supersymmetry)

MSSM - Minimale Supersymmetrische Erweiterung des Standardmodells (von englisch:
Minimal Supersymmetric Extension of the Standard Model)

GUT - GroBe Vereinheitlichte Theorie (von englisch: Grand Unified Theory)

FG - Freiheitsgrad(e)



Kapitel 2

Motivation

2.1 Das Standardmodell und seine Unzulédnglichkeiten

Das Standardmodell (SM) der Teilchenphysik beschreibt die uns heute bekannten grund-
legenden Strukturen der Materie und Kréfte. Allerdings mit Ausnahme der Gravitation.
Es ist eine konsistente, renormierbare Quantenfeldtheorie, und beschreibt eine grofie Span-
ne experimenteller Daten iiber einen Energiebereich, der von Bruchteilen von eV bis etwa
100 GeV reicht, einem Bereich von iiber 12 Groflenordnungen. Urspriinglich auf Bornni-
veau getestet, hat die bemerkenswerte Ubereinstimmung zwischen SM Voraussagen und den
Prézisionsmessungen am CERN LEP Collider und anderen Experimenten das SM minde-
stens auf permille Niveau getestet. Und, was noch wichtiger ist, die Experimente haben
etabliert, dafl die Strahlungskorrekturen, wie sie vom SM gegeben werden, entscheidend fiir
die Ubereinstimmung mit diesen Daten sind. Dennoch ist das SM unvollstéindig. Einige Un-
zuldnglichkeiten bzw. offene Fragen innerhalb des SM seien hier aufgelistet:

e Experimentelle Argumente:

— Sonnen- und athmosphérische Neutrinodaten, interpretiert als Neutrinooszillatio-
nen weisen stark darauf hin, daf§ Neutrinos Masse haben.

— Untersuchungen der Fluktuationen im Spektrum des Rest-Mikrowellen Hinter-
grundes vom Big Bang haben die Existenz kalter Dunkler Materie (DM) im Uni-
versum etabliert. Im SM existiert hierfiir kein Kandidat.

— Beobachtungen von Typ la Supernovae bei groler Rotverschiebung sowie der kos-
mischen Mikrowellen Hintergrundsstrahlung deuten darauf hin, dal der Grofteil
der Energie des Universums in einer neuen Form von Energie auftritt, der der
Name “Dunkle Energie” gegeben wurde. Hierbei kénnte es sich um die kosmolo-
gische Konstante handeln, die erstmals von Einstein eingefiihrt wurde, oder um
etwas noch Merkwiirdigeres.

— Gravitation existiert, 148t sich aber im Rahmen des SM nicht beschreiben.
e Theoretische oder #sthetische Uberlegungen:

— Gibt es bei einer hohen Energieskala eine Vereinheitlichung der Krafte, die im SM
beschrieben werden (starke-schwache-elektromagnetische Kraft)?

5



6 Motivation

— Wir verstehen die Teilchenmassen und Mischungsmuster nicht, die in einer groflen
Anzahl von Parametern des SM resultieren.

— Das Higgspotential und damit die spontane Symmetriebrechung der elektroschwa-
chen Symmtrie wird per Hand zum SM hinzugefiigt. Wir haben keine dynamische
Erklarung fiir diesen Mechanismus.

— Wie kann die Higgsmasse vor dem Hintergrund der Giiltigkeit des SM bis zu ho-
hen Energien auf “natiirliche” Weise, ohne Feinadjustierungen (finetuning) der
Parameter klein, d.h. von der Ordnung der Skala der elektroschwachen Symme-
triebrechung (EWSB), v = 246 GeV, gehalten werden? Das sogenannte Hierar-
chieproblem.

Im folgenden wollen wir einige dieser offenen Fragen und ihre Lésung innerhalb von
Supersymmetrie (SUSY) genauer anschauen.

2.2 Das Hierarchieproblem

Schauen wir zunéchst Strahlungskorrekturen zur Quantenelektrodynamik an, die durch die
Lagrangedichte

£ = il D — mi — L PPE, (2.1

beschrieben wird. ¢ bezeichnet den 4-komponentigen Spinor eines Diracfermions, v, die
Diracmatrizen, D,, die kovariante Ableitung

D, = 8, +iguAu(x) | (2.2)

mit dem Vektorpotential A, (x) und der Kopplungskonstanten gy, welche mit der Ladung
des Diracfeldes identifiert wird. Der Feldstarkentensor F),,, ausgedriickt durch das Vektor-
potential A, lautet

F = 0,4, — 0,4, . (2.3)

Die Theorie beschreibt die Wechselwirkungen zwischen Fermionen und Photon. Diese Wech-
selwirkungen erhalten die Chiralitit. (Siehe hierzu die Ubung ?? im Kapitel ?? zu den
Ubungen.) D.h., einen linkshéndiges Fermion bleibt linkshindig, wenn es ein Photon emit-
tiert (oder absorbiert), ein rechtshiandiges Fermion bleibt ein rechtshiandiges. Der kinetische
Term erhélt auch die Chiralitdt. Da die Emission oder Absorption eines Photons die Chi-
ralitit des Fermions nicht d&ndern kann, hat dies unmittelbar zur Folge, da8l jegliche Strah-
lungskorrektur zur Fermionmasse (welches ein Operator ist, der ¢y, und ¥ verbindet) bis in
alle Ordnungen der Storungstheorie verschwinden muf}; wenn die Fermionmasse gleich null
ist. Das heif3t

m ~m . (2.4)

Die Schleifenintegrale, die in die Berechnungen der Strahlungskorrekturen eingehen, sind
divergent. Wenn wir die Divergenz durch einen Lorentz-invarianten Schnitt A regularisieren,
so finden wir durch dimensionale Analyse, daf3 die Abhangigkeit vom Abschneideparameter
durch

om ~ mlnA (2.5)
m
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gegeben sein mufl. Naive dimensionale Analyse hétte hingegen dm ~ A ergeben. Aufgrund
der chiralen Symmetrie ist die tatsdchliche Divergenz also milder. Die chirale Symmetrie
schiitzt die Fermionmassen vor groflen Strahlungskorrekturen. In analoger Weise schiitzt die
Eichinvarianz das Photon davor, eine Masse zu erhalten. Tatséchlich ist in der Quantenelek-
trodynamik der Fermionen die fithrende Divergenz in allen Gréfien logarithmisch.

Die Struktur der Divergenz in Feldtheorien mit elementaren Skalaren ist jedoch sehr
verschieden. Schauen wir die Strahlungskorrekturen zur skalaren Masse in einem Spielzeug-
modell an, das durch die folgende Lagrangedichte beschrieben wird

L0 = 0 — me )+ 5(0,5) — S~ SEs (2.6)

wobei der Diracspinor v ein Fermion der Masse m g beschreibt, S ein reelles skalares Feld der
Masse mg und die Kopplungsstiarke zwischen dem Skalar S und zwei Fermionen durch die
Kopplungskonstante Ar beschrieben wird. Die Strahlungskorrekturen zu den Fermion- und
skalaren Massen sind im Rahmen dieses Modells durch die Diagramme in Fig. 2.1 gegeben. In
Abhéngigkeit vom Abschneideparameter A erhalten wir fiir die Korrektur zur Fermionmasse
dmyp und fiir die Korrektur zur skalaren Masse dm?%

3Nmp A2

In— + ... 2.

dmp 12 nm%—l— (2.7)
A2 A2

om? = _8_;[A2—m§1nm—% . (2.8)

Wihrend die Strahlungskorrektur zur Fermionmasse die oben diskutierte milde logarith-
mische Divergenz aufweist, ist die Korrektur zur skalaren Masse quadratisch divergent. Im

Abbildung 2.1: Strahlungskorrekturen zur Fermionmasse (links) und Bosonmasse (rechts).

Rahmen des SM gibt es weitere quadratisch divergente Beitréige zur sklaren Masse von Eich-
bosonschleifen sowie anderen Fermionschleifen.

Die quadratischen Divergenzen zur skalaren Masse, im Rahmen des SM die zur Higgsbo-
sonmasse, sind prinzipiell kein Problem. Da das SM renormierbar ist, konnen wir die Strah-
lungskorrekturen bis zu beliebiger Genauigkeit ausarbeiten. Wo also ist das Problem? Schau-
en wir dazu die strahlungskorrigierte physikalische Higgsbosonmasse auf 1-Schleifenniveau
an,

c
Mgy, (PhyS) & miy,, + 7507, (2.9)
wobei quSM die quadratische Higgsmasse ist, die in der Lagrangedichte auftritt und der

zweite Term die quadratische divergente Korrektur zur Higgsmasse bezeichnet. Die Terme
logarithmisch in A wurden hier der Einfachheit halber vernachlassigt. Der Koeffizient ¢ hingt
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von den diversen Kopplungskonstanten des SM ab. In Gleichung 2.9 wurde nur {iber den
Energie-Impulsbereich integriert, von dem erwartet wird, dal das SM hierin eine verniinftige
Beschreibung liefert. Der Abschneideparameter A charakterisiert also die Energieskala, bis
zu der das SM giiltig ist. Die Skala A kann von der Gréflenordnung lediglich einiger TeV sein,
sicher aber nicht hoher als die reduzierte Planckskala Mp ~ 2.4 x 10'® GeV, wo erwartet
wird, dal Quantengraviationskorrekturen wichtig werden.

Woher wissen wir, welche Werte von A verniinftig sind? Die Forderung nach stérungstheo-
retischer Unitaritdt impliziert, dafl die physikalische Higgsmasse mpyy,, (phys) kleiner als
einige 100 GeV sein muf. Wenn wir nun fordern, daf§ Glg. (2.9) ohne iibertriebene Feinadju-
stierung zwischen den beiden Termen der rechten Seite erfiillt ist, wiirden wir A < O(TeV)
ableiten. Diese Schlufolgerung ergibt sich allein aus der Forderung nach keiner Feinadju-
stierung, aber nicht aus einer logischen Inkonsistenz des SM. Im SM kann die notige Fein-
adjustierung unglaublich grofl werden. Wird beispielsweise angenommen, dal das SM als
effektive Niederenergie bis zur Skala der Grofien Vereinheitlichung (GUT) giiltig ist, und wir
also A = Mgyr ~ 10 GeV wihlen, dann mufl der Massenparameter der Lagrangedichte
m2 oy, Pis zu 1 Teil in 10%¢ adjustiert werden, um die nétige Kanzellierung zu ermdglichen,
welche die physikalishce Higgsbosonmasse kleiner als von die der Unitaritét geforderte Gren-
ze hilt. Der logarithmische Term hingegen trigt eine Korrektur bei, die ~ m?% <, 18t, sogar
fiir A ~ Mp. Die In A-Korrekturen, die auch in den Fermionmassen-Korrekturen auftreten,
sind also nicht grof. Anders gesagt bedeutet dies, da8 die groen A% Korrekturen implizieren,
daB, wenn wir die Hochenergietheorie, von der das SM als effektive Niederenergietheorie ab-
stammt, beniitzen, um Vorhersagen bei TeV Energien zu machen, diese Vorhersagen extrem
sensitiv auf die Parameter der Hochenergietheorie sein wiirden, wenn A > 1 TeV. Dies ist
das sogenannte fine-tuning problem (“Feinadjustierungsproblem”) des SM.

Abbildung 2.2: Strahlungskorrekturen zur und Bosonmasse des Teilchens S aufgrund der
Felder ¢; und ¢-.

Auf welche Weise tragt nun Supersymmetrie zur Losung dieses Problems bei? Um dies
zu sehen, fiigen wir zu unserer Spielzeuglagrangedichte (2.6) eine weitere Lagrangedichte £,
hinzu,

Ly =0u1]" + |0u¢o]” + %52(\@2 +1al*) = mg (| |* + |62]) - (2.10)

Die Felder ¢1, ¢2 beschreiben komplexe skalare Teilchen der Masse my, die mit dem skalaren
Feld mit der Kopplungsstéirke A\g wechselwirken. Diese neuen Teilchen tragen nun ebenfalls
zu den Strahlungskorrekturen der skalaren Masse von S bei. Das entsprechende Diagramm
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ist in Figur 2.2 dargestellt. Die Berechnung der Strahlungskorrektur ém zur Masse von S,
die von den Schleifen mit ¢y, ¢o herriihrt, liefert

2 >\29 2 2 A2

Wenn A\g = Ap, dann ist dieser Beitrag in dem in A quadratisch divergenten Term exakt
gleich dem Beitrag, den das Fermion zur Massenkorrektur liefert, mit der Ausnahme, dafl
das Vorzeichen umgekehrt ist. Dieser Beitrag kanzelliert also exakt den in A quadratisch
divergenten problematischen Term zur Higgsmassen-Strahlungskorrektur, so daf§ das Hierar-
chieproblem oder anders gesagt das Problem der Feinadjustierung der Parameter sich nicht
mehr stellt. Das umgekehrte Vorzeichen in den Beitrégen der Fermion- und Bosonschleifen ist
ein Konsequenz des Pauli-Prinzips (— “Geschlossene Fermionschleifen erhalten einen Faktor
—1.7) Damit diese Kanzellierung stattfindet, ist folgendes nétig:

e Die Anzahl der Freiheitsgrade muf} iibereinstimmen. Da es vier fermionische Freiheits-
grade gibt (linkshdndiger und rechtshéndiger Fermionspinor), miissen wir zwei kom-
plexe skalare Felder einfiihren.

e Die Kopplungen der neuen Teilchen ¢1, ¢ an das skalare Feld miissen exakt gleich der
Kopplung des Fermions an das skalare Feld sein,

Ap=Ag = . (2.12)

Die verbleibende logarithmische Divergenz

)\2
dmy ~ @(mZF — mi) In A (2.13)

stellt fiir die Feinadjustierung kein Problem dar, wenn m, nicht zu grof ist.

Supersymmetrie gewéhrleistet dies, indem sie Fermionen und Bosonen ineinander in Be-
ziehung setzt. Die fermionischen Teilchen des SM erhalten in der SUSY Theorie bosonische
Partner und bosonische Teilchen fermionische. Auf diese Weise kénnen bosonische Massen
klein gehalten werden.

Supersymmetrie: Bosonische Massen konnen auf natiirliche Weise klein gehalten

werden, wenn Bosonen und Fermionen ineinander in Beziehung gesetzt werden.

Um durch die Einfiihrung der neuen Felder und deren Masse nicht wieder zusétzliche
Feinadjustierung einzufiihren, fordern wir zusétzlich, daf§ die Masse dieser neuen supersym-
metrischen Partner des Fermions maximal von der Ordnung TeV sind, my < O(1 TeV) (siehe
Gleichung 2.13). Damit kénnen wir also die Eigenschaften der Nieder-Energie SUSY-Theorie
zusammenfassen:

e Verdopplung des Teilchenspektrums (in der minimalen Version der supersym-
metrischen Erweiterung des SM).

e Gleichheit der fermionischen und bosonischen Kopplungskonstanten.
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2.3 Weitere SUSY Antworten

In diesem Abschnitt sollen weitere Antworten auf die oben aufgeworfenen Fragen bzw. Un-
zuldnglichkeiten des SM diskutiert werden, die eine supersymmetrische Erweiterung des SM
liefern kann.

(i) Generierung des Higgsmechanismus durch Strahlungskorrekturen

Wihrend es im Rahmen des SM keine Erklarung dafiir gibt, weshalb das Higgspotential
einen nichtverschwindenden Vakuumerwartungswert (VEV) hat oder anders gesagt, wes-
halb es die typische Minimaxform aufweisen sollte, die verantwortlich ist fiir die Generierung
der Eichbosonmassen, ohne Eichinvarianz zu verletzen, so wird im Rahmen von SUSY-GUT
Theorien das negative Massenquadrat des typischen Minimax-Higgspotentials durch Strah-
lungskorrekturen generiert, falls die Top-Quark-Masse in der richtigen Groéflenordnung liegt,
my ~ O(100-200 GeV). Wir werden spéter hierauf nochmals zuriickkommen.

(i) Vereinigung der schwachen-elektromagnetischen-starken Kopplungskonstanten

Das Laufen der Kopplungskonstanten des SM, welches auf der SU(3)c x SU(2), x U(1)y
lokalen Eichsymmetrie beruht, wird durch die sogenannten Renormierungsgruppengleichun-
gen beschrieben. Fiir die 3 Eichkopplungen «; der U(1)y, SU(2)., SU(3)¢ Eichgruppen sind
sie von der Struktur

m _ ai _ Qb—ﬂ Q> fir i=U(1)y,SUQ), SUB)e . (2.14)
Die Koeffizienten b; sind fiir die jeweiligen Kopplungen verschieden und werden durch die
héheren Strahlungskorrekturen berechnet. Innerhalb des SM ergibt sich hierbei, dafl sich
die Kopplungen nicht in einem einzigen Punkt treffen. Im Rahmen der Minimalen Super-
symmetrischen Erweiterung des SM (MSSM) ist eine Vereinigung der Kopplungskonstanten
gegeben. Diese hingt lediglich von den Quantenzahlen, nicht aber von den Details des Teil-
chenspektrums jenseits von ~ 1 TeV ab. (Siehe Abb. 2.3.)

Unification of the Coupling Constants
in the SM and the minima MSSM

5 f 5 f
3 60 1/ 3 60 ¢ oty
E SM E MSSM
50 50 E
<
0Ly, / 0 5
30 30 fo o
20 20 - -
10 | 10F
EJ 1/as ;‘/'11013
06””5””10””1105”‘ 06””5””10””1105
log Q log Q

Abbildung 2.3: Vereinigung der Kopplungskonstanten im SM und im MSSM. Ref. [?].

(iii) Kalte Dunkle Materie
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Im Rahmen des SM gibt es keinen Kandidaten fiir die Kalte Dunkle Materie. SUSY, ausge-
stattet mit R-Partiat, liefert mogliche Kandidaten fiir die Dunkle Materie. R-Paritét ist eine
multiplikative Quantenzahl mit Wert +1 fiir SM-Teilchen und Wert -1 fiir SUSY Teilchen.
Die Konsequenz der geforderten Erhaltung von R-Paritét ist, dafl SUSY-Teilchen in Kollisio-
nen von SM Teilchen paarweise erzeugt werden. Sowie daf§ das leichteste supersymmetrische
Teilchen stabil ist und nicht weiter zerfallen kann. SUSY liefert hiermit einen Kandidaten
fiir Kalte Dunkle Materie ab.

(iv) Lokale SUSY erzwingt Gravitation

In der elektromagnetischen Theorie hat die Forderung nach lokaler Eichinvarianz die Exi-
stenz eines masseslosen Spin-1 Teilchens, des Photons, zur Folge. Auf d&hnliche Weise fiihrt
die Forderung nach lokaler SUSY-Eichinvarianz zur Existenz eines masselosen Spin-2 Teil-
chens, des Gravitons. Diese Theorie ist zwar nicht renormierbar, gibt aber moglicherweise
einen Hinweis darauf, wie Gravitation mit der Beschreibung der iibrigen Wechselwirkungen
vereinigt werden kann. Wiederbelebt wurde diese Idee mit dem Aufkommen und den Fort-

schritten auf dem Gebiet von Superstring-Theorien. Fiir mehr Details siehe beispielsweise
Ref. [?], Kapitel 3.
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Kapitel 3

Symmetrien,Algebren,GGruppen,Spinoren

3.1 Einleitung

Warum betrachtet man Symmetrien?
Symmetrien erlauben eine iibersichtliche mathematische Formulierung.

Schranken die Dynamik eines Systems stark ein ~» Vereinfachung der Losung der Be-
wegungsgleichungen (Losung des Kepler-Problems mithilfe der Erhaltungssitze von
Energie und Drehimpuls)

Welche Arten von Symmetrien?

Diskrete Symmetrietransformationen (Raumspiegelung, Zeitumkehr, Ladungskonjuga-
tion)

Kontinuierliche Symmetrietransformationen (Lorentz-Transformation)

Genereller Zusammenhang

Symmetrie — Erhaltungssatz — Entartung‘

Jede Symmetrie fiihrt zu Entartung, d.h. zu einem Eigenwert gehoren zwei oder mehrere
Zusténde, die ein Multiplett bilden. Beispiel Supersymmetrie mit Multipletts gleicher Masse
(bzw. Energie).

SUSY-Transformationen werden in der QM durch einen SUSY Operator ) vermittelt

Q|Boson > ~ |Fermion > Q|Fermion > ~ |Boson >

Bei jeder Transformation, welche die ()’s vermitteln, bleibt die Energie des Systems erhalten.

~ [HS>Q1,2] =0.

3.2 Abstecher in die Mathematik

3.2.1 Grassmann Elemente und Variablen

Da Grassmann Variablen die neuen Koordinaten im Superraum bilden werden, die wir brau-
chen, um Supersymmetrie zu formulieren, lernen wir hier die Grundlagen der Grassmann

13
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Elemente und Variablen kennen. Wir postulieren antikommutierende Grassmann Elemente
¢; (i von 1,..n) mit einem Produkt so, dass

€i€; = —€5€6; . (31)
Insbesondere
& =0. (3.2)

Wir weiten dieses Konzept auf antikommutierende Variablen # aus. Seien 6, § konjungierte
anikommutierende Variablen mit

00+00=0, 0>°=0=6>, 6=0. (3.3)

Diese erzeugen eine Grassmann Algebra. Analytische Funktionen” vom Typ f(0) = fo+ f10,
wobei fy, f1 beliebige komplexe Zahlen sind, bilden einen zweidimensionalen Raum. In diesem
Raum ist die Ableitung beziiglich 6 definiert durch

d
O = . (3.4)

Auf gleiche Weise erzeugen die Funktionen f(f) = fy+ f10 einen anderen zweidimensionalen
Raum, in dem

d - _
50 =1 (3.5)

Eine allgemeine Funktion f(6,0) dieser Variablen ist Element der Grassmann-Algebra und
hat die Form

f(0.0) = fo+ f10 + fo0 + f360 , (3.6)

wobei fo, f1, f2, f3 komplexe Zahlen sind. Seien df und df antikommutierende Variablen,
dann haben wir unter Verwendung der Berezin Integration

— /d@@:/dee, (3.7)

1
0:/d0:/d0 _ /d@%f(&,@):/de%f(e,e). (3.8)

Die Grassmann Integration ist linear,

/ 46 [ (9) + Bg(0)] = a / a6 f(6) + 5 / 16 g(0) (3.9)

wobei o, 3 komplexe Zahlen sind. Analog fiir die f-Integration. Ferner gilt Translationsinva-
rianz,

[ o ste+0) = [ as 116 (3.10)
wo 0;,0; antikommutierende Variablen sind, mit

/ do; 0; = d;j . (3.11)
Analog fiir 6. Ferner haben wir

/ dodf e =1. (3.12)
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3.2.2 Gruppen, Symmetrien

Sei ein Paar (G, %) mit einer Menge G und einer inneren zweistelligen Verkiipfung/Gruppen-
multiplikation. * : G x G — G, (a,b) — a * b heiit Gruppe, wenn folgende Axiome erfiillt
sind

1. Die Gruppe ist abgeschlossen. D.h. wenn g,he G = gxh e G.
2. Assoziativitit: (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3).

3. d Finselement e mit der Eigenschaft gxe=exg=9g VgeG.
4. Zu jedem g gibt es ein Inverses g~ mit g~ 'xg=g*xg ' =e.

Abelsche Gruppe: Eine Gruppe heifit abelsch, wenn g x h = h x g.

Kontinuierliche Gruppen: Sie besitzen unendlich viele Elemente und werden durch n Pa-
rameter beschrieben. Bei Liegruppen ist n endlich. Alle einparametrigen Liegruppen sind
abelsch. Typisches Beispiel: U(1) mit den Elementen e’ und ¢ als Parameter.

3.2.3 Algebra

Ein linearer Raum (Vektorraum) wird zu einer Algebra A, wenn eine bindre Operation
(Multiplikation) zweier Elemente m,n existiert, so dal mn € A. Es gelten die Linea-
ritdtsbeziehungen (k,m,n € A)

k(cim 4+ con) = cikm 4+ cokn
(com 4+ con)k = cymk + cank . (3.13)

Dabei sind ¢y, ¢3 reelle (komplexe) Zahlen. Man spricht je nach Fall von reeller (komplexer)
Algebra.

Eine Algebra heifit kommutativ, wenn

mn =nm . (3.14)
Sie heifit assoziativ, wenn

k(mn) = (km)n . (3.15)
Sie heiit Algebra mit Einselement, wenn sie ein Einselement 1 besitzt mit

Im=ml=m. (3.16)

Sei A eine assoziative Algebra mit Einselement und B C A eine Menge von Elementen b!, b
etc. Die Algebra heifit von B erzeugt, wenn jedes meA durch ein Polynom endlichen Grades
in den Elementen b° geschrieben werden kann,

p
m=cl+Y > i 000 (3.17)
k=1 i1,%2,...,0%

wobei die Koeffizienten c¢;,;,. ;, komplexe Zahlen sind. Die Elemente der Menge B heiflen
Generatoren von A. Das Einselement gehort nicht zu den Generatoren.
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3.2.4 Clifford-Algebren
Eine Clifford-Algebra Cy wird von N Generatoren &1, €2, ..., &N erzeugt, fiir die

gafb + ébfa — 25ab

mit a,b=1,..., N.

Die Dimension der Clifford-Algebra Cy ist 2V. Es existiert ein enger Zusammenhang zwi-
schen Clifford-Algebren und den Quantisierungsbedingungen fiir Fermionen.

Im allgemeinen lassen sich Clifford-Algebren fiir beliebige symmetrische Metriken ¢™"
definieren. So gilt insbesondere fiir die pseudoeuklidische Metrik

gap = diag(1,1,...,1,—1,...,—1) (3.18)
T T

Clifford-Algebra Cy p: {I"™, I} = 2¢™"1.

Die Anzahl der Generatoren ist d = N + M.

3.2.5 Liealgebren

Eine Algebra ist ein Vektorraum, der von den Generatoren A, B, C, ... aufgespannt wird:
beliebige Linearkombinationen von Generatoren ergeben wieder Generatoren. Eine Algebra
verfiigt {iber ein Produkt zwischen den Generatoren. Im Fall der Liealgebra ist das Produkt
der Kommutator

Ao B:=[A B], (3.19)
mit den folgenden Eigenschaften

AoB = —BoA (3.20)
(AoB)oC+(CoA)oB+ (BoC)oA = 0. (3.21)

Liealgebren sind nicht assoziativ. Die Beziehung (3.21) heit Jacobi-Identitdit.

3.3 Auffrischung und Notationen

In diesem Abschnitt soll bereits aus vorigen Vorlesungen Bekanntes wieder aufgefrischt wer-
den und dabei auch die in dieser Vorlesung verwendete Notation eingefiihrt werden. Hier
steht Knappheit im Vordergrund, auf Herleitungen wird verzichtet. Der interessierte Leser
sei auf die einschlédgige Literatur verwiesen.

3.3.1 Die Lorentzgruppe und ihre Spinoren
Ein Punkt in der Raum-Zeit (Minkowskigruppe) wird durch den Vierervektor
ot = (2° 2, 2%, 2°) = (ct,2") = (ct, T) (3.22)

beschrieben. Die griechischen (lateinischen) Indizes laufen von 0 bis 3 (1 bis 3). Uber doppelt
auftretende Indizes wird summiert.



Symmetrien,Algebren,Gruppen,Spinoren 17

Die Lorentztransformation

Postulate der speziellen Relativitatstheorie:
e Die Lichtgeschwindigkeit c ist in allen Inertialsystemen gleich.

e Die fundamentalen Gleichungen der Physik besitzen in allen Intertialsystemen die glei-
che Form (Kovarianzprinzip).

Aus dem 1. Postulat folgt fiir einen Lichtstrahl in zwei verschiedenen Inertialsystemen x*
und '

= - =cAr-7?. (3.23)
Mit der Lorentz-Metrik

G = diag(1,—1,—-1,—-1) = g" (3.24)
148t sich diese Gleichung als Skalarprodukt schreiben

'z, = g,2te” =  invariant . (3.25)
Alle linearen Koordinatentransformationen im Minkowskiraum

ot — = A (3.26)

die dieses Skalarprodukt invariant lassen, heiflen Lorentztransformationen. Sie bilden die
Lorentzgruppe. Der Zusammenhang zwischen Gruppenelement und Metrik ist

Agh=g. (3.27)
Wir haben die kontra- und kovarianten Vierervektoren
t = (ct, 7) und T, = gur’ = (ct,—7) . (3.28)

Alle Objekte, die sich wie z* tranformieren, heilen Vierervektoren. Die relativistische Form
des Gradienten ist

) 9 - I B
au.zﬁz(@,v) mit V= i=123. (3.29)

Weyl-Spinoren
Die spezielle Lorentzgruppe
Ll ={A €0(1,3)|det A = 1,AY > 0} (3.30)

entspricht der SO(1,3) mit der zusitzlichen Einschrinkung, da A% positiv sein soll. Die
vierdimensionale Darstellung ist gegeben durch

A = exp ( - %WWMW) (3.31)

mit den sechs Generatoren

(M*), = (9705 — g""05) (3.32)
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und den Parametern w,,,, die durch die Drehwinkel ¢* und die drei Parameter v* gegeben
sind, welche Lorentzboosts in Richtungen der drei Raumachsen beschreiben:

w? = kgt i,j,k=1,2,3

. . . . Ui i

W= =0 wobei ' = —artanh
v

C

(3.33)

Der Vektor o = (v!,v? v?) heifit Rapiditit und zeigt immer in die gleiche Richtung wie
die Geschwindigkeit. Bei €% handelt es sich um den total antisymmetrischen Tensor mit
123

e =+1.

Die Gruppe SL(2,C) ist die Menge aller komplexen 2 x 2 Matrizen A mit der Determinante
1; alle Gruppenelemente sind invertierbar. Im Unterschied zur SU(2) sind dies Matrizen nicht
mehr unitdr. Weyl-Spinoren sind SL(2,C)-Spinoren, sie transformieren sich nicht unitér. Aus
Weyl-Spinoren werden alle anderen Spinoren der Quantenfeldtheorie aufgebaut.

Die zweikomponentigen Spinoren v;, und 1) bezeichnet man als links- und rechtshéndige
Weyl-Spinoren. Sie transformieren sich geméaf3

Y = ALy und Vr = ArYr . (3.34)

Bei A;, und Ag handelt es sich um die linke und die rechte Fundamentaldarstellung der
speziellen Lorentzgruppe,

A = A%0>:emp{-%<¢-ﬁn-a} (3.35)
L (071) . 3 - Lo o
Ar = AP2) = exp{ — 2(g0 +iv) - 0} : (3.36)

wobei & = (0!, 02, 03) mit den Pauli-Matrizen

de (V1) (V) e (2. o)

Wir haben

VY = —ioc®p;  und Y =ity . (3.38)

Dirac-Spinoren, Dirac-Matrizen

Durch Bildung der direkten Summe (3,0)® (0, ) aus den Fundamentaldarstellungen gelangt

man zu einem Bispinor mit insgesamt vier Spinorkomponenten.

Der Dirac-Spinor ist ein Bispinor mit vier komplexen Eintrédgen, also acht reellen Para-
metern. Er besteht aus einem links- und einem rechtshéandigen Spinor,

PR
Die gewihlte Darstellung ist die chirale Darstellung. Der Majorana-Spinor

v ( 1@2}; ) (3.40)

Dirac-Spinor: U= ( v ) : (3.39)
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ist ein Spezialfall eines Bispinors. Er besitzt nur die Hélfte der Freiheitsgrade eines Dirac-
Spinors.

Die Projektionsoperatoren

1 1
P, = 5(1 —7) und  Pr= 5(1 +75) (3.41)

mit der Matrix

Vs = ( _01 (1) ) (3.42)

filtern aus einem Dirac-Spinor den linken und den rechten Weyl-Spinor heraus. Man beach-
te, dass die Gamma-Matrizen hier in der Weyl-Darstellung angegeben sind! Dirac-Spinoren
transformieren sich geméfl

UV = S (3.43)
mit
g AGOB0.L) _ ( féL XR ) . (3.44)

Der konjugierte Dirac-Spinor ist definiert durch

konjugierter Dirac-Spinor : U = Uly, = (QSE, @ZJD , (3.45)

mit der y-Matrix

%:(2 é) . (3.46)

Wir konnen damit folgenden Lorentzskalar konstruieren

VU = ¢l + 9] on - (3.47)

Die I'-Matrizen in der chiralen Darstellung sind gegeben durch

0 ot
T
v = < 50 ) , (3.48)

o'=(1,0) und " =(1,-7). (3.49)
Die v-Matrizen bilden eine
Clifford-Algebra: {7} =2¢"1. (3.50)

Die geschweiften Klammern bezeichnen den Antikommutator. Der Generator der vierdimen-
sionalen Spinordarstellung ist gegeben durch

174 Il v
= (3.51)
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Die y-Matrizen sind nicht hermitesch,

N (3.52)
Wir haben

= 00 (3.53)
und

Y =" =1 (3.54)

Die v5-Matrix ist in Eq. (3.42) gegeben. Weitere Eigenschaften der vs-Matrix sind
{757"}=0  und AZ=1. (3.55)
SchlieBlich definieren wir noch den Feynmandolch

£ ="y, . (3.56)

3.3.2 Die Poincarégruppe

Tensoren oder (relativistische) Bosonen transformieren sich nach der Tensordarstellung der
Lorentzgruppe; Spinoren oder (relativistische) Fermionen transformieren sich nach der Spi-
nordarstellung der Lorentzgruppe. Die Lorentzgruppe ermoglicht also, zwischen Bosonen
und Fermionen zu unterscheiden und alle Teilchen einer dieser beiden Kategorien zuzuord-
nen. Um die Welt der Elementarteilchen zu behandeln benétigen wir aber auch noch die
Poincarégruppe.

Die Poincarégruppe beschreibt die Struktur unserer Raum-Zeit. Sie ist die Gruppe der Lor-
entztransformationen und der Verschiebungen im Minkowskiraum. Thre irreduziblen Darstel-
lungen sind gekennzeichnet durch die fundamentalen Eigenschaften der Elementarteilchen,
durch Masse und Spin.

Poincarétransformationen

Poincarétransformationen im Minkowskiraum setzen sich aus Lorentztransformationen A#
und einer Verschiebung a* zusammen

ot — = AV (3.57)

Poincarétransformationen bilden die Poincarégruppe P. Wir bezeichnen im folgenden ein
Element von P mit (A, a). Es gilt die Multiplikationsregel

(Mg, az)(Ar, a1) = (A2Ay, Asay + az) . (3.58)
Das Einselement von P ist (1,0); das inverse Element ist

(A,a) ' = (A1, —Ata) . (3.59)
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Die Liealgebra der Poincarégruppe

Die Liealgebra der Poincarégruppe, kurz Poincaréalgebra, wird von 10 Generatoren aufge-
spannt, den 6 Generatoren der Lorentzgruppe M* = —M"" und den 4 Generatoren der
Translationsgruppe P*. Eine Darstellung der Poincarégruppe ist also gegeben durch

(A,a) = exp {—%me”a — muP“} : (3.60)

Die Liealgebra der Poincarégruppe besteht aus den Kommutatoren:

[P*, P'] = 0
[P, M) = i(g""P7 — g""P")

(MM MP) = —i(gh MY — gho MYP — g"° MM + g" M) |



22

Symmetrien,Algebren, Gruppen,Spinoren




Kapitel 4

Supergruppen, SUSY-Teilchen

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Poincaré-Superalgebra und den daraus folgenden
Supermultipletts.

4.1 Das Coleman-Mandula Theorem

Das Coleman-Mandula Theorem ist ein sogenanntes no-go Theorem. Es besagt, dal das
maximale Set fiir Symmetrietransformationen, die die Raum-Zeitkoordinaten betreffen, die
Shifts, Rotationen und Lorentztransformationen sind. Oder anders gesagt: Die allgemeinste
Liealgebra der Symmetrien der S-Matrix enthélt den Energie-Impuls-Tensor P#, die Genera-
toren der Lorentz-Rotation M* und eine endliche Anzahl von Lorentz-skalaren Operatoren
B?. Letztere miissen der Liealgebra einer kompakten Liegruppe angehoren.

Das Theorem beruht auf folgenden Annahmen:

(1) Die S-Matrix beruht auf einer lokalen, relativistischen Quantenfeldtheorie in der vier-
dimensionalen Raum-Zeit.

(2) Es gibt nur eine endliche Anzahl von verschiedenen Teilchen, die mit einem Einteil-
chenzustand gegebener Masse assoziiert werden.

(3) Es gibt eine Energieliicke zwischen dem Vakuum und 1-Teilchenzusténden.

Supersymmetrien umgehen die Einschrinkungen des Coleman-Mandula Theorems, indem
sie eine Bedingung lockern. Sie verallgemeinern den Begriff der Lie-Algebra derart, indem sie
algebraische Systeme miteinschliefen, deren definierende Relationen sowohl Kommutatoren
als auch Antikommutatoren enthalten. Diese neuen Algebren heiflen Superalgebren oder
Gradierte Liealgebren.

Das Theorem von Haag, Sohnius und Lopuszanski besagt dann folgendes: Die Supersym-
metrie-Algebra (welche wir im folgenden kennenlernen werden) ist die einzige gradierte Lie-
algebra von Symmetrien der S-Matrix, die konsistent mit der relativistischen Quantenfeld-
theorie ist.

Man glaubt daher, abgesehen davon, dal Supersymmetrie allein schon faszinierend ist,
das Supersymmetrie eine fundamentale Rolle in der Teilchenphysik spielt.

Anmerkung zum Coleman-Mandula Theorem: Es besagt, dal bosonische Operatoren die
Poincaré-Algebra nicht erweitern konnen. Betrachten wir zunéchst den Energie-Impuls-Vier-
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ervektor P#. Dann haben wir fiir einen Streuprozess von 2 Teilchen 1,2 in den Endzustand
1/, 2" unter Beriicksichtigung der Erhaltung von P*

< 1,2|P1,2" >= piy + poy = Py, + Doy - (4.1)

Die Teilchen werden back-to-back gestreut. Sei nun ein Operator T, = ap,p,+/3g,, ebenfalls
erhalten, so folgt fiir den Streuprozess

<1, 2|TMV|1,7 2'> = P1uPiv +pQupZV
= PP+ Dby (6 wurde gleich null gesetzt.) (4.2)

Wir haben somit also einzige Losung eine Streuung bei Streuwinkel § = 0. Fermionische
Operatoren hingegen kénnen die Poincaré-Algebra erweitern. Welcher Art kénnen sie sein?
Erweitern wir die Liealgebra um einen fermionischen Operator (), der erhalten ist. Damit
ist (H bezeichnet den Hamilton-Operator)

Wenn @; ein Spin-3 Objekt ist, so ist {Q;, @Q;} ein Spin-1 Objekt ~ P, und damit geméB

Coleman-Mandula moéglich. Wenn aber @; ein Spin—% Objekt ist, so ist {Q;, Q;} ein Spin-3
Objekt. GeméB Coleman-Mandula kann dieses Objekt die Poincaré-Algebra nicht erweitern.

4.2 Die Graduierung

Der mathematische Begriff der Graduierung entspricht in der Physik dem Konzept der Su-
persymmetrie.

4.2.1 Graduierte Algebren

Die einfachste Form einer graduierten Algebra, die sogenannte Zs graduierte Algebra, besteht
aus einem Vektorraum L, der eine direkte Summe aus zwei Unterrdumen ist,

L - LO EB L1 5 (44)

und einem Produkt o mit folgenden Eigenschaften

uyous € Ly Yuq,us € Ly ,
uUov S L1 Yu € LQ,U S L1 s (45)
V10V € L() Vvl,vQ € L1 .

Eine Z,, graduierte Algebra ist die direkte Summe aus n Unterrdumen L,
L:Lo@Ll@...@Ln,1 (46)
und einem Produkt mit den Eigenschaften

ujouy € L (4.7)

+kmodn »

wobei u; € L;. Ein Produkt o mit diesen Eigenschaft heifit Graduierung.
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4.2.2 Graduierte Liealgebren

Eine graduierte Liealgebra wird aus einer Zs graduierten Algebra konstruiert, indem dem
Produkt o folgende Eigenschaften auferlegt werden:

Graduierung: ziox; €Ly iodos
Supersymmetrie: z;ox; =—(—=1)"z; o, (4.8)
Jacobi-Identitét: 2 0 (170 T ) (= 1)F™ 4+ 1y 0 (2, 0 ) (— 1)K+ :

Ty o (zpox) (=)™t =0,

wobei z; € L; und ¢+ = 0,1. Entsprechend der Supersymmetrisierung kann das Produkt
sowohl symmetrisch als auch antisymmetrisch sein. Nur der Unterraum L definiert eine Lie-
algebra, da dort das Produkt antisymmetrisch ist. (Vergleiche Abschnitt 3.2.5). Das Produkt
im Unterraum Ly ist symmetrisch. Dieser ist nicht einmal eine Algebra, da wegen x;0y; € Ly
das Produkt auflerhalb von L; liegt.

4.2.3 Duale und konjugierte Darstellungen

Eine komplexe 2 x 2 Matrix A € SL(2,C) verfiigt iiber vier Darstellungen, die man Auto-
morphismen nennt:

Selbstdarstellung: D(A)=A o

duale Selbstdarstellung: D(A) = AT } dquivalent 19
konjugierte Darstellung: D(A)= A1 } squivalent . (4.9)
duale konjugierte Darstellung: D(A) = A*

Anwendung auf die Weyl-Spinoren: Die Weyl-Spinoren treten in zwei Sorten auf, die nach
den nicht-dquivalenten Darstellungen A; und Ag transformieren. Da zu jeder dieser Dar-
stellungen eine duale Darstellung existiert, treten vier Transformationsgesetze auf. Lorentz-

transformationen nach der (%, 0)-Fundamentaldarstellung sind

v, = AV (4.10)
Vo= (Aglp)t = whart, (4.11)

wobei in der letzten Zeile die Beziehung
At = Al (4.12)
ausgeniitzt wurde. Lorentztransformationen nach der (0, %)—Fundamentaldarstellung sind

U = ApVp=A; "0, (4.13)
Ul o= (ALt =wl Al (4.14)

Auch hier wurde wieder die Beziehung Eq. (4.12) angewandt. Man erhélt also aus A die
vier Darstellungen

A, o, AY oA A (4.15)

Da die Matrizen der dualen Darstellung hier von rechts wirken, steht anstelle von AZlT (bzw.
A%) die transponierte Form A7! (bzw. Al).
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4.2.4 Gepunktete und ungepunktete Spinoren

Im folgenden wird die Indexschreibweise fiir Weyl-Spinoren eingefiihrt. Die Elemente aus
zueinander dualen Raumen werden durch hoch- und tiefgestellte Indizes unterschieden. (Ver-
gleiche beispielsweise mit den ko- und kontravarianten Vektoren.) Die neu hinzukommenden
Elemente der konjugierten Darstellungen werden durch gepunktete Indizes kenntlich gemacht.
Wir verwenden folgende Notation:

w:(i) md W= (602
2

” o (4.16)
Uy = ( 7 ) und Wl = (i, 9s) -

Die Spinorindizes werden mit GroBbuchstaben bezeichnet: 14, 14, QZJA, 1 4. Jeder ungepunk-
tete Index gehért zur (1, 0)-Darstellung, jeder gepunktete Index zur (0, 3 )-Darstellung. Damit
kénnen wir folgende Lorentzinvarianten schreiben als

Ukt = vMa  (NW — SO) (4.17)
i = Yt (SW — NO). (4.18)

Die Summenkonvention ist fiir die ungepunkteten und gepunkteten Indizes verschieden: Un-
gepunktete Indizes werden von links oben nach rechts unten (Nordwest nach Siidost) sum-
miert; gepunktete genau umgekehrt. Die iibliche Summenkonvention, dafl iiber doppeltvor-
kommende Indizes summiert wird, bleibt giiltig.

Hinweis: Daf es sich bei Glgen. (4.17,4.18) um Invarianten handelt, zeigt man dadurch, dafl
man zunichst zeigt, daB die Kombination i¢f o2, unter Lorentztransformationen (¢ —
Ap¢p etc.) invariant ist. Im néchsten Schritt zeigt man mithilfe von

Yp=—io*p;  und 4 =ioPp (4.19)

was auch fiir die ¢’s gilt, und mit ¢?7 = —0?, daB
igro’y = hr, (4.20)

—i¢ho?r = @l . (4.21)

Das Heben und Senken der Indizes wird durch Metriktensoren vermittelt,

o= @Ps . a =T, (4.22)

P = et =0 (4.23)
Wir legen folgendes Verhalten bei komplexer Konjugation fest

(Pa)* = 1y und (4.24)

W = P (4.25)

Da bei Grassmann-Variablen die komplexe Konjugation gleich der hermiteschen Konjugation
ist ((010%)* = 0*01*), gilt somit auch

W) =v; wd (N =yt (4.26)
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Damit und mit der Relation ¢ = —io?y} zeigt man, dafl

- . 0 -1
(') = (fap) = ( 10 ) : (4.27)
Ve 0 1

@ = =" g ) (4.25)
Ferner gilt (da ¢4 = €,5¢p)

e B =68 (4.29)
und per Definition

&b =% p = —05 . (4.30)
Die Spinormetrik ist also antisymmetrisch

eBA = _eAB | Epa=—Eap , Ep=—Eh. (4.31)

Analog fiir gepunktete Indizes, wobei allerdings eli = 5§ und

Mithilfe der Metriktensoren (4.27,4.28) erhélt man

wA _ EABwB = wl _¢2 und wZ — wl

- C. T 4.33
it S =~ wd = (439
Somit folgt
R a0
it = Pt s = R — 9l = 200 (4.35)
Das Kippen der Summationsindizes fiihrt zu einem Vorzeichenwechsel,
oMpa = EP¢pyeca = e ecadpy”
P eacopy® = —600p° = —dct)” . (4.36)

Gleiches gilt fiir gepunktete Indizes.

Es seien hier nochmals die wichtigsten Dinge zusammenfassend dargestellt:



28 Supergruppen, SUSY-Teilchen

¢ Zueinander duale Rdume: hoch- und tiefgestellte Indizes.
¢ Zueinander konjugierte Rdume: gepunktete und ungepunktete Indizes.

¢ Ungepunkteter Index: (%, 0)-Darstellung,

Gepunkteter Index: (0, 5)-Darstellung.

o Ungepunktete Indizes werden von links oben nach rechts unten (NW — SO)
summiert; gepunktete genau umgekehrt (SW — NO).

¢ Ein Kippen der Summationsindizes ergibt einen Vorzeichenwechsel:
oMpa = —pav?  und g0t =~y (4.37)

¢ Die Spinorkomponenten sind Grassmann-Zahlen. Das Vertauschen zweier
Spinorkomponenten liefert ein Minuszeichen.

o Komplexe Konjugation und hermitsche Konjugation sind bei den Spinorkompo-
nenten identische Operationen. Fiir das Produkt zweier Spinorkomponenten folgt:

()" = (') = o2l (4.38)

Die Transformationen innerhalb der Rdume sind hier nochmals angegeben

Raum konjugierter Raum
4 = Ara or — AR
dualer Raum | dualer konjugierter Raum
ot — AT vi— DiAL

Somit gilt fiir die Indexstruktur der Transformationsmatrizen

(A)g', (ALHE, (AP, (ADA, . (4.39)

4.2.5 Bilinearformen

Im folgenden definieren wir das Skalarprodukt im Spinorraum:

oY = ¢A@/}4 = 5AB¢E;¢4 ; (4.40)

oY = Gt =€ ipd" Yt (4.41)
Wir finden

oY = ¢A¢4 = @/)A% = o, (4.42)

o = Pt =10t =9 (4.43)
Fiir die hermitesche Konjugation gilt

(o)t = (¢19a)f = 0, 07 = (V). (4.44)

In der Tabelle 4.1 sind die wichtigsten Bilinearformen (Skalare, Vektoren und Tensoren unter
Lorentztransformationen) in drei verschiedenen Schreibweisen nochmals zusammengestellt.
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ipfo%bL = ok oM (¢0)
L X N Y i W (D)
ORo" R ¢Aoh 0 | (g0)
0L Yr 046" PYp | (66")
S| 9 () Pin | (6070)
015" Yn 40" 50" | (969)
Tabelle 4.1: Die wichtigsten Bilinearformen in drei verschiedenen Notationen.
Dabei sind die zweidimensionalen Spintensoren
ol = 1(0“6” —a’ah), (4.45)
G = i(&“a” — 5ot (4.46)

Die Funktionen der verschiedenen Objekte seien hier nochmals zusammengefafit

x Metriktensoren bilden von einem Raum in den jeweils dazu dualen Raum ab.

x Paulimatrizen vermitteln Abbildungen zum jeweils konjugierten Raum. Daher tragen
sie einen ungepunkteten und einen gepunkteten Index.

x Die Spintensoren " und *” wirken als Generatoren von Lorentztransformationen
nur inerhalb der einzelnen Raume, so daf sie in ihrer Indezstruktur den Matrizen aus

Glg.(4.39) gleichen.

4.2.6 Das Rechnen mit Weyl-Spinoren
Die Gleichungen (4.34), (4.35) lauten fiir den Weyl-Spinor 6

(06) =20'0> und  (60) = 26°9" . (4.47)
Aus é? = —¢?! = —1 erhélt man 0'0? = —1€'2(20'6%) = —1€'2(66) sowie 626" = —1&*(60).
Da 6'0' = 626? = 0, kann man zusammenfassen

1

6468 = —55“3(90) : (4.48)
Ebenso erhilt man

. 1 0

6468 = —561“3(99) : (4.49)

4.2.7 Bispinoren

Bispinoren wie die Dirac- oder Majorana-Spinoren setzen sich jeweils aus einem ungepunkte-
ten und gepunkteten Weyl-Spinor zusammen. Sie besitzen vier Komponenten, die im folgen-
den mit Kleinbuchstaben a,b = 1, ...,4 gekennzeichnet werden. Wir betrachten zwei Dirac-
Spinoren in der chiralen Darstellung

\I!a:(zéﬁ) und CI)a:(

(4.50)
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und ihre konjugierten Formen

_ _ 0 1 _

B = o= @) (9§ ) =0chia), (451)

O, = Plyo= (P4, \) 10)° (A 04) - (4.52)
Der Lorentzskalar U® := U,®, lautet

TP = yo + YA = (V)T (4.53)

wobei im letzten Schritt Glg.(4.44) verwendet wurde. Die y-Matrizen in der chiralen Dar-
stellung haben die Indexstruktur

0 o). —58 0
B () wa we (L), s
Die Indexstruktur des Spintensors ist (Z# = £[y*,7"])

S = ( i 0 A ) (4.55)

0 (5m)4

4.3 Die Poincaré-Superalgebra

Die Zy-Graduierung der Poincaré-Algebra, liefert die Poincaré-Superalgebra.

4.3.1 Die SUSY-Generatoren als Bispinoren

Der Unterraum L wird von den zehn Geratoren P*, M* der Poincaré-Algebra aufgespannt.
Man erweitert ihn durch N SUSY-Generatoren (),, wobei hier N = 4 gewihlt wird. Es
werden nun die Produkte in und zwischen den beiden Unterrdumen definiert. Im Unterraum
Ly haben wir

Lo xLy— Lg: Poincaré-Algebra (3.61) . (4.56)

Beim Produkt Lo x L; miissen Vertauschungen von (), sowohl mit P* als auch mit M*
definiert werden. Die Matrix der Strukturkonstanten mufl eine N x N Darstellungsmatrix
der Generatoren aus Lj sein. Im Fall des Generators der Lorentztransformation M* ist es
die 4 x 4 Matrix ¥* (3.51). Fiir Translationen wird die triviale Transformation gewihlt.
Wir haben also

LoxL; —Lj: [P*, Q. =0 (4.57)
(MM, Qa) = —E4y Qs - (4.58)

Damit verhélt sich @, bei Drehungen wie ein Spinor. Fiir das dritte Produkt wird der Ansatz
L xL; —Lg: {Qa, Qv} = Wy P+ KLy M, (4.59)

gemacht, wobei h* und k" symmetrische 4 x 4 Matrizen sind. Auflerdem soll k** antisym-
metrisch in den Indizes p und v sein. Ohne Beweis geben wir direkt die SUSY-Algebra an.
Sie besteht aus insgesamt 14 Generatoren,

pr M und Q. -
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Fiir diese gelten folgende Relationen:

Poincaré-Algebra
[P, P"] = 0
[Pr M) = (g P — g ) (4.60)
[M™, M) = —i(g"" MY — g" M"P — g"° M" + ¢"° M*) .
und
[P*,Qd] = 0, (4.61)
[M"™,Qa] = —X5Qy (4.62)
{Qa; @} = 27, P (4.63)

Aus der letzten Relation wird ersichtlich, dafl zwei SUSY-Transformationen hintereinander
ausgefiihrt eine Translation liefern! Da die lokale Translationsinvarianz (Poincaré-Invarianz)
die Symmetrie ist, die zur allgemeinen Relativitéitstheorie fithrt, ist auch ein Zusammenhang
von Supersymmetrie und Gravitation zu erwarten.

4.3.2 Die SUSY-Generatoren als Weyl-Spinoren

Die SUSY-Generatoren angegeben als Weyl-Spinoren lauten

Q= ( o ) (4.64)

Die Poincaré-Superalgebra (SUSY-Algebra) lautet dann in der indexfreien Notation (mit-
hilfe von Glgen. (4.54,4.55) )

Poincaré-Algebra Glg. (3.61)

und
@, P = [QP'=0, (4.65)
QM) = v, QM) = 57 (4.66)
{Q.Q} = 20,P", {Q.Q} =25,P" (4.67)
{Q.Q} = {Q,Q}=0. (4.68)

Dabei ist {Q, Q} eine Abkiirzung von {Q4, QZ}, und {Q, Q} von {QA, Qp}. Im weiteren
wird, falls nichts Gegenteiliges gesagt wird, immer die zweikomponentige Darstellung der
SUSY-Generatoren in Form von Weyl-Spinoren verwendet.

4.3.3 Der supersymmetrische Grundzustand

Aus der SUSY-Algebra ergeben sich wichtige Folgerungen. So ergibt sich aus {Q, Q} = 20, P*
fiir den Hamiltonoperator H,

H =@+ Q)+ 1(Qs + Qu)” (1.69)
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Da Q= QL, ist der Hamiltonoperator hermitesch. Er besitzt daher reelle Eigenwerte, und
das Quadrat der Eigenwerte ist immer eine nichtnegative Zahl. Daher gilt

Das Energiespektrum ist nichtnegativ: £ > 0. I

Zusténde mit der Energie Null sind supersymmetrische Grundzustinde. Grundzustinde,
da der Erwartungswert von H bei Null sein Minimum hat. Supersymmetrisch, da wegen

(4.69)

<0|H|0>=0= Q0 >=Q|0>=0. (4.70)

Demnach brechen Grundzustédnde mit positiver Energie die Supersymmetrie spontan. Zur
Erinnerung:

Spontane Symmetriebrechung: Sei der Hamiltonoperator H invariant gegeniiber einer
Transformation [H,G] = 0, wobei G den Generator dieser Transformation bezeichnet. Bei
spontaner Symmetriebrechung respektiert der Grundzustand nicht diese Symmetrie, G|0 >##
0. D.h.

G|0 >=0 (Symmetrie exakt)

G|0 ># 0 (spontan gebrochen) (4.71)

[H,G]=0 und {

4.3.4 Die Boson-Fermion-Regel

Zur Herleitung dieser Regel verwenden wir den Witten-Index A = Tr(—1)"*, wobei Np
der Teilchenzahloperator fiir Fermionen ist. Er besitzt den Eigenwert +1, wenn er auf einen
bosonischen Zustand wirkt, den Eigenwert -1, wenn er auf einen fermionischen Zustand wirkt.
Da die SUSY-Generatoren @, ) Bosonen in Fermionen umwandeln, haben wir

(=) Q = —Q(=1)* | (4.72)
und fiir @ analog. Wir haben

A{Q,Q} = Tr[(-1)MQQ] + Tr[(-1)"" QQ) . (4.73)
Wegen der Zyklidizitéit der Spur gilt fiir den zweiten Term

Tr[Q(-1)" Q] = —Tr[(-1)** QQ) (4.74)

und somit A{Q, @} = 0. Demnach muB wegen {Q, Q} = 20, P* auch gelten
20, Tr[(-1)NrPH =0 . (4.75)

Fiir einen festen, von Null verschiedenen Viererimpuls (der Grundzustand bei E = 0 sei
ausgeschlossen) folgt also

A=Tr(-1)" =0, (4.76)

Da aber A die Differenz der Anzahl der bosonischen und fermionischen Zusténde ist, folgt
daraus

Zahl der Bosonen = Zahl der Fermionen. I
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Damit ist die Zahl der Freiheitsgrade bzw. Komponentenfelder gemeint. Die Zahl der
Freiheitsgrade ist fiir ein: reelles skalares Feld 1, ein komplexes skalares Feld 2, einen Weyl-
Spinor und einen Majorana-Spinor 4, einen Dirac-Spinor 8 und ein reelles Vektorfeld 4.

Ferner folgt aus [Q, P*] = 0 und daraus, dal der Operator () Bosonen in Fermionen
umwandelt und vice versa, (H = P?),

H|B> = mg|B>

QH|B> = HQ|B>= HI|F >=mg|F > (4.77)
= mB\F>
= mB|F >= mF|F >= mp = Mg . (478)
Das heif3t

Die Massen der durch SUSY-Transformationen verbundenen fermionischen und bosonischen
Zusténde sind gleich: mp = mp.

4.4 SUSY-Teilchen

Die SUSY-Teilchen werden iiber die irreduziblen Darstellungen der Poincaré-Superalgebra
eingefiihrt. Die irreduziblen Darstellungen der SUSY-Algebra werden nach den Eigenwerten
der Casimir-Operatoren klassifiziert.

Zur Erinnerung: Ein Casimir-Operator ist ein Operator, der mit allen Generatoren ver-
tauscht.

Die SUSY-Algebra besitzt die beiden

Casimir-Operatoren: P’=pP'pP,  ud C*=C,CM". (4.79)
Dabei ist der Operator
CM .= YrPY _YVPH (4.80)

mit dem Superspin-Vektor
1 _
Y :=WH— ZQU“Q . (4.81)

Der Superspin-Vektor ist die Verallgemeinerung des Pauli-Lubansksi-Vektors W# auf die
Supersymmetrie, d.h. unter Einschlufl eines Terms, der auch von dem fermionischen Opera-
toren () abhéngt.

Zur Erinnerung: Die Einfithrung des Paul-Lubanski-Vektors W#,

1
W = S e PYMP7 (4.82)

ermoglicht die Verallgemeinerung des Spinbegriffs auf eine relativistische Beschreibung.

Die Eigenwerte der Casimir-Operatoren der SUSY-Algebra sind durch die Masse m eines
Teilchens und den sogenannten Superspin y gegeben. Damit wird jede (massive) Darstellung
durch Masse m und Superspin y charakterisiert, also durch das Zahlenpaar (m,y). Wir
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nennen in Zukunft die Gesamtheit der Zustdnde einer Darstellung (m,y) Supermultiplett.

Anmerkung: Im Clifford-Vakuum enspricht der Superspin dem Spin. Das Clifford-Vakuum
|2 > ist definiert durch Q|2 >=0, A=1,2.

Intermezzo: In Abschnitt 4.3.2 ist die SUSY-Algebra bei Erweiterung um einen fermioni-
schen Operator () angegeben, die N = 1-Supersymmetrie. Um wieviel fermionische Operato-
ren konnen wir die Poincaré-Algebra erweitern? Die aus () gebildeten Erzeugungsoperatoren
erhohen den Spin eines Teilchens um % Lassen wir geméf einer im Raum flachen renormier-
baren Feldtheorie maximal den Spin 1 zu, so haben wir \,,,, = 1 und damit gemafl

N
| — Amaz > | — Anaz + 5} >= Mgz > (4.83)

N = 4 SUSY-Operatoren. Verzichten wir im Rahmen von Supergravitit auf die Forderung
nach Renormierbarkeit und lassen Spin-2 Teilchen (Graviton) zu, so ergibt sich N = 8.

4.5 Das chirale Supermultiplett

Fiir y = 0 erhalten wir die einfachste Darstellung der SUSY-Algebra. Wir nennen sie chirales
Supermultiplett. Das Clifford-Vakuum ist hier ein bosonischer Zustand. Zu dem Multiplett
gehoren

s3=20 skalares Teilchen
o a ) s = +3  Spin-2-Teilchen
(m. 0) ys =0 sy = —3 Spin-3-Teilchen (4.84)
s3 =20 peudoskalares Teilchen

Es beschreibt Materiefelder, Quarks und Leptonen und ihre Superpartner Squarks und Slep-
tonen. Higgsteilchen und ihre Superpartner ordnet man ebenfalls dieser Darstellung zu.

Fermion Boson
Spin-3-Teilchen | Spin-0-Teilchen
Quarks Squarks
Leptonen Sleptonen

Higgsinos Higgs

4.6 Das Vektor-Supermultiplett

Fir y = % erhalten wir das Vektor-Supermultiplett. Das Clifford-Vakuum ist ein fermioni-
scher Zustand. Zu dem Multiplett gehoren 2 Spin—%-Teilchen, ein Vektorteilchen (Spin 1)

und ein pseudoskalares Teilchen (Spin 0). Da man allerdings aus s3 = 0 noch nicht auf den
Spinbetrag s = 0 schliefen kann, handelt sich i.a. um eine Mischung aus Spin-0 und Spin-1
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Anteilen. Allein das Clifford-Vakuum ist der einzige Zustand mit scharfem Spinbetrag.

(

S3 S
% % Fermion
y3:+% - — == 1 1 Boson
0 0,1 Boson
L % % Fermion
(m, 3) < (4.85)
((S3 S
—% % Fermion
ygz—% - —= 0 0,1 Boson
-1 1 Boson
L —% % Fermion

Das Vektormultiplett dient der Beschreibung der Eichbosonen und ihrer Superpartner.

Boson Fermion
Spin-1-Teilchen | Spin- %—Teilchen
Photon Photino
W- und Z-Boson Wino,Zino
Gluon Gluino

4.7 Kovariante Ableitungen

Die Ableitung nach ungepunkteten und gepunkteten Weyl-Spinoren sei abgekiirzt durch

Y A ._ 0
8,4 = 594 8 = 64 486
5 . o A ._ o (4.86)
A T2 88,

Kovariante Ableitungen sind definiert als

Dy = 0a+i(0"0)a0, , (4.87)
DA = 9 +i(610)40, (4.88)
D* = &BDp=-0*—i(05")"0, , (4.89)
Dy = e;sD% =0, —i(60"),;0, = —0; +i(6"0) 10, . (4.90)

Dabei sind die o, 6" in Glg. (3.49) gegeben. Eine wichtige Eigenschaft der kovarianten
Ableitungen ist, daf§ sie invariant unter SUSY-Transformationen sind.
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Kapitel 5

Superfelder, Lagrangedichte

Wir werden uns im folgenden mit der Supersymmetrie in (14-3) Dimensionen beschéftigen.
Es handelt sich hierbei um eine Feldtheorie im reellen Superraum. Dieser besteht aus vier
bosonischen und vier fermionischen Koordinaten. Jeweils zwei der fermionischen Koordinaten
werden zu einem Weyl-Spinor zusammengefait, so dafl wir zwei Weyl-Spinoren 6 und 6
haben. Der Superraum ist also gekennzeichnet durch

z = [x,;0,0] r, = Raumzeit, 0 ,, 2 = fermionische Koordinaten. (5.1)

5.1 Das Superfeld

Das Superfeld ist eine Kombination von Feldern, die zu demselben Multiplett gehoren, in
ein einziges Feld. Die Superfelder sind im Superraum definiert.

5.1.1 Die Komponenten des Superfeldes

Das Superfeld F(z,6,6) hingt von der Raumzeit 2/ und den fermionischen Koordinaten in
Form der Weyl-Spinoren 6 und ¢ ab. Um den Inhalt des Superfeldes zu sehen, entwickeln
wird dieses in eine Potenzreihe in 6 und 6:

F(x,0,0) = f(z)+06(z)+ 0x(x) + (00)M(z) + (00)N(x) + 65"0 A, (x)
+ (09)0A(z) + (00)0a(z) + (00)(00)d(x) . (5.2)

Hierbei ist, siche Glg.(4.47),
(06) =20'0> und  (60) = 26°9" . (5.3)

Die Felder f,¢,x, M,N,A,, A, @ und d heien Komponentenfelder. Thr Verhalten unter Lor-
entztransformationen ergibt sich aus der Forderung:

Das Superfeld F ist ein Lorentzskalar. I

Somit haben wir

o 4 komplexe skalare Felder: f(z), M(z), N(z),d(x),

37
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o 2 linkshéndige Weyl-Spinorfelder: ¢(x), a(z),
o 2 rechtshindige Weyl-Spinorfelder: y(x), A(z),
o 1 komplexes Vektorfeld: A, (z).

Die Boson-Fermion-Regel ist erfiillt, siche Abschnitt 4.3.4, da wir 16 reelle bosonische und
16 reelle fermionische Freiheitsgrade haben.

5.1.2 Eingeschrinkte Superfelder

Linearkombinationen von Superfeldern ergeben wieder Superfelder. Superfelder liefern somit
eine lineare Darstellung der SUSY-Algebra. Allerdings ist diese Darstellung reduzibel. Um
zu den irreduziblen Darstellungen zu gelangen, werden Zusatzforderungen an das Superfeld
gestellt. Diese miissen kovariant sein, d.h. invariant gegeniiber SUSY-Transformationen. Jede
kovariante Bedingung liefert ein eingeschrianktes Superfeld (constraint superfield):

D,F=0 = chirales Superfeld ®(z, 6, 0) B
D, F=0 = antichirales Superfeld ®'(z,6,0) (5.4)
F = Ff = Vektor-Superfeld V (z, 0, 6)

Die chiralen und antichiralen Felder werden auch als skalare Superfelder bezeichnet. Jedes
reelle Superfeld ist ein Vektor-Superfeld. Chirale und antichirale Superfelder beschreiben die
Materieteilchen. Das Vektor-Superfeld beschreibt die Eichfelder.

F=Ft

—  Vektor-Superfeld V' (reell) Eichfelder
Superfeld F BF—0 .
(reduzibel) — __,  gkalares Superfeld Chirales Superfeld @ Materiefelder

PF=0 Antichirales Superfeld ®F

5.2 Skalare Superfelder

Wir betrachten zunéchst skalare Superfelder im komplexen Superraum, wo sie eine besonders
einfache Form haben, und iibertragen sie dann in den reellen Superraum.

5.2.1 Chirale Superfelder im komplexen Superraum

Das chirale Superfeld ist durch die kovariante Bedingung

Di®=0 (5.6)

definiert. Betrachten wir zunéchst die komplexe Raumkoordinate y* = z# + ila"d. Die
Anwendung von D ; ergibt

Dy = [-0; —i(0c");0,](x" + i0c"0)
)

_ . C B . v\ .
= —zﬁ(e oy, ;)07 —i(00") 10,2"

= i(0ot)  —i(0oM) ;=0 . (5.7)

(5.5)
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Ebenso ist D ;0% = 0. Jede Funktion von y und 6, also ®(y, ), erfiillt damit automatisch die
Bedingung Glg.(5.6). Man kann zeigen, dafl dies auch die allgemeinste Form eines chiralen
Superfeldes ist. Die Taylorentwicklung ergibt dann

®(y,0) = o(y) + V20u(y) + (00)F(y)  (5.8)

Der Faktor v/2 ist Konvention. Das chirale Superfeld beinhaltet also
¢ 1 komplexes Skalarfeld ¢ zur Beschreibung von Sleptonen und Squarks.
¢ 1 linkshéndiges Weyl-Spinorfeld i) zur Beschreibung von Leptonen und Quarks.
¢ 1 komplexes Skalarfeld F' als Hilfsfeld.
Zur Behandlung des antichiralen Superfeldes gehen wir von der kovarianten Bedingung
DA®" =0 (5.9)
aus. Wir fithren die komplexe Raumkoordinate
g =t —ifo"0 = (y")* (5.10)

ein. Es folgt, daB D4" = 0 und D460 = 0. Somit erfiillt jede Funktion von 7, 8, also ®'(y, 0)
die Bedingung Glg.(5.9). Das allgemeinste antichirale Superfeld hat damit die Form

oi(g,0) = " (7) + V204 (y) + (00)F* (y) (5.11)

5.2.2 Chirale Superfelder im reellen Superraum

Die Gestalt der chiralen Superfelder im reellen Superraum ist komplizierter. Ausgehend von
Glg.(5.8) und indem man y durch x +1i0c6 ersetzt und anschlieend Taylor-entwickelt, findet
man fiir das chirale Feld im reellen Superraum

D(x,0,0) = o+ V200 + (00)F +i(05"0)d,

i . AR
—75(90)8“(1/10 6) — £ (69)(90) 0 . (5.12)

Man hat jetzt sechs Terme, die Zahl der Komponentenfelder (¢,, F') ist aber gleich ge-

blieben. Durch hermitesche Konjugation erhédlt man das antichirale Superfeld im reellen
Superraum

(2,0,0) = " () + V200 + (00)F* — i(05"0)d, "

(R . T
+ﬁ(99)8u(90 ) — 1(90)(00)&0 . (5.13)
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5.2.3 Produkte von chiralen Superfeldern

Produkte von skalaren Superfeldern ® sind wieder chirale Superfelder. Davon kann man sich
{iberzeugen, wenn man beispielsweise ®(y, 0)®(y, 0) oder ®3 mithilfe von Glg. (5.8) ausrech-
net. Die Ergebnisse lassen sich fiir beliebige Potenzen, aber auch fiir Produkte aus verschiede-
nen chiralen Superfeldern verallgemeinern. Zu einer qualitativ neuen Form von Superfeldern
gelangt man erst, wenn ein chirales mit einem antichiralen Superfeld multipliziert wird, also
PT®. Da (OT®)" = ®Td handelt es sich um ein reelles Superfeld, ein Vektor-Superfeld. Unter
Beniitzung von Glgen. (5.12,5.13) und nach diversen Vereinfachungen erhilt man schlielich

OTd = o+ V20" (00) + V20 (00) + (00)p* F + (00)pF*
+ (00"0)lip"Oup — ip0up” + Youd]
+ VEOO0)F - 560, (00" 8) + 5 (60"0)0,0"

V2(B0)[(0)F* + 50,(60"5) — 5 (60"0)D,]

DD 59550000 | (5.14)

+

mit
t 1 * * 1 * I
D' D|pgsp = {—Z(so Op + ¢Op") + 5@90 ) (0" )

—%(&&“8M¢ + 0t 0,0) + F*F}H00)(00) . (5.15)

5.3 Das Vektor-Superfeld

5.3.1 Ansatz

Die kovariante Bedingung fiir das Vektor-Superfeld lautet

V(z,0,0) =V(z,0,0) (5.16)

Mit Glg.(5.2) haben wir

V(2,0,0) = f+0¢+0x+ (00)M + (00)N
+(00"0) A, + (00)0X + (00)0c + (00)(66)d . (5.17)

Der Vergleich mit dem entsprechenden Feld VT liefert dann fiir die Realititsbedinung des
Vektorfeldes

f=f" A=A d=d", M=N",¢=x, =a. (5.18)

Somit besitzt das Vektorfeld nur zwei Weyl-Spinorfelder ¢ und A, jeweils mit zwei komplexen
Komponenten, also insgesamt acht reelle fermionische Freiheitsgrade. Was die bosonischen
Felder angeht, so haben wir zwei reelle Felder f und d, ein komplexes Feld M und ein reelles
Vektorfeld A, also auch acht reelle Freiheitsgrade.
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Jedes reelle Superfeld ist per Definition ein Vektor-Superfeld. Vektor-Superfelder lassen
sich also auch aus chiralen und antichiralen Superfeldern aufbauen. Z.B.

®'® (& + @) und (P — ). (5.19)
Oft wird folgende Form fiir das Vektor-Superfeld verwendet:

V(2,0.0) = f+ibd—ifp+ %(QQ)M - %(QQ)M*
1(000) A, + i(00)0(N + %6“8,@)
—i(00)0(\ + %aﬂaucb) + %(90)(99)@ - %m 7, (5.20)

mit den reellen bosonischen Felder f,d und A, sowie dem komplexen bosonischen Feld M.

5.3.2 SUSY Eichtransformation

Betrachten wir folgende Eichtransformation des Vektor-Superfeldes

V=V =V 4+ (9 + o) (5.21)

Durch Einsetzen der Glgen. (5.8,5.11) in die Eichtransformation erhdlt man mithilfe von
Glg. (5.20) das Transformationsverhalten der einzelnen Komponentenfelder:

f= f+ete, (5.22)
¢ = ¢—iV2, (5.23)
M = M —2iF, (5.24)
A, = A +idu (e — "), (5.25)
No= A, (5.26)
d = d. (5.27)

Die Felder A und d bleiben somit invariant unter Eichtransformationen. Das reelle Vektorfeld
verhilt sich wie bei der lokalen Eichtransformation

A, — A, —20,A und A=Imp. (5.28)
Auflerdem ist der antisymmetrische Feldstérkentensor
F,=0,A,-0A, (5.29)

eichinvariant. Die SUSY Eichtransformation (5.21) beinhaltet also die lokale Eichtransforma-
tion des elektromagnetischen Feldes A,'. Der fermionische Superpartner A des bosonischen
Feldes A, bleibt invariant. Aulerdem enhélt das Vektor-Superfeld noch die Felder f, ¢ und
M. Diese sollen im folgenden eliminiert werden.

1Die SUSY Eichtransformation 5.21 hat nichts mit der lokalen Supersymmetrie zu tun, die zur Gravitation
fithrt.
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5.3.3 Die Wess-Zumino Eichung

Durch geeignete Wahl des chiralen Superfeldes ® mit den Komponenten (¢, %, F') kann man
erreichen, dafl das eichtransformierte Vektor-Superfeld V' die Komponentenfelder f,¢, M
nicht mehr enthélt. Diese Eichfixierung nennt man Wess-Zumino-Eichung. Sie lautet:

2Rep = p+¢"=—f, (5.30)
i

v = _ﬁ(b’ (5.31)

F = —%M. (5.32)

Unter Verwendung von Glg. (5.20) erhélt man dann aus (5.21) in der Wess-Zumino-Eichung

Vivz(2,0,0) = (00"0)[A, +i0,(p — ¢*)] +i(60)0N

—i(00)0X + (00)(60)d . (5.33)
Somit besteht nun das gesamte Multiplett nur noch aus einem Eichfeld A, (z), seinem SUSY-
Partner \(z) und einem Hilfsfeld d(x).

Da in der Wess-Zumino-Eichung nur der Realteil des Skalarfeldes fixiert wurde, bleibt
der Tmaginérteil von ¢ als Eichfreiheitsgrad fiir die konventionelle Eichfixierung Glg. (5.28)
erhalten. Man kann beispielsweise Ay = 0 fordern, so daf das reelle Vektorfeld A, statt vier
nur noch drei Freiheitsgrade besitzt.

Wir erhalten also fiir das Vektor-Superfeld in der Wess-Zumino-Eichung und der konven-
tionellen Eichung (A], wurde gleich A, gesetzt)

Virz(@,0,0) = (00"8) A, + i(09)(BX) — i(08)(OX) + (00)(00)d  (5.34)

Urspriinglich hatten wir fiir die Zahl der Freiheitsgrade (FG) des Vektor-Superfeldes ohne
die Wess-Zumino-FEichung

zwei reelle Skalarfelder f,d : 2 bosonische FG
ein komplexes Skalarfeld M : 2 bosonische FG
zwei komplexe Weyl-Spinorfelderg, A : 8 fermionische FG
ein reelles Vektorfeld A, : 4 bosonische FG

In der Wess-Zumino-Eichung werden diese insgesamt 16 Freiheitsgrade auf die Hilfte, also
8 Freiheitsgrade reduziert:

ein reelles Skalarfeld d : 1 bosonischer FG
ein komplexes Weyl-Spinorfeld A : 4 fermionische FG
ein reelles Vektorfeld A, : 3 bosonische FG

(ein FG entfillt durch konventionelle Eichfixierung)

In beiden Fillen ist die Boson-Fermion-Regel erfiillt. Wir haben also durch verschiedene
Eichungen die Zahl der Freiheitsgrade reduziert:

ektor-superte

(f,¢,0,M,0,A,,)0,d) Vektor-Superfeld (16 FG)
| Wess-Zumino-Eichung

(Im¢, 0,0,0,A,,A,0,d) (5.35)
| konventionelle Eichung

(0,0,0,0, A, \, 0, d) (8 FG)
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Unter Anwendung von
_ | -
(0c"0)(00"0) = 59““(00)(00) (5.36)
findet man fiir die Potenzen des Vektor-Superfeldes in der Wess-Zumino-Eichung

1 __
Vi, = 5(90)(90),4,“4% (5.37)
Vv, = 0. (5.38)

Alle hohere Potenzen verschwinden.

5.3.4 Die supersymmetrische Feldstirke

Die supersymmetrische Feldstirke eines Vektor-Superfeldes V (x, 6, ) sei definiert durch

W, = —i(DD)DAV(:c,G,é), (5.39)
W, o= —i(DD)DAV(:c,Q,H). (5.40)

Bisher waren alle Superfelder Lorentzskalare. Die supersymmetrische Feldstirke W, aber

gehort zur (%, 0)-, W, zur (0, %)—Fundamentaldarstellung der Lorentzgruppe. Wegen D3 =

D3 = 0 handelt es sich um chirale und antichirale Superfelder, da

_ 1. _
DiWa = —D;(DD)DaAV =0, (5.41)

_ 1
DaW; = —;Da(DD)DV =0. (5.42)

Die supersymmetrischen Feldstédrken sind unter supersymmetrischen Eichtransformationen
(5.21) eichinvariant,

Wy=W, und W;=Wj. (5.43)

Denn wegen D® = D®' = 0 und

[D, D*| = —4i(c" D)0, (5.44)
gilt
/ 1 == ) R '
Wa— W, = —Z(DD)DAV = —Z(DD)DA(V + & + ®F)

R 1 _
= WA—Z(DD)DACI):WAJrZ[DA,DQ]CD

= Wi —io" 9,D% =W,. (5.45)

Analog zeigt man die Eichinvarianz von W .
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Die Komponenten der supersymmetrischen Feldstéirke

Durch Ubergang in den komplexen Superraum (y, 6, 6) erhilt man unter Verwendung von
(5.40) ausgehend vom Vektor-Superfeld in der Wess-Zumino-Eichung nach einigen mathe-
matischen Umformungen (auf die Herleitung sei hier verzichtet) schlieflich die Komponen-
tenzerlegung der supersymmetrischen Feldstéirke als

WA = Z)\A - 2d0A - (O'MVQ)AFMV - (00)(0“8M5\)A . (546)

Es gehen hier die Felder A, F),,, d ein. Wie wir bereits gesehen haben, sind diese Komponen-
tenfelder eichinvariant.

5.4 Supersymmetrische Lagrangedichten

Aus den skalaren und Vektor-Superfeldern kann nun die supersymmetrische Lagrangedichte
aufgebaut werden. Ziel ist es, eine supersymmetrische Lagrangedichte zu finden, die das
Wirkungspotential

S = / d*zL (5.47)

bei SUSY-Transformationen nicht &dndert, also 0.S = 0. Dabei wird ausgeniitzt, daf} die
héchsten Komponenten eines Superfeldes sich wie Viererdivergenzen transformieren. Im Falle
des allgemeinen Superfeldes F(x, 6, 0) und des chiralen Superfeldes ®(y, ) sind sie gegeben
durch

0F 1 0d= %@L(ea“;\ — act'e) (5.48)
6D  OF =iv20,(e5"y) . (5.49)

Man sagt, ein Feld ist vom D-Typ, wenn es zur (06)(60)-Komponente gehort, vom F-
Typ, wenn es zur (66)-Komponente gehort. Verkniipfungen von Superfeldern durch Mul-
tiplikation und Addition ergeben wieder Superfelder, deren héchste Komponente bei SUSY-
Transformationen ebenfalls zu einer Viererdivergenz fiihrt. Das Raum-Zeit-Integral einer
Vierdivergenz wird nach dem Gauflschen Satz in ein Oberflachenintegral transformiert, wel-
ches Null liefert, da es in beliebig grofile Raumbereiche ausgedehnt werden kann, wo die Felder
verschwinden. Somit ist die supersymmetrische Lagrangedichte gegeben durch die héchste
Komponente der Superfelder oder die hochste Komponente von Produkten von Superfeldern:

L = (Superfelder)|ggg5 + (chirale Superfelder)|gpg,—., + HC' . (5.50)

Der vertikale Strich bezeichnet die jeweils hochste Komponente. Beim chiralen Superfeld muf3
man, nachdem die (A9)-Komponente herausprojeziert wurde, noch der Ubergang von der
Koordinate y nach x gemacht werden. Schliellich werden die hermitesch konjugierten Terme
addiert, damit die Lagrangedichte reell ist. Da die héchsten Komponenten der Superfelder
bosonisch sind, ist auch die Lagrangedichte eine bosonische Funktion.

Die supersymmetrische Lagrangedichte ist also invariant bis auf eine Viererdivergenz

S = D A" (5.51)
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wobei A* ein Vierervektor ist. Die Wirkung ist damit invariant, da

0.5 = /d4:pée£ = /d4x8MA“ = Oberflachenintegral — 0. (5.52)

5.4.1 Die Lagrangedichte fiir chirale Superfelder

Die Lagrangedichte besteht aus einem kinetischen, Massen- und einem Wechselwirkungsterm

L= Lrin+ Lo+ Lins - (5.53)
Dabei sind
Liin = ©(2,0,0)®(x,6,0)|g005 ,
Lo = =5 (.0)looy— + HLC.
Loi = —%(I)?’(yﬁ”eey—m +HC. . (5.54)

Es bezeichnet m die Masse und g die Kopplungskonstante, die beide reell angenommen
werden. Um Ly, abzuleiten, verwenden wir Glg. (5.15). Mithilfe von vOv = 9, (ud"v) —
(Oyu)(0"v) und dem Fortlassen der Viererdivergenz 0, (u0"v) erhalten wir

Lyin = (0,9")(0"¢) (V5" 0, + o D) + F*F . (5.55)

L
2
5.4.2 Das Superpotential

Anstelle von (5.53) konnen wir auch schreiben
L= "Lin — [U(@)’g@ —+ hC] , (556)

mit dem Potential

U(®) = %@2 + %@3 . (5.57)

Dieses Potential ist eine Superfunktion und geniigt also der Taylorentwicklung

U@®) = Ulp+s)

dU(p) 1d*U(p)
= T po 4+ =
Ulp) + Qo S + 2 dy?

% (5.58)

wobei (zur Erinnerung ®(y, 0) = o(y) + \/59@/)@) + (00)F(y))

D5 = V200 + (0)F

5 = —(4v)(09) (5.59)
Pt = 0.

In der zweiten Gleichung haben wir

(63)(04) = —5 () (69) (5.60
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verwendet. Das Potential U(y) und seine Ableitungen sind gegeben durch

m 9
Ulp) = ¢ +3¢", (5.61)
dU 9
— = 5.62
iz me + go ( )
d*U

Einsetzen in (5.58) liefert fiir die hochste Komponente

U(®) g = (mip + g F — 3 (m + 20 (w0) . (564

Insgesamt haben wir also mit (5.56) und (5.64) fiir die Lagrangedichte fiir die chiralen Su-
perfelder (5.53)

L= (0")(0%) — 5050, + V0*0,0)
5 (W + O + gl + 9" 50)
FFF — (mp + gp*) F — (mg™ 4 gp™2) F* . (5.65)

5.4.3 Die Lagrangedichte ohne Hilfsfelder

Mithilfe der Euler-Lagrange-Gleichung kann man das Hilfsfeld F' aus Glg. (5.65) entfernen.
Aus

oL oL

— =0y = 5.66

or a9,y = (5.66)
folgt mit

oL oL

OF” me g e 5EF (5.67)
die Bewegungsgleichung fiir das Hilfsfeld

F =mp* + go* . (5.68)

In dieser Bewegungsgleichung treten keine Ableitungen auf. Hilfsfelder beschreiben daher
keine Ausbreitung in Raum und Zeit. Mithilfe von (5.68) und seiner konjungiert-komplexen
Form

erhiilt man fiir die letzte Zeile in (5.65) F*F — F*F — FF* = —|F|*. Das Absolutquadrat
von (5.68) ergibt

|F|” = m*¢* + mg|o*(¢ + ) + ¢°|e|". (5.70)

Einsetzen in (5.65) liefert schliefllich eine Form der Lagrangedichte, in der nur noch das
komplexe skalare Feld ¢(z) und das Weyl-Spinorfeld ¢ (z) auftreten:
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L= (0u)(0"0) —m’lpl’
5 (05000 + Vo O,) + T (Vv + )
+9(p + @ ) — mglo* (v + ¢*) — g°le|* .

Man bezeichnet diese Lagrangedichte auch als on-shell. Nun zu den einzelnen Termen:

>> Die erste Zeile beschreibt die freie Bewegungsgleichung des bosonischen Feldes ()
mit der Masse m.

> Die mittlere Zeile beschreibt die freie Bewegung des fermionischen Feldes 1(z) mit der
gleichen Masse m.

> Die Teilchen beschrieben durch ¢ und v sind die Superpartner aus dem chiralen Su-

permultiplett:
W(x) Lepton, Quark ,
o(r) Slepton, Squark oder Higgs . (5.72)

> Die letzte Zeile enthélt die Wechselwirkungsterme. Bei den ersten beiden handelt es
sich um den

Yukawa-Term: g + * ) . (5.73)

Durch ihn wird die Boson-Fermion-Wechselwirkung bestimmt, wobei g die Kopplungs-
konstante ist. Die letzten beiden Terme beschreiben die Selbstwechselwirkung des bo-
sonischen Feldes. Die Starke dieser Wechselwirkung ist durch die gleiche Kopplungs-
konstante g gegeben. Die letzten beiden Terme definieren das Superpotential, welches
bei der Symmetriebrechung eine grofie Rolle spielt.

5.4.4 Die Lagrangedichte fiir Vektor-Superfelder

Die Lagrangedichte fiir Vektor-Superfelder ist mithilfe der supersymmetrischen Feldstérke
Wal(y,0,0) gegeben durch

1
4

Die Lagrangedichte ist somit reell und ein Lorentzskalar, also eine bosonische Funktion.
Unter Verwendung von (5.46) sowie (5.60) und

(¢o"¢) =0 (5.75)
finden wir
WAW, = [iM* —2d0* — (6" 0)*F,,, — (00)(c"0,\)"]
[i)\A — 2d9A — (O’potg)AFpg — (66) (O’papj\)A]
= —(AN\) = 2id(ON) — (Mo”7 0) F,y — i(00)(Ao?D,N)
—2id(ON) + 4d*(00) — i(\a" O)F,,,
(o0 (07 0) 4 F ) Fop — i(00) (A" D, N) . (5.76)

L= -WWalogyu+ hec. . (5.74)
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Um diese Gleichung auszuwerten machen wir zunéchst mithilfe von

1
6198 = —igAB(ee)

folgende Umformung
(U“VH)A(U”"Q)A = U“VABHBHCUMAC
= —%JWABgBCJpoAC(@@)
= —%a“"c’élap‘f(@@)
= —%(HQ)Tr ool .

Die Spur kann weiter ausgewertet werden:

1 .
Tr o gPo = §(gupguo o g,uagup) + %E,uz/po )

So haben wir z.B.
1

(Tr o™ 0" ) FuFpe = 5(FuF™ = Fu P 4 iFue F)
— F,F™ 4 iF, "

mit dem dualen Feldstarkentensor

" 1
v, vpo
Fr= Zv R,

2
Damit haben wir
WAW, = —(A\) — 4id(6N) — 2i(Ac" ) F,,, + (00) [ — 2i(A\d" 9, \)
1 ’ -
+4d* = Sy P = %FWFW}
Aus der héchsten Potenz von WAW, folgt dann fiir die Lagrangedichte
¢ JT5~IY 21 pv ¢ [ uy
L = —5()\0' 8M>\) -+ d° — gFMVF — gFMVF
, ) 1 ; )
%@mm & = Eu P %FWF““ .

Die Lagrangedichte des Vektor-Superfeldes lautet schlie8lich

: - 1
L= _%()\O—uauA + A" OuN) = L FuwF* + 27 (5.84)

(5.77)

(5.78)

(5.79)

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

Da die Felder A\, F*” und d alle eichinvariant sind, ist auch die Lagrangedichte eichinva-
riant. Allerdings enthélt sie nur masselose Felder. Man kann formal einen Massenterm der

Art
21,2 m?
Lo = m"Viy zloea = 3 A A"

hinzufiigen. Allerdings zerstort er die Eichinvarianz.

(5.85)
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5.4.5 Supersymmetrische Eichtheorie
Globale SUSY-Eichtransformationen

Wir betrachten die Eichtransformation?
P = MO P (5.86)

wobei A(z) ein Funktion ist, die von der Raumzeit = abhédngt und ¢ die Ladung bezeichnet.
Wir fordern, dafl das eichtransformierte Superfeld wieder ein chirales Superfeld ist, d.h.,

DA(I), = DA [e_iqA(x)(I)}
= [DAefiqA(x)} o + e*"qA(””)DACI)
— —ig[DA(z)] e @D = —igd' D A(z) =0 . (5.87)

(Zur Erinnerung: Das chirale Superfeld ergab sich gerade aus der Forderung, da§ D ;® = 0.)
Damit gilt also, daf3

D,A=0 = A ist ein chirales Superfeld. (5.88)
Somit lautet die Eichtransformation fiir das chirale und das antichirale Superfeld

®' = exp{—iqA(z,0,0)}d,
ot = dfexp{igAf(z,0,0)} . (5.89)

Der kinetische Term der Lagrangedichte bleibt bei dieser Eichtransformation jedoch nicht
eichinvariant, da

hin = © 10| g5 = TN D05 £ DT gyg5 . (5.90)
Um die Eichinvarianz zu garantieren, wird ein Feld eingefiihrt, das sich bei SUSY-Eichtransformationen
wie folgt verhélt:

V'(2,0,0) =V (x,0,0) +i[A(z,0,0) — AT(x,0,0)] . (5.91)

Das entspricht der Eichtransformation (5.21), wenn man ® = iA setzt. Der eichinvariante
Ausdruck ist dann durch

Liin = 17 ®yyg5 (5.92)
gegeben, da
Lyin = Ly = q)/Tqu/q)/‘eeéé
— f eiqAT eq(v+z‘A—iAT) e—iq/\@|%éé
DV D|ppg5 - (5.93)

2Diese Eichtransformation hat nichts mit der lokalen SUSY-Transformation zu tun, bei der die spinori-
ellen Parameter durch Raumzeit-abhéingige Parameter ersetzt werden. Die lokale Supersymmetrie fiihrt zur
Gravitation. Dies werden wir aber im Rahmen dieser Vorlesung nicht betrachten.
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Das Prinzip der minimalen Kopplung

Um die einzelnen Komponenten der eichinvarianten Lagrangedichte Ly, zu berechnen, zer-
legen wir sie in die bereits bekannte kinetische Lagrangedichte Ly;, und einen Anteil £, der
die Kopplung an das Eichfeld V' beschreibt,

Liin = @Teqvq)‘oeéé
= O'0|gg55 + 0T(e? — 1)®|ggg5 = Lin + L1 - (5.94)
Es gilt
¢
e?V = 1+qV+5V2+.... (5.95)

Wir verwenden fiir das Eichfeld V' das Vektor-Superfeld in der Wess-Zumino-Eichung, siehe
Gleichungen (5.34),(5.37) und (5.38). Damit bricht die Reihe (5.95) ab, so da8

2
q
Ly = (qV + 5‘/2)@@99@5
— g [(90—“5)14“ +i(00)(BX) — i(B0)(OX) + (00)(09)(d + %AHA“) ' D|y5 . (5.96)
Wir nehmen nun aus der Entwicklung (5.14) fiir ®'® nur die Terme, die zusammen mit dem

Ausdruck in der eckigen Klammer die (66)(60) Komponente bilden. Es gibt vier Kombina-
tionen,

%) 1 n . * *
(050) A, @ ®|gp55 = SAulba"h +i(p*0"p — 00"

i00) A0 Py = (00 TNV 2000 o = 0l
i) O Doz = D) ONV2 OO = =" ()
(06)(09)(d + %AMA“)@(M%@@ = gl? (d n %A,A“) . (5.97)
Hier haben wir
(66)(6x) = —5 (66)(x) (599
und
S0 (60)(0%) = (65"9) (60" ) (599

verwendet. Somit erhalten wir

Liin = Liin+ gAu(wa“d?) - %qA“(sO*amo — ©0,0") + %q[w* (VX)) — @(¥A)]

+q(d+ %AuA“)MQ : (5.100)

wobei Ly, durch den Ausdruck (5.55) gegeben ist. Wir definieren die kovariante Ableitung
durch
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kovariante Ableitung: D, =0, - %un (5.101)

Somit haben wir

: 2

(Dup)*(DMp) = (Dup™) (") + %QA“(sO*éw — pB,") + quuA“|90|2 (5.102)
und

(@EC}MDMZ) + ¢UMD:QZ’) = (&5Mau¢ + wa“é‘ﬂ) + iun(wa“@E) . (5.103)

Der jeweils erste Term auf der rechten Seite ist in Ly;, enthalten. Und somit haben wir
schliefilich

Liin = (Dup)"(D"0) = 5 (06" Dytp + Yo" Dy))

?

\/Qq[so* (YA) — e(A)] + qdlg|*  (5.104)

Die Lagrangedichte enthélt also folgende Wechselwirkungsterme
e Die Wechselwirkung zwischen einem Photon und zwei Sfermionen (zur Erinnerung: das
komplexe skalare Feld ¢ mit zwei Freiheitsgraden beschreibt Sleptonen und Squarks)
%qA“go* o+ h.c. . (5.105)
e Die Wechselwirkung zwischen zwei Photonen und zwei Sfermionen

2
q
TAA el (5.106)

e Die Wechselwirkung zwischen einem Photon und zwei Fermionen (zur Erinnerung: bei
dem Feld 1) handelt es sich um ein linkshéndiges Weyl-Spinorfeld mit 4 Freiheitsgraden
zur Beschreibung von Quarks und Leptonen)

4A, (o) (5.107)

e Die Kopplung zwischen einem Gaugino (dem SUSY-Partner eines Eichbosons) und
einem Fermion und Sfermion (zur Erinnerung: das komplexe Weyl-Spinorfeld A mit 4
Freiheitsgraden beschreibt den SUSY-Partner des Eichbosons)

() + b (5.108)
— .C. . :
\/590

Man beachte, daf} alle Wechselwirkungsterme aufgrund von Supersymmetrie durch die gleiche
Kopplungstirke ¢ beschrieben werden.
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Minimale Kopplung in der Lagrangedichte fiir Vektor-Superfelder

Wenden wir nun das Prinzip der minimalen Kopplung auch in der Lagrangedichte fiir Vektor-
Superfelder (5.84) an und machen die Ersetzung

0, — 8, — %qAH (5.109)
Damit erhalten wir die Kopplung zwischen dem Eichfeld A und den gaugino Feldern A

—%AUHAMX +he. . (5.110)

Nicht-abelsche Eichtheorie

Das Prinzip der minimalen Kopplung kénnen wir auf nicht-abelsche Eichtheorien ausweiten,
indem wir die Ersetzung

: : : N ot Y
10y — 1D, = i0, — gsGjy o — gWL’? - 9By (5.111)

machen. Hier bezeichnen G die Gluon-Eichfelder der SU(3)c-Eichtheorie, a = 1,...,8, gs
die starke Kopplungskonstante und A, die 3 x 3 Gell-Mann Matrizen. Bei den Feldern Wﬁ,
b = 1,2,3 und B, handelt es sich um die Eichfelder der SU(2); x U(1)y Eichgruppe,
wobei g, ¢’ die entsprechenden Kopplungskonstanten bezeichnen, o® die 2 x 2 Pauli-Matrizen
und Y die schwache Hyperladungsquantenzahl. Die Wechselwirkungsterme in dem jeweils
betroffenen Teil der Lagrangedichte &ndern sich entsprechend.

5.4.6 Gesamte Lagrangedichte

Die gesamte Lagrangedichte ergibt sich also aus der kinetischen Lagrangedichte (5.104)

Lin = (Dup)'(D"9) ~ L(55* Dy + Yo D)

gl (8A) — o(@N)] + adlgf? (5.112)

V2

dem sich aus dem Superpotential (5.64)

+|F)? +

U(®)|gg + h.c. = (mp + gp*)F — %(m + 29¢) (Y1) (5.113)

ergebenden Beitrag

Lo = W0 +00) +glpvw + o"0)
—(me + go*)F — (me* + g™ F* (5.114)

und der Vektor-Superfeld-Lagrangedichte (5.84) mit minimaler Kopplung

; - 1
Ly = —%MO—MDHA + A5 DA) = g Fu P+ 27 (5.115)
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5.4.7 Die Lagrangedichte ohne Hilfsfelder

Wir kénnen die Hilfsfelder /' und d aus der Lagrangedichte mithilfe der Euler-Lagrangegleichung
oL oL
"0(0u0) 90
entfernen. Fiir ¢ = F* erhalten wir aus der kinetischen Lagrangedichte (5.112) und dem

Superpotentialbeitrag (5.114)
du

(5.116)

— = A1
o 0 (5.117)
und analog fiir ¢ = F
au

FF—— = 5.118
dy 0, ( )

so dafl wir in (5.112) und (5.114) die Terme mit F, F* durch

au |2

_ __\FP 5.119
Lr ’ dy ] ( )

ersetzen konnen. Analog erhalten wir fiir ¢ = d aus der kinetischen Lagrangedichte (5.112)
und der Vektor-Superfeld-Lagrangedichte (5.115)

4d + qle|* =0, (5.120)
so daf3
2 2 @ 4 T ¢ 2
gdll” +2d° = =l +§|S0| = —§|90| = —2d". (5.121)
Die Beitrége der Hilfsfelder d und F' fassen wir nun in ein Potential V' zusammen:
V =24+ |F*. (5.122)
Dabei sind (fiir allgemeine nicht-abelsche Eichtheorien)
au |2
|F|? = |— (5.123)
de
1
2 = — “o)? 124

wobei die t* die Generatoren der jeweiligen Eichgruppe bezeichnen und g, die entsprechenden
Kopplungskonstanten.

Allgemein hat man fiir ein Potential, das von mehrerern chiralen Superfeldern ®; (i =
1,...,n) abhéngt, U(®q, Do, ..., P,,), das Superpotential

n n a
Wiew) =S IRE =305

i=1 i=1

(5.125)
Ebenso ist (mit der Redefinition D = 2d)
1 ApA
Vo = 3 > D*D

A
DY = —ga) oo . (5.126)
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5.4.8 Die Lagrangedichte in integraler Form

Aus den vorigen Abschnitten ergibt sich also die Lagrangedichte der skalaren Felder zu

L = Liin — Lpot, wobei

Lin = / 020 DId;,  und Loy = / d*OU[®] + h.c. . (5.127)
Mithilfe der Deltafunktion kénnen wir dies schreiben als

L= / d*0d20 [®1®; — (U[®] 6%(A) + h.c.)] . (5.128)
Analog haben wir fiir die Lagrangedichte des Vektorsuperfeldes den integralen Ausdruck

L= i / d*0d?0 [WAW 4 6%(0) + h.c] . (5.129)

Fiir die invariante Wirkung ergibt sich schliefilich mit der Definition

/ ddz = / dz / d*0d*0 (5.130)

die Form

S = /d%{@}@i - (U[(I)] 52(8) + h.c.) + i(WAWA 52(0) + h.c.>} . (5.131)

5.5 Die Brechung der Supersymmetrie

Bevor im néchsten Kapitel die Lagrangedichte der minimalen supersymmetrischen Erweite-
rung des Standardmodells, des MSSM, betrachtet wird, soll hier die Brechung der Super-
symmetrie behandelt werden.

Fiir ein allgemeines supersymmetrisches System gilt

e Gleiche Anzahl von Fermionen und Bosonen in einem Multiplett.

e Die Massen von Fermionen und Bosonen sind gleich.

Ferner ergibt sich aus der SUSY-Algebra {Q,Q} = 20,P*, daBl der supersymmetrische
Grundzustand verschwindende Energie hat:

H = i Z [QaQs)? ~< 0|H|0 >= i Z 10410 > 2+ Qa0 > |2 = (5.132)

a=1,2 a=1,2

<H> =2 0

SUSY Grundzustand < 0|H|0 >=0 < Q,|0>=0, Q4|0 >= 0 fiir alle Qq, Q4 -

Wenn also der supersymmetrische Grundzustand ungleich null ist, < 0|H|0 ># 0, dann ist
Supersymmetrie spontan gebrochen. Anders gesagt bedeutet dies, daf}, wenn in dem Potential
V = 2d? + |F|* entweder d # 0 oder F # 0, dann ist Supersymmetrie spontan gebrochen.
Wir sprechen von
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e d # 0: d-Brechung oder Fayet-Illiopoulos Brechung;
e F = (0: F-Brechung oder O’Raifeartaigh-Brechung.

Wenn der supersymmetrische Grundzustand null ist, also Supersymmetrie erhalten ist, dann
bedeutet dies auch, dal die kosmologische Konstante null sein mufl, A.psmo = 0. Da wir
bisher im Experiment noch keine supersymmetrischen Partnerteilchen zu den SM-Teilchen
gefunden haben, gehen wir davon aus, dal Supersymmetrie gebrochen ist, die SUSY-Teilchen
also nicht die gleiche Masse wie ihre SM-Partner haben. Allerdings kann die Supersymme-
trie nicht in der sichtbaren Eigenwelt gebrochen sein. Der Grund ist die Ferrara-Girardello-
Palumbo Massensummenregel. Diese besagt folgendes: Die Summe iiber die Massenquadrate
der Teilchen mit Spin J eines Supermultipletts, multipliziert mit (—1)2/(2J + 1) ergibt sich
zu null:

Ferrara-Girardello-Palumbo Summenregel: Z(—l)QJ(QJ +1)m2 =0 (5.133)

Angewandt beispielsweise auf das Supermultiplett, das das Elektron und seine SUSY-
Partnerteilchen, das linkshéndige und das rechtshéindige Selektron enthélt, ergibt dies

mZ, +mi —2m?=0. (5.134)

Dies aber ist nicht kompatibel mit der Beobachtung, denn dann miiiten entweder beide
Selektronen die gleiche Masse wie das Elektron haben oder aber eines der Selektronen miifite
leichter als das Elektron sein. Eine mogliche Losung ist dadurch gegeben, daf3 die rechte Sei-
te der Gleichung aufgrund beispielsweise eines Supergravitationssektors ~ m3 /2 nicht null
ist. Es miissten also Materieterme addiert werden. Diese Materieterme sollten aber nicht
direkt mit unserer Welt wechselwirken, um nicht das Standardmodell zu zerstoren. D.h.
sie wiirden in einem verborgenen Sektor, dem sogenannten ”hidden sector” existieren. Die
Brechung im hidden sector wird dann durch Botenteilchen, den “messenger particles” in
unsere Welt kommunziert. Je nach Realisierung sprechen wir von gravity mediated, gauge
mediated, anomaly mediated SUSY-Brechung etc.. Phéanomenologisch macht sich dies dann
dadurch bemerkbar, dal zu der SUSY-Lagrangedichte eine soft-SUSY brechende Lagrange-
dichte dazuaddiert wird. Diese entélt SUSY-brechende Operatoren, die so beschaffen sind,
daB sie nicht neue quadratische Divergenzen einfiihren. Daher die Namensgebung soft-SUSY
Brechung. Es sei hier auch erwahnt, dafl die sich ergebende Niederenergie-Phénomenologie
qualitativ davon abhéangt, wie die Messenger-Wechselwirkungen beschaffen sind.

Fassen wir nochmals zusammen:

e Spontane Symmetriebrechung findet in einem verborgenen Sektor statt, dem hidden
sector.

e Die Symmetriebrechung wird durch Messengerteilchen in unsere Eigenwelt vermittelt.
e Dies fithrt in unserer Eigenwelt zu offensichtlicher SUSY-Brechung.

Die SUSY-Brechung wird durch eine soft-SUSY brechende Lagrangedichte beschrieben. Wei-
che SUSY-Brechung bedeutet
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e Die Identitdt der zwischen den Yukawa- und Eichkopplungen der SM-Teilchen und den
entsprechenden SUSY-Teilchen wird bewahrt.

e Die Massen der SUSY-Teilchen und der Partner-SM-Teilchen sind nicht mehr gleich.
e Die skalaren Kopplungen im Superpotential werden geéndert.

Fiir die weiche SUSY-brechende Lagrangedichte, die renormierbar sein soll®, wird folgender
Ansatz gemacht*

Lsost = —%MZ’S\Z’)\Z‘ fiir die Gauginos
mfc|f\2 + ... fiir Sfermionen, Higgs

Us(p) — Us(p) + h.c.  Superpotential

Die Lagrangedichte parametrisiert das Unwissen iiber den Mechanismus, der zur SUSY-
Brechung fiihrt. Die Lagrangedichte enthélt skalare Massenterme, Gaugino Massenterme
fiir jede Eichgruppe und bilineare Terme sowie kubische skalare Kopplungen. Diese sind
von der Form B;;1;;5;S; und Ay, fii15:5; Sk, wobei die Terme /LZ]SS und fZ]kSS S, im
Superpotential auftreten. Da die Lagrangedichte nur Skalare und Gauginos enthélt, bricht
sie offensichtlich die Supersymmetrie und gibt die Massen fiir alle Skalare und die Gauginos.

5.5.1 SUSY Brechungsmechanismen

Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, geschieht die Supersymmetriebrechung in ei-
nem versteckten Sektor (hidden sector). Die Teilchen im hidden sector haben keine oder
nur eine sehr schwache Kopplung zu den Teilchen im sichtbaren Bereich (visible sector).
Der wvisible sector enthélt die SM Teilchen und ihre Superpartner. Verschiedene Brechungs-
mechanismen sind vorgeschlagen worden. Die am intensivsten untersuchten seien hier kurz
vorgestellt.

Gravity Mediated Supersymmetry Breaking

Dieses Modell nimmt an, dal die SUSY brechenden Terme durch Gravitation oder andere
Physik, die bei der Planckskala hinzukommt, hervorgerufen wird. Zu den diesen Modellen
gehort beispielsweise “Minimal Supergravity” (mSUGRA).

Supersymmetrie wird in einem versteckten Sektor gebrochen und hat den Vakuumer-
wartungswert < [ >. Fiir die géBten Massenterme mgop in Lgop 188t sich folgende grobe
Abschitzung machen. Da my,, fiir < F' >— 0 (keine SUSY Brechung) und Mp; — oo (keine
Gravitation) ) verschwindet muf, ist

< F >

5.135
Vi (5.135)

Msoft ™~

3Die Forderung nach Renormierbarkeit 1:i8t nur Terme zu, die Felddimension kleiner als 4 haben. Wir
haben die Quantenfelddimensionen 1 fiir Bosonen, 1 fiir Skalare, 3/2 fiir Fermionen.

4Girardello und Grisaru haben die Formen der soft-SUSY brechenden Operatoren in einer allgemeinen
Theorie klassifiziert und gezeigt, dafl lineare Terme in einem skalaren Feld S;, skalare Massen, bilineare oder
trilineare Operatoren der Form S;5; oder 5;5;S) und in Eichtheorien Gauginomassen, eine fiir jeden Faktor
der Eichgruppe, die Supersymmetrie weich brechen.
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Damit haben wir fiir typische Werte von mg,p von 100 GeV bis 1 TeV die Skala fiir die
SUSY-Brechung im hidden sector v/< F > =~ 10 — 10! GeV. Das Gravitino, die SUSY-
Version des Gravitons, erhélt durch die supersymmetrische Version des Higgsmechanismus
eine Masse. Mit dem obigen Wert von /< F' > ist es damit ein sehr schweres Teilchen.
Diese Art der Kommunikation der SUSY-Brechung in den visible sector ist flavour-blind.
Die SUSY-brechenden Terme sind damit ebenfalls flavour-blind.

Gauge Mediated Supersymmetry Breaking (GMSB)

Diese Brechung ist ebenfalls flavour-blind. Die SUSY-brechenden Terme werden hier durch
elektroschwache und starke Eichwechselwirkungen hervorgerufen. Die Eichbosonen koppeln
an sogenannte Messenger Teilchen, die einen Vakuumerwartungswert < F > haben. Die soft-
SUSY brechenden Massenterme werden durch Schleifendiagramme erzeugt, die die Messenger-
Teilchen enthalten, siehe Fig.5.1. Da sie verschwinden miissen, wenn die Messenger-Teilchen

Abbildung 5.1: Schleifendiagramme zur Generierung der weichen SUSY brechenden Massen-
terme. N bezeichnet die Anzahl der Messengerteilchen, \ die SUSY Partner der Eichteilchen,
¢ skalare Teilchen.

sehr schwer sind (M,,ess — 00) und wenn SUSY ungebrochen ist (< F >— 0), ergibt sich
unter Beriicksichtigung des loop-Faktors a,/(4m)

a, < F >
47T Mmess .

(5.136)

Msoft ™~

Wenn < F > und M,,.,s ungefihr vergleichbar sind, wire v< F > ~ 10* — 10° GeV.
Allgemein erwartet man in GMSB Modellen

10* < V< F > < 10° GeV . (5.137)

Dies ist viel kleiner als in Gravity Modellen. Und damit hat man ein leichtes Gravitino,
Meray ~ SE£2 das normalerweise mit dem leichtesten supersymmetrischen Teilchen (LSP
Mp, persy

identifiziert wird.

Anomaly Mediated Supersymmetry Breaking (AMSB)

Die SUSY Brechung wird durch Schleifeneffekte erzeugt. Die konforme Anomalie erzeugt
soft-SUSY brechende Terme. Die SUSY-Teilchen erhalten Masse durch die Brechung der
Skaleninvarianz.
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Kapitel 6
Das MSSM

Wir haben gesehen, dafl das Standardmodell nicht allein als supersymmetrische Theorie for-
muliert werden kann. Wir haben nun alle Mittel, um eine supersymmetrische Version des
Standardmodells zu konstruieren, und werden in diesem Kapitel die minimale supersymme-
trische Erweiterung des Standardmodells, das MSSM, behandeln. Im MSSM (= Minimal
Supersymmetric Extension of the Standard Model) erhélt jeder Freiheitsgrad des Standard-
modells einen supersymmetrischen Partner-Freiheitsgrad, wir haben also N = 1 Supersym-
metrie.

Das MSSM ist phédnomenologisch die am detailliertesten studierte supersymmetrische
Erweiterung des Standardmodells. Inzwischen werden aber auch mehr und mehr aufwendi-
ge supersymmetrische Erweiterungen untersucht, wie etwa das NMSSM (Next-to-Minimal
Supersymmetric Standard Model), das um ein Singlet im Higgspotential erweitert wird.
Nichtsdestotrotz lassen sich viele phdnomenologischen Beobachtungen und Rechnungen des
MSSM mit mehr oder weniger geringem Aufwand auf die mehr oder weniger aufwendi-
gen Erweiterungen iibertragen. Es lohnt sich also, dieses Modell im Rahmen der Vorlesung
ausfiihrlich zu diskutieren, um so einen “einfachen” Einstieg in die Supersymmetrie und ihre
Phénomenologie zu bekommen.

6.1 Die Lagrangedichte des MSSM

Zur Konstruktion des MSSM gehen wir wie folgt vor
1. Die Eichgruppe des SM wird gewéhlt, SU(3)c x SU(2), x U(1)y.

2. Der Materiegehalt der Theorie wird bestimmt, realisiert durch die chiralen Superfelder,
mit Quantenzahlen genau wie im SM. Der Higgssektor soll aus zwei chiralen Superfel-
dern mit entgegengesetzter Hyperladung bestehen.

3. Die Form des Superpotentials wird gewéhlt.

4. Die SUSY Lagrangedichte wird geméf den Vorschriften, die wir im vorigen Kapitel
kennengelernt haben, berechnet. Wir erweitern die Lagrangedichte um alle m&glichen
weichen SUSY-Brechungsterme konsistent mit Eich- und Poincaré-Symmetrie.

Der Grund, weshalb wir im Higgssektor zwei chirale Superfelder mit entgegengesetzter
Hyperladung wéhlen miissen, ist folgender: Das Superpotential enthélt ein linkschirales Su-

29
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perfeld!

. h
H, = e 7 (6.1)
2

welches die Hyperladung ¥ = +1 hat. Der Vakuumerwartungswert der skalaren Komponente
des Superfeldes h9 verleiht den up-artigen Quarks Masse. Um den down-artigen Quarks

Masse zu verleihen, benotigen vyir ein Superfeld mit Hyperladungszahl ¥ = —1. Nun ist
aber das rechtschirale Superfeld Hg, welches Y = —1 hat, im holomorphischen Superpotential
nicht erlaubt. Wir miissen daher ein zweites linkschirales Superfeld mit ¥ = —1,
N HO*
H, = 1 6.2
1 ( " ) | (6.2

hinzufiigen. Dies 16st sogleich ein weiteres Problem. Die Erweiterung des skalaren Higgsdu-
bletts auf das Superfeld-Higgsdublett H, nimlich fiihrt weitere Fermionen ein. Deren Priisenz
wiirde die im SM erfolgreiche Kanzellierung der Dreiecksanomalien zerstéren. Die Higgsinos
des Y = —1 Dubletts jedoch haben gerade die richtigen Quantenzahlen, um die Anomalie-
Kanzellierung wiederherzustellen. Der Materie- und Higgs-Superfeld-Gehalt des MSSM fiir
eine Generation mit ihrem Eichtransformationsverhalten und den schwachen Hyperladun-
gen ist in Tabelle 6.1 zusammengefafit, die Vektorfelder in Tabelle 6.1. Folgende Bemerkung

Superfeld SU@B)e SU(2)r U(l)y  Teilcheninhalt
i:(”f’L) 1 2 ~1 <”L),<TL)
€r €L €r

E¢ 1 1 2 er, &%

A (L 1 ur, ur,

(i) o= (5) (i)

U f_} 1 —% ﬂR,UE

De 3 1 2 dg, dj,

- hyi H,

Hy = 2 1 2 1 ~
() ()

ah
Il
VR
|
H:“>H}?>
~_
=)

. H,y
2 . ( in )

Tabelle 6.1: Der Materie- und Higgs-Superfeld- und Teilchen-Inhalt des MSSM fiir eine Ge-
neration mit Eichtransformationsverhalten und schwacher Hyperladung.

ist hier angebracht. Da das Superpotential eine Funktion von linkschiralen Superfeldern ist,
werden statt rechtshandiger Fermionen linkshéndige ladungskonjugierte verwendet. D.h. wir
verwenden z.B. fiir das Elektronsuperfeld

Opo = per + V20Upe + (00) Fpe . (6.3)
Und es gilt fiir die 2-komponentigen Spinoren

JJER = —iUzi/JEL = ’lei . (64)
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Superfeld SU(3)¢ SU(2)r, U(1l)y Teilcheninhalt

Go 8 1 0 G*, G
wi 1 3 0 W w;
B 1 1 0 BE b

Tabelle 6.2: Eich-Superfeld- und Teilchen-Inhalt des MSSM mit Eichtransformationsverhal-
ten und schwacher Hyperladung.

Die Lagrangedichte des MSSM setzt sich aus der Lagrangedichte fiir die Eichfelder, £g;es,
fiir die Materiefelder, L4, fiir die Hilfsfelder D und F', Lp, L, und fiir die weiche SUSY-

Brechung, £,,7 zusammen. Also
L = Lgich + Lytat + Lp + Lp + Lot - (6.5)

Wir haben fiir die Eichfeldlagrangedichte (vergleiche mit den ersten beiden Termen in der La-
grangedichte (5.115); beachte, dal die Gauginos hier in Form von Diracspinoren geschrieben
sind und nicht in Form von Weyl-Spinoren wie in (5.115))

1 1 = ViDW + L BiaB
Zwauuwﬁy _ ZBHVBHV + Sp[glmg] =+ Sp[W’lDW] + éBZ@B 7(66)

Lo = —5GH G,
b=1..8, a =1...3, wobei

iD, =0, — gV, (6.7)
die kovariante Ableitung bezeichnet und

vV, = VT (6.8)

die entsprechenden Eichfelder, T die zu der jeweiligen Eichgruppe gehorigen Generatoren,
welche die Antikommutator-Relation

[T T = ifopTC (6.9)

erfiillen. f. bezeichnet die Strukturkonstanten, und wir haben im Fall der

SU(2): T*=Z,a=1..3 ~ Pauli-Matrizen (6.10)
SU@3): Te=32,a=1..8 ~ Gell-Mann-Matrizen '
Die Materie-Lagrangedichte ist durch
e 3 9V 1 7 qatra - a *
Lonatier = Y, Wi+ Y |Dugl’ +i Y [P, TV =V T67] (6.11)

V2

gegeben. (Vergleiche mit der Lagrangedichte (5.112) ohne den Beitrag der Hilfsfelder F) d.
Bei 1,V handelt es sich um 4-komponentige Spinoren.) Die Felder H;, H; bezeichnen hier
komplexe Higgsdubletts und ihre supersymmetrischen Entsprechungen. Im folgenden werden

Y=f,H; é=F,H; 0,0,V

IFelder mit “Hut” bezeichnen im folgenden immer chirale Superfelder. Die ohne “Hut” die Komponen-
tenfelder.
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wir immer von zwei komplexen Higgsdubletts ausgehen, also hier i = 1, 2.
Die Hilfsfeldlagrangedichte des D-Feldes,

1 V92 : 1% *ra
D:—§Z|Da| . mit DY = —gaZgbiT i | (6.12)

wobei ¢ iiber die skalaren Felder der Theorie summiert. Diese Lagrangedichte folgt aus den
d-Anteilen der Lagrangedichten (5.112 ) und (5.115) nach Anwendung der Euler-Lagrange-
Gleichungen und der Ersetzung D = 2d.

Die Superpotential-Lagrangedichte

Z\@W 21 Z¢2L8¢ 55, Vi + h.c., (6.13)

wobei i, j tiber die skalaren Felder ¢; ; und ihre Superpartner v; ; (4-komponentige Spinoren)
der Theorie summiert. Der erste Teil der Lagrangedichte entspricht dem Anteil des Hilfsfeldes
F nach Elimination mithilfe der Euler-Lagrangegleichungen, vergleiche (5.125)2. Der zweite
Term entspricht der Verallgemeinerung der ersten Zeile in der Lagrangedichte (5.114) auf
mehrere Felder, denn diese ist nichts anderes als®

10%U

2 0p?
Das Superpotential W ist durch zwei Anteile gegeben, die beide renormierbar und eichinva-
riant sind. Wir haben

W =Wg+ WR . (6.15)

Y+ hec. . (6.14)

Dabei ist in Form von chiralen Superfeldern

2 2 3

WR - Z EU’LLH{Hg + Z Z €ij [)‘LTSH{LJ'TESC + )\DrsH{erDg -+ )\UTSHSQ]'TUSC] (616)

ij=1 ij=1rs=1

Die Indizes i, j sind SU(2)-Dublett Indizes. Die Kontraktionen sind so gewéahlt, daf§ das Su-
perpotential invariant unter SU(2),-Transformationen ist. €;; is der total antisymmetrische
Tensor mit €19 = —€9; = 1 und €17 = €99 = 0. Das Superpotential ist ferner invariant unter
U(1)y. Die X’s sind Elemente der 3 x 3 Yukawa-Kopplungs-Matrizen mit den Indizes r, s, die
den verschiedenen Generationen entsprechen. Bei L und Q handelt es sich um linkshéndige
Dubletts. Bei U handelt es sich um die rechtshindigen Singletts. Siche auch Tabelle 6.1.
Die Farbindizes an den Triplett-Superfeldern wurden unterdriickt. Off-Diagonalelemente in
den Yukawa-Matrizen fithren zu flavour-d&ndernden Kopplungen. Im allgemeinen kénnen p
und A komplex sein. Der Index ¢ an den Feldern bezeichnet die Ladungskonjugation der
entsprechenden Superfelder.

Der zweite Beitrag zum Superpotential ist in Form von chiralen Superfeldern durch

2 3
=Y > €l LisEY + Ny Ly Q5 D5) + N U DSD; (6.17)
i,j=1r,s,t=1

2Hier wurde die Namensgebung leicht verdandert, i.e. W = U, ¢; = ¢;
3Beachte, daf3 sie hier in Form von 2-komponentigen Weyl-Spinoren formuliert ist.
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gegeben. Auch dieser Beitrag ist renormierbar und eichinvariant. Jedoch verletzen dies Kopp-
lungen Baryonzahl und Leptonzahl. Allerdings sind B- und L-Zahl verletzende Prozesse stark
vom Experiment eingeschriankt. Beispielsweise wiirden Protonen extrem schnell zerfallen,
wenn Baryonzahl- und Leptonzahlerhaltung beide verletzt sind. Denn

P — —  etII°
5 _ vy, XD ;)2 (6.18)
* —+ / 27
(uud) — d" u — e (au) ~XXN < 10 (100 deV) :

Dieser Beitrag zum Superpotential tritt nicht auf, wenn wir eine zusétzliche diskrete Sym-
metrie einfithren, deren Erhaltung wir fordern. Wir fordern also die Erhaltung der R-Paritét.
Es handelt sich hier um eine multiplikative Quantenzahl, und es ist

R-Paritat: = +1 fiir SM Teilchen

=1 fiir SUSY Teilchen

Phé&nomenologisch sind die Konsequenzen:
¢ SUSY-Teilchen werden paarweise produziert.
¢ Es gib ein leichtestes SUSY-Teilchen, das LSP. Dieses ist stabil.

Im MSSM fordern wir R-Paritédtserhaltung. Im SM tritt das Problem nicht auf, da solche
Wechselwirkungen aufgrund von Eichsymmetrien nicht zu Operatoren der Dimension 4 be-
tragen konnen. Sie treten erst in Operatoren der Dimension 6 auf. Diese sind aber durch
eine hohe Massenskala unterdriickt.

Wir benétigen noch die Lagrangedichte fiir die weiche SUSY-Brechung. Wir fordern, daf sie
eichinvariant sein soll sowie auch C'P-erhaltend. Damit haben wir (in Form von Komponen-
tenfeldern)

3
1 - o
Loy = —5 > MNA, — mi| Hy|” — m3| Ho|* + Bpey;(H{H3 + h.c.)
k=1

3
+ Z [ N M%TS(UL"ULS + DErDLS) - M[%]rsU}Jr%rURS - Ml%)rsD;[%rDRS + (L)

r,s=1

M,y

g ( M,
€ —
V2My, 7 \cos 3

+ sin 3

Apr s HIQIDE + AUTSH;Q10R5+(£))+h.C.]. (6.19)

Die Summe iiber ¢, j = 1, 2 ist implizit. Das Symbol (L) steht abkiirzend fiir die entsprechen-
den Terme im Leptonsektor. Wir haben 3 reelle Gaugino-Massenparameter M} entsprechend
den drei Eichgruppen. Die Massenterme der Higgsdubletts m, ms sind reell. Nichtverschwin-
dende off-Diagonalterme in den soft-SUSY brechenden Massenmatrizen Mg, ... und den tri-
linearen Kopplungsmatrizen Ap, ... fiihren wiederum zu flavour-verletzenden Prozessen. Der
Ursprung der Terme in Lg,f; bleibt unspezifiziert.
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6.1.1 Die Parameter im MSSM

Das MSSM enthélt in dieser Form mehr als 100 Parameter! Vermutlich wird es, wenn wir den
Mechanismus, der der SUSY-Brechung zugrunde liegt, verstanden haben, mdéglich sein, die
Menge dieser Parameter auf eine Handvoll wirklich grundlegender Parameter zu reduzieren.
Bis dahin allerdings ist eines der Hauptziele der Modellbauer, phénomenologisch giiltige
aber okonomische Modelle zu entwickeln, basierend auf wohl-motivierten Annahmen {iiber
die Physik an hohen Skalen, jedes mit nur wenigen Modellparametern. Es ist verniinftig,
anzunehmen, daf}; wenn eines Tages die SUSY-Teilchen entdeckt sind, die Bestimmung ihrer
Eigenschaften dazu dienen wird, diese Modelle zu unterscheiden und dadurch den Weg zur
zugrundeliegenden Theorie anzuzeigen.

Im folgenden werden wir einige verniinftige vereinfachende Annahmen machen, um die
Flut an Parametern zu reduzieren. Da eine der Hauptmotivationen von SUSY war, das
Hierarchieproblem zu losen, fordern wir, um nicht ein neues Hierarchieproblem einzufiihren,
dal die SUSY brechenden Parameter sowie u von der Ordnung der elektroschwachen Skala
sind oder wenigstens nicht gréfler als ein paar TeV. Ferner wiirde der skalare Materiesek-
tor des MSSM grofle Flavour-Verletzung sowohl in den Squark- als auch Sleptonensektoren
enthalten, wenn die off-diagonalen Terme in den entsprechenden Massenmatrizen oder den
Kopplungsmatrizen A vergleichbar mit den Diagonaltermen wéren. Zudem enthélt der ska-
lare Sektor des MSSM viele neue Quellen fiir CP-Verletzung. Die SM-Teilchen kénnten diese
CP-Veretzung durch SUSY-Teilchen in den Schleifendiagrammen fiihlen. Es gibt experi-
mentelle Schranken an die Lepton-Flavour-Verletzung und die CP-Verletzung, die die Grofle
der entsprechenden Parameter stark einschrianken. Beispielsweise wiirden grofie off-diagonale
Beitrage zu den Sleptonmassenmatrizen zu grofien Zerfallsraten fiir y — e fithren.

Im folgenden seien zunéchst der Einfachheit halber alle SUSY-Quellen fiir CP-Verletzung
zu null gesetzt. Zudem nehmen wir an, daf§ die Squark- und Sleptonmatrizen sowie die Kopp-
lungsmatrizen A in der gleichen Basis diagonal sind, in der die Fermion Yukawakopplungen
diagonal sind. Es sei allerdings darauf hingewiesen, daf§ sich diese vereinfachenden Annah-

men als falsch herausstellen kéonnten. Fiir einen einfachen Einstieg in die Phiénomenologie
des MSSM sind diese Annahmen jedoch niitzlich.

6.2 Das skalare Potential des MSSM und EWSB

Ebenso wie im SM soll auch im MSSM die SU(3)¢ x SU(2);, x U(1)y Eichsymmetrie der
Lagrangedichte im Grundzustand auf die SU(3)¢ XU (1), Eichsymmetrie heruntergebrochen
werden, so dafl W- und Z-Bosonen und Fermionen iiber den Higgsmechanismus ihre Masse
erhalten.

Um elektroschwache Symmetriebrechung (EWSB) zu untersuchen, miissen die Minima
des skalaren Potentials im MSSM betrachtet werden. Das skalare Potential auf Bornniveau
setzt sich aus drei Teilen zusammen

Vissu = Vi + Vb + Vgt - (6.20)

Dabei sind, was den Higgssektor angeht,

oW |2
Ve = ‘F|2 = Z ‘
i=1,2

= |u*(|H:|* + [ Haf*) (6.21)

0H;
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1 1 | | | |
Vo = DD 4 (D=3 5{[£H{*a§”jH{ n gﬂg*agjﬂgP n

2 2
L, . L2 92+gl2 2 212 g’ Ty 12
[—§QH1H1+59H2H2] }:T[|H1| —|H2|] ‘|‘5|H1H2| (6.22)
Viopt = m?{1|H1|2+m§{2|H2|2—Bueij(HngJrh.c.). (6.23)

In der Gleichung (6.22) wurde die SU(2) Identitét

> ook = 2050 — 8y (6.24)

verwendet. Wir haben also fiir das Higgspotential

Vitiggs = (m3y, + |u®) Hi|* + (m3y, + |pu|*)|Ha|* — Bue;;(H{H} + h.c.)
g +g'2[
8

= +

2
L[ = |Ho? + & 1] By (6.25)

Und wir haben

w-(H)-(%) - (8)-(4)

Wir wollen nun elektroschwache Symmetriebrechung (EWSB) im MSSM untersuchen. Hierfiir
miissen wir die Minima des skalaren Potentials im MSSM untersuchen. Das volle skala-
re Potential beinhaltet noch viele andere Terme, die Squark- und Sleptonfelder enthal-
ten. Wir betrachten diese hier nicht, da wir elektrische Ladung- oder Farb- oder Lep-
tonzahlverletzende Grundzustédnde erhalten wiirden. Wir wollen nun, daff das Minimum
des Potentials die elektroschwache Symmetrie zur elektromagnetischen herunterbricht, i.e.
SU(2)r x U(1l)y — U(1)em. Die SU(2)-Invarianz erlaubt zunéchst einen moglichen Vaku-
umerwartungswert (VEV) fiir eine der schwachen Isospin Komponenten eines der skalaren
Felder wegzurotieren, 0.B.d.A. nehmen wir H; = 0 im Minimum des Potentials. Man kann
dann zeien, dafl ein Minimum des Potentials, welches 0V/0H = 0 erfiillt, im Minimum
auch H, = 0 haben muf. Das ist gut, denn es bedeutet, daf im Minimum des Potentials
Elektromagnetismus ungebrochen ist, da die geladenen Komponenten der Higgsskalare kei-
ne VEVs bekommen kénnen. Nachdem wir H; = Hy = 0 gesetzt haben, miissen wir also
lediglich das Potential fiir die neutralen Felder minimieren. Es lautet

‘/scalar - (mél + M2)|h?|2 + (m%{Q + M2)|hg|2 — B,u(h(l)hg + hC)

1 /
+2(9" + g ) ([l = hYP)* (6.27)
Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kénnen wir < kY >, < h9 > reell und positiv setzen.
Um zu gewihrleisten, dafl das Minimum des Potentials nicht fiir < h? >=< hY >= 0
angenommen wird und also keine elektroschwache Symmetriebrechung stattfindet, fordern
wir, dafl am Ursprung ein lokales Maximum angenommen wird. Dies fiihrt zu der Bedingung

(Bu)* > (miy, + ) (my, + p*) - (6.28)

Ferner soll das Potential ein stabiles Minimum haben und nicht nach unten hin unbeschrankt
sein. Fiir die meisten Feldwerte ist das kein Problem, da der positiv definite quartische Term
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das skalare Potential bei groflen Feldwerten dominiert. Allerdings verschwindet der quartische
Term in der Richtung des Feldraumes wo < h{ >=< hJ >. Dies nennt man eine D-flache
Richtung im Feldraum, da der Term, der aus dem D-Potential stammt, verschwindet. Wir
miissen fordern, dafl das skalare Potential in dieser Richtung positiv ist. Das fiihrt zu der
Bedingung

myy, +miy, +2u° > 2B . (6.29)

Sind diese Bedingungen erfiillt, so entwickelt das Potential ein wohldefiniertes lokales Mini-

mum, in dem die elektroschwache Symmetrie spontan gebrochen ist. Wir fordern nun, daf3

die Brechung kompatibel mit der Phdnomenologie der EWSB SU(2), x U(1l)y — U(1)em
ist. Wir setzen
(o (%

< H} >= — < H) >= —.
V2 V2

Diese VEVs sind mit der bekannten Masse des Z-Bosons und den elektroschwachen Kopp-

lungen verbunden,

(6.30)

2
My

2 2 2
’Ul + U2 =UV = 4W = 246 GeV . (631)
Das Verhaltnis der VEVs wird traditionell als
tan § = 2 (6.32)
U1

geschrieben. Dieser Mischungswinkel (3, dessen Wert von den gegenwiértigen Experimenten
nicht festgelegt ist, spielt eine wichtige Rolle in phdnomenologischen Studien des MSSM. Da
wir v; = vcos f und ve = vsin § positiv und reell gewéhlt haben, haben wir 0 < § < 7/2.
Wir kénnen nun die Bedingungen OV/OHY = OV/OHY = 0 aufschreiben, fiir welche das
Potential (6.27) ein Minimum annimmt und die Gleichungen (6.30) und (6.31) erfiillt:

1 ,
(m3, + p*)h) — Buhd — 1(92 + g HR(|YP? — |hi)?) =

2
= (m3, + |u|?) — Bptan 8+ % cos(26) = 0 (6.33)

1 /
(i, + 1)hs = Buhi + 2(9” + g *)ha(Ihgl® = M) =
m2
= (m3, + |p|*) — Bucot 3 — TZ cos2f = 0. (6.34)
Mithilfe dieser Bedingungen koénnen wir By und |u| eliminieren und durch tan 3 sowie my

ersetzen. Allerdings konnen wir nicht die Phase von p bestimmen.

Bemerkungen:

Das “u Problem”: Wihlen wir |u|?, By, m3;,, m7;, als input Parameter, so erhalten wir

2Bu
in(2 = 6.35
R T T A T o

2 m2
2 |’”H1_ Hz‘ 2 2 2

my, = — (my, +my,) — 2|p|” . 6.36
b= e (o ) 2l (6.36)
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Wie wir von der Gleichung (6.36) ablesen kénnen, sollten alle Input-Parameter innerhalb ein
oder zwei GroSenordnungen von m?% sein. Jedoch ist im MSSM p ein SUSY respektierender
Parameter, der im Superpotential auftritt, wahrend By, qul, m?{Q SUSY-brechende Para-
meter sind. Deshalb wird allgemeinhin angenommen, daf§ das MSSM bei sehr hohen Energien
erweitert werden mufl, um einen Mechanismus einzuschlieen, der den effektiven Wert von
w1 auf irgendeine Weise mit dem SUSY-Brechungsmechanismus in Verbindung setzt. Selbst
wenn der Wert von p durch weiche SUSY-Brechung gesetzt wird, sind die Kanzellierungen
in (6.36) oft bemerkenswert, wenn sie im Rahmen bestimmter Modelle ausgewertet werden,
nachdem die Einschrankungen von direkten Suchen nach Higgsbosonen und Superpartnern
beriicksichtigt wurden. Im MSSM treten beispielsweise Kanzellierungen im Prozentbereich
auf. Dies konnte man als Hinweis auf nicht-minimale Modelle ansehen.

Die Higgsbosonmasse: Bisher haben wir das tree-level Potential des EWSB Sektors des
MSSM betrachtet. Fine charakteristische Eigenschaft dieses Potentials ist, dafl die quar-
tischen Selbstwechselwirkungen der Higgsfelder einzig durch die SU(2), x U(1)y Eichkopp-
lungen bestimmt werden. Dies impliziert, dal der Higgssektor des MSSM automatisch die
Unitaritédtsbeschriankungen erfiillt, in starkem Gegensatz zum SM, wo die Higgsselbstkopp-
lung ein unabhéngiger Parameter ist. Wie wir sehen werden, impliziert die Struktur der
Selbstkopplungen im Higgssektor des MSSM eine obere Grenze von my fiir die Masse des
leichten Higgsbosons! Dies ist allerdings ein tree level Ergebnis, und héhere Ordnungskor-
rekturen dndern diesen Wert auf signifikante Weise.

6.3 Teilchenmassen im MSSM

Genau wie im SM werden also auch im MSSM die Teilchenmassen durch den Higgsmecha-
nismus erzeugt, der gewahrleistet, daf die Teilchen Masse erhalten, ohne die Symmetrien der
Lagrangedichte zu verletzen. Im vorigen Kapitel haben wir dafiir gesorgt, daf§ das MSSM
Higgspotential die korrekte Form der EWSB liefert. Wir wollen nun die Teilchenmassen
bestimmen.

6.3.1 Eichbosonen

Da das Vakuum nicht die U(1),,,-Symmetrie spontan bricht, erhélt das Photon keine Masse.
Die W¥* und Z Bosonen erhalten ihre Masse durch den Higgsmechanismus. Wie im SM
ergeben sich diese aus den kinetischen Termen der Higgsfelder:

Ll =Y D Hi, (6.37)

wobei D,, die kovariante Ableitung bezeichnet,

7_A g/
D, = (0, + ig;WAM + iEBM) A=1..3. (6.38)
Die Vektormassen werden durch Entwicklung um die Vakuumerwartungswerte der beiden
Higgsdubletts erhalten. Nach Drehung von den Wechsewirkungszusténden auf die Massenei-

genzustinde

1 .
W, = E(WMZFZWQM) (6.39)
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gWs, +gB

Ay = T (6.40)
Vo +g
W, +¢'B

z, = —9mt 9o (6.41)

finden wir fir die Eichbosonmassen

my = 0 (6.42)
2 2

m% = 2 Z‘q (v +v3) (6.43)
92

myys = Z(U%—i—vg). (6.44)

Mit der Definition des schwachen Mischungswinkels tanfy, = ¢'/g finden wir die SM-
Relation my, = my cos 6y, wieder.

6.3.2 Massive Fermionen

Die massiven Fermionen erhalten ihre Massen iiber die Yukawa-Wechselwirkungen im Su-
perpotential (6.13). Insbesondere ergeben sich die Massen aus Termen der Form

wa&b&b L+ hec. € Ly . (6.45)
1Y

Wir finden, indem wir in dem Superpotential die Kopplungen ¢ individuell fiir die verschie-
denen chiralen Superfelder ®; wahlen, die Massenterme der Lagrangedichte

_gf\/—ff =—myff, (6.46)
wobei

v, = v fiir down-artige Fermionen (6.47)

v, = U fiir up-artige Fermionen . 6.48)

Die Neutrinomasse bleibt wie im SM masselos, da wir fiir sie keine Yukawa-Kopplung ein-
gefiihrt haben.

6.3.3 Higgsbosonen

Im SM bleibt nach der EWSB von den vier Freiheitsgraden des komplexen Higgsdubletts ein
physikalisches Higgsboson {ibrig. Die anderen drei Freiheitsgrade, die would-be Goldstonebo-
sonen, werden “aufgegessen”, um die longitudinalen Komponenten der massiven Eichbosonen
W= und Z zu bilden. Das Symmetriebrechungsmuster im MSSM ist dasselbe wie im SM.
Wir erwarten daher das gleiche Set an would-be Goldstonebosonen. Da wir jedoch mit 2
komplexen Higgsdubletts gestartet sind, bleiben 2 geladene und 3 neutrale Spin-0 Bosonen
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im physikalischen Spektrum des MSSM iibrig. Um diese Zustédnde zu identifizieren und ihre
Massen zu berechnen, miissen wir das folgende Higgspotential untersuchen

Vitiggs = (miy, + ) (IRS[* + [T %) + (mi, + 1) (1B3]* + [hs [*) — Bu(hs hy + hohy + h.c.)
2
g _ _
3 Uhs = 1hol” + [P* = (A7) + 4lhg Plhal® + 4|03 Ay [
—A4(hy"hy"hohd + By"hyhihy )}

2

g _
+ g IR [P+ (o] — hYP = [P ] (6.49)
Die neutralen Felder konnen in reelle und imagindre Komponenten aufgespalten werden, d.h.

R = hS,+ihY; (6.50)
Das skalare Potential kann dann als Funktion von 8 unabhéngigen Feldern angesehen werden,

V (hSg, h3p W, WOy hy hi™ by, k™). Da wir an Anregungen des Vakuums interessiert sind,
entwickeln wir das Higgspotential um sein Minimum gemé&f

' oV
VHZQQS = szn hz_ hl
" hZ ahz h¢=<hi>< < >)
1 OV
+2 B ahzah] hi,j:<hi’j>( . >)( i < N >) + ( )

Hierbei bezeichnen die h; die acht Felder des Potentials.
e Die einzigen nicht-verschwindenden VEVs sind < hop >= v, und < higp >= v;.

e Die Koeffizienten der linearen Terme miissen alle verschwinden, da die Ableitungen am
Minimum des Potentials ausgewertet werden.

e Die quadratischen Terme werden dann die Higgsboson-Massenterme liefern. Da es im
allgemeinen Mischung gibt, werden sie Massenmatrizen bilden.

e Die Erhaltung der elektrischen Ladung bedeutet, dafl es keine Mischung zwischen ge-
ladenen und neutralen Higgsfeldern geben kann, so dafl es eine Massenmatrix fiir den
geladenen Sektor und eine andere fiir den neutralen Sektor gibt.

e Da wir CP-Erhaltung angenommen haben, mischen die neutralen und imaginéren
Komponenten der neutralen Higgsbosonen ebenfalls nicht, so daf§ die 4 x 4 Massenma-
trix im neutralen Sektor in zwei 2 x 2 Blocke zerfillt.

Betrachten wir zunéchst die Massenmatrizen, die die would-be Goldstonebosonen enthalten.
Diese befinden sich im geladenen und im CP-ungeraden Sektor (d.h. die imagindren Kompo-
nenten) der neutralen Felder. Die Zusténde orthogonal auf den Goldstonebosonen sind dann
automatisch die physikalischen Zustidnde dieser Sektoren. Beginnen wir mit den geladenen
Feldern. Die Lagrangedichte hat dann hierfiir die Form

+
(hg“hy ) Mipe ( :3* ) , (6.53)
1
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wobei
0%V 0%V
2 OhgOns™ |}, . Oh3TORTT | .
M, = P e I (6.54)
OhFORT |, ORTORT™ [

Die Ableitungen lassen sich leicht berechnen, da wir diese bei den VEVs der Higgsfelder
auswerten wollen. D.h. wir kénnen, nachdem die Ableitungen gebildet wurden, Terme, die
proportional zu hJ, by, hY;, hY; sind, fallen lassen, da diese Felder im Vakuum verschwinden.
Beispielsweise finden wir

>V 2 2 92 2 2 g/2 2 2
8}7/2—8}7/2—* by = (mHQ + 2 ) + g(vl + 'U2) + 8 (UQ - vl)
g2
= Bpucot 3+ va : (6.55)

wobei im letzten Schritt die Minimisierungsbedingung (6.33) verwendet wurde, um m3; +
zugunsten von By zu ersetzen. The quadratische Massenmatrix im geladenen Sektor ergibt
sich schliellich zu

B Cy2 _Buy-2
M, = “COW; 9 ne e (6.56)
—Bp — %viv,  Bputan B+ 4v;

Hier wurde Glg. (6.34) verwendet, um im rechten unteren Eintrag m%; + u* zu eliminieren.
Die Eigenwerte dieser Matrix sind durch

ma+ =0 und mp+ = Bu(cot 3+ tan 3) + m3, . (6.57)

gegeben. In der unitdren Eichung treten die Goldstonebosonen G* nicht auf. Sie werden
absorbiert, um den W*-Bosonen Masse zu geben. Der andere Zustand HT verbleibt im
Spektrum. Die Mischungsmatrix hat folgende Form

Gt cos(3  sinf hi*
<H+):<—sin5 cosﬁ)( hl; ) : (6.58)

Im neutralen Sektor ergibt sich fiir die Massenterme der imagindren Komponenten der neu-
tralen Felder

1 R
0 7.0 27
§(h21h11)Mh?1 10 ) (6.59)
17
mit
v %V
on02 9hY ORD
Mh() — 2I | h;—w; 21771 [ h;—w; . (660)
iT 92V 9%V
0hY,0RY Ono2
219011 | B —0; 17 | h;—v;

Die Berechnung ergibt

Bpcot 8 Bpu
2 _
Mg, = ( By Bptan ) ' (6.61)
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Die Eigenwerte sind
mgo =0 und m? = Bu(cot 3+ tan 3) . (6.62)

Vergleich der Eigenwerte fiir H* und A ergibt

mye = m4 +myy, (6.63)
so dafl auf tree level gilt my+ > my und my+ > my. Wiederum verschwindet das Gold-
stoneboson GV in der Lagrangedichte, die eine Masse fiir ein Z-Boson enthélt. Das massive
A Boson bleibt als pseudoskalares* Higgsboson iibrig. Die Mischungsmatrix fiir G° und A
lautet

G\ [ sinf —cosp hS;
( A ) N ( cos3 sinf nY, ) - (6.64)
SchlieBlich betrachten wir die Massenmatrix fiir die verbleibenden neutralen Skalare, h3, und
h{,. Wir haben fiir die Massenmatrix der reellen Komponenten der neutralen Higgsskalare

1 h$
—(h Ry ) M? < 23), 6.65
S (8ante) Mt (7 (6.65)
mit
B O\ pswy, OP3ROT [
Migy = o*v 2V
OOk [ OPR |y
B m? cos? B3+ m%sin® 3 —(m% + m2)sin 3 cos 3 (6.66)
n —(m? +m%)sinfBcosB  m?sin? B+ m% cos 3 ' '
Die Eigenwerte der Massenmatrix lauten
1
miH = 5[( 2+ mi)F \/(m?4 +m%)? — 4m*m? cos? 20] , (6.67)

wobei h und H den leichteren und den schwereren der neutralen skalaren Masseneigen-
zustinde bezeichnen. Die physikalischen Higgsskalare in Abhéingigkeit von hJ, und h{y lau-
ten

h\ [ cosa sina h9x
<H)_(—sina cosa) <h?R) ' (6.68)

Dabei ist der Mischungswinkel a durch

(m% —m%) cos 26 + /(m?% +m%)2 — 4m%m? cos® 23

t = 6.69
e (m% + m?%)sin 23 (6.69)
gegeben. Aus der Glg. (6.67) folgt
mp < malcos2f] < my (6.70)
my < myg|cos28| < my . (6.71)

4Daf es sich um ein pseudoskalares Higgs handelt, wird man an den Kopplungen an die massiven Fer-
mionen sehen. Das A bleibt auch jenseits des Bornniveaus ein Eigenzustand, da CP erhalten ist und das
CP-ungerade A nicht mit den CP-geraden skalaren Higgsbosonen mischen kann.
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Wir haben also folgende Ungleichungen:

M, < mgz, My
MH > My, MA (672)
Mg+ > MA, my .
Insbesondere ist also die leichteste Higgsmasse kleiner als die Z-Bosonmasse. Wir werden

allerdings sehen, dafl die Strahlungskorrekturen dafiir sorgen, dafi m;, deutlich grofer als my
wird.

6.3.4 Gluinos

Das Gluino, der SUSY-Partner des Gluons, ist das einzige Farboktett-Fermion. Da die
SU(3)¢ nicht gebrochen ist, kann das Gluino nicht mit anderen Fermionen mischen. Sein
Massenterm ergibt sich also lediglich aus dem weichen SUSY-brechenden Gaugino Massen-
term

-
—§M3gg . (6.73)

Die Masse des Gluinos ist also auf tree level mg = |Ms].

6.3.5 Charginos und neutralinos

Die Brechung der SU(2), x U(1)y sorgt dafiir, dal Zustdnde mit derselben elektrischen
Ladung, Farbe und demselben Spin mischen. Das bedeutet, dafi die Gauginos und Higgs-
inos nicht physikalische Teilchen mit defnierter Masse sein kénnen. Vielmehr mischen die
neutralen Felder ¢0, 959, A3 und A9, um neutrale Fermion-Masseneigenzusténde bilden, die

Neutralinos. Die negativ geladenen Felder @Dh; e und die Linearkombination (A;44)y)/v/2°
mischen, um die negativen Charginos zu bilden.

Wir arbeiten zunéchst die Form der Chargino- und Neutralino-Massenmatrizen aus und
diagonalisieren diese dann, um die physikalischen Charginos und Neutralinos zu identifizie-
ren. Die Massenmatrizen erhalten folgende supersymmetrische Beitréige

e aus dem Superpotential den Higgsino Massenterm u
e cinen SUSY brechenden Beitrag von den Gaugino Massen
e cinen Beitrag aus der EWSB.
Der SUSY Beitrag aus den Superpotentialtermen
p(hoh + hihy) (6.74)

liefert bilineare fermionischen Terme

1 Z % ((% s ) P + hec. (6.75)
iVPj

5Dies ist der Superpartner des vorher definierten Feldes W, .
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mit folgender Form

K- - M- -
—5[?/%3@/)/19 + Unotng] — 5[?/%;@/)/1; + V=t - (6.76)
Gaugino-higgsino bilineare Terme aus elektroschwacher Symmetriebrechung kommen aus
—gaditaraPrip; + h.c. (6.77)

wobei ¢; die Higgsfelder bezeichnen, die VEVs erhalten. Diese Beitrédge konnen folgender-
maflen geschrieben werden

—(h;* hgT) ( 92\3 +9/§\0 95\; —ighs ) P, ( @/)h; )

gM gl —gAs + g' Ao Uy
Lt ooty (9% — 9N —gh —ighs Ynr
(s h') ( —gA1+igha gAz—g'No Fr Vng i (6.78)

Beitriage zu den Gaugino-Higgsino Massen aus EWSB treten auf, wenn die Higgsbosonfelder

VEVs haben. Die entsprechenden Terme in (6.78), die geladene Higgsinos enthalten, lauten
v2 - . v, < s
_g—\/gt/)h;PR()q — Z/\g) — g—\/%(—)\l + Z)\Q)PL@/)h; + h.c.

Vo < - V1 - -
_9_\/§(A1 — iXo) Prbys + g—\/%()\l —iXo) Py + hc. | (6.79)

wobei der erste Term der ersten Zeile aus dem hermitesch konjugierten Anteil von (6.78)
stammt. Wir definieren dann Diracfelder fiir das negativ geladenen Gaugino

N i
V2

und ein negativ geladenes Higgsino
X = PLQ/}h; - PR%; ) (6.81)

in denen sich dann die geladenen und neutralen Gaugino-Higgsino Massterme in (6.78) schrei-
ben lassen als

A (6.80)

GUaIAPRX + g A\PLX + h.c.

/ /

gua 5 g U2y gui 5 guiy
+==A — == — == +=—=A . 6.82
7 3y 7 0Uhg Vo 3o 7 0¥ (6.82)
SchlieBlich ist der Beitrag von soft SUSY brechenden Gauginomassen®
1. < 1. - _
—§M1)\0A0 — §M2>\3)\3 — Mo\ . (6.83)

Damit erhalten wir also aus den Gleichungen (6.76), (6.82) und (6.83) fiir den Gaugino-
Higgsino Massenterm

1 - o
Eneutralino = _5 <wh87 1/%97 )\37 )\O)Mneutral 77Z)h(1) (684)

6Die Felder A3 und \ werden beide mit der gleichen soft SUSY brechenden Masse M, assoziiert, da sie
zu gleichen Eichgruppe gehoren.
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mit
o n oo
poo0 o _gn
Mneutral = gu2 gu1 ]\\/45 6/5 (685)
A
g\/§2 _g\/il 0 M,
und
. A
Echargino = _()‘7 X)(MchargePL + MghargePR) ( )»2 ) ; (686)
mit
o M, —guv
Mcharge - < — gy —1 ) . (687)

Die physikalischen Charginos und Neutralinos sind die Eigenzusténde dieser Massenmatrizen.
Die Neutralino Massenmatrix ist reell und hermitesch und kann durch eine orthogonale
Transformation diagonalisiert werden. Die Chargino-Massenmatrix ist nicht symmetrisch, so
daB die Chargino-Massenterme s-abhéngig sind. Diese Abhéngigkeit kann eliminiert werden,
indem man separat die links- und rechtschiralen Komponenten rotiert.

Diagonalisierung der Charginos

Wir wenden also unterschiedliche Unitaritétstransformationen fiir die links- und rechtshéndigen
Komponenten der Felder an:

PL(;):UPL(%) PR<;):VPR<%), (6.88)

wobei U und V' 2 x 2 Unitaritatsmatrizen sind. Dann haben wir

_(;2>:<1)VTMchargeUPL < %2 )

X1
AU MV P () (6.9
Die Matrizen U und V' werden so konstruiert, daf§ diese Massenterme diagonal sind, d.h.
) _ Mg, 0 —
V MchargeU — ( 0 My, ) = MD und
T _ M 0N
U Mchargev - ( 0X2 My, ) = MD ) (690)

wobel myg, und myg, reelle (aber nicht notwendigerweise positive) Zahlen sind. U ist die
Unitarititsmatrix, die die hermitesche Matrix MY, ... Mcharge diagonalisiert, wihrend V
die entsprechende Matrix ist, die MchmngeMT diagonalisiert. Die Eigenwerte der Matrix

charge
ML Mnarge (die die gleichen sind wie die der Matrix M eparge MY sind natiirlich

charge charge)
reell und positiv. Da

MEMp = U ML, Menarge) U (6.91)

charge
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. . . 2
sind diese Eigenwerte gerade mg, , und durch

1
M3,y = 5l + M+ 2miy) F €] (6.92)
gegeben, wobei

€2 = (MZ — pi)? + 4mi, [m3y, cos® 28 + p? + M3 — 2uMs sin 23] . (6.93)

Per Definition ist Y7 leichter als Y3 7. Folgende Grenzfille sind interessant:
Grenzfalle: p, My > my,

M2 . m%V(MQ + MSin Qﬁ)

mX:llig - ,LL2 _ M22
m, (|p] + €My sin 23) :
Mmye = | + — e € = sign(p) . (6.94)

o |u| > M, : X& gaugino-artig, Y5 higgsino-artig.
o |y < M,: )Zli higgsino-artig, )@E gaugino-artig.

o i~ M, tan3 ~ 1: >~<1i,2 ~ /M3 + m3, degeniert.

Diagonalisierung der Neutralinos

Die Neutralinomassenmatrix hat reelle Eigenwerte, da sie hermitesch ist. Sie kann durch ei-
ne Unitaritdtsmatrix diagonalisiert werden. Die Diagonalmatrix zwar reelle Eigenwerte, aber
nicht notwendigerweise positive. Es sei hier darauf verwiesen, daf} fiir ein Fermionsystem die
Massen nicht durch die Eigenwerte der “Fermionmasssenmatrix” gegeben sind. Stattdes-
sen sind die Eigenwerte der Massenmatrix mal ihrer hermitesch adjungierten die Quadrate
der Fermionmassen. Die Neutralinomassenmatrix kann analytisch diagonalisiert werden. Die
Masseneigenzustinde werden mit ¥V, X9, X9, X} bezeichnet. In dieser Reihenfolge vom leich-
testen bis zum schwersten. Da die Formeln fiir die Massen recht lang sind, werden sie hier
nicht angegeben, sondern nur Grenzfille betrachtet.

Grenzfalle: p, My, My > my

_ mysyy (M + psp)

mg = M, EaT: (6.95)

1

m%ci, (M + psg)

myo = My — —2Y (6.96)

X2 MQ _ M22

’ 2(|pl + My)(|pl + M)
2 1 - M 2 M. 2

m)zg — |M| + mZ( + 6826)(“’4 1Cyy 28W> (698)

2(|pel = My)([nl = Ma)

"Bisher wurde & and den charginos immer unterdriickt. Im folgenden wird es beibehalten, um die >~(1i,2
von den Neutralinos zu unterscheiden.
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Daraus folgt

o~ N Bino-artig
B~ A3 Wino-artig
>~(g 4 it 0y
’ V2
Mgy ~ Mgk (6.99)

Und
e || > My, My: LSP gaugino-artig.

o |u| < My, My: LSP Higgsino-artig; Mgy ~ Mgy ~ M.

6.3.6 Squarks und Sleptonen

Squarks und Sleptonen erhalten zu ihren Massen Beitrage aus vier Quellen. Anders als
die Fermionen, deren Massenterme allein aus den Superpotential Yukawa-Wechselwirkungen
stammen. Im folgenden werden diese Terme fiir die top Squarks angegeben. Die entspre-
chenden Terme fiir die anderen Squarks und Sleptonen kénnen dann entsprechend gefunden
werden.

Superpotential-Terme Der relevante Beitrag aus dem Superpotential ist

ph9h + fihSTe . (6.100)
Mit
oW 2
-2, ’— , (6.101)
i 8@52 =3¢
erhalten wir aus
oW 0
— = fih5T°  und (6.102)
ot
oW .
— = fithy 6.103
8Tc ft 2 ( )
nach der Ersetzung hy — vy /v/2
—m2th i, — mithig . (6.104)

Das Superpotential liefert auBerdem noch aus [9W /9hY|? nach der Ersetzung b9 — v1/v/2
den Beitrag

—(umy cot B)(E i +htL) . (6.105)

Diese beiden Terme verschwinden, falls die zugehorige Quark-Yukawa-Kopplung null ist.

Soft SUSY brechende skalare Massen: Diese Terme stammen aus

_ngézj@j - aJ]r%iszijaRj (6.106)
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und liefern
—m? tht, —m? Thip . (6.107)

Dabei gibt es fiir jede Generation von linkshédndigen Squarks nur einen soft SUSY brechenden
Massenterm, d.h.

mi, =My, = Mmq, etc. (6.108)

Diese Terme stammen aus der SUSY Brechung und sind da, egal ob die elektroschwache
Symmetrie spontan gebrochen ist oder nicht.

Soft SUSY brechende trilineare Terme: Soft SUSY brechende Wechselwirkungen von Squarks
mit neutralen Higgsbosonen

Ay fil  h9TE + hec. (6.109)
liefern die Squarkmischungsterme
—(=Aymy)(Thig + Thir) | (6.110)

nachdem das Higgsfeld durch seinen VEV ersetzt wurde. Ebenso wie die Superpotential
Terme verschwinden diese Terme, falls die EW Symmetrie nicht gebrochen ist.

D-Term Beitrége: Diese Terme stammen aus

_% Z | Z ¢ggataA¢i|2 ~
A i

1 ~ ~ T
—§g2\QTT3QQ + Hggﬂz + Hi(-

.
§3)H1|2
I\ 2 B ~ 3 3

—<g§> |H3Yy, Hy + H{ Yy, Hy + Q'YoQ + @l Yyetin + dpYpedg|” , (6.111)

sowohl fiir top und bottom Squarks. Squark-Massen Beitrdge stammen aus den Mischtermen
zwischen Squark- und Higgsfeldern. Der SU(2) D-Term liefert

L@ — o) E i, — )] = —m2, cos 28T5001 O - (6.112)

Die Hyperladungs D-Terme liefern

+ Yo~ = Yo- <+ Yye~ =i Ypes
sin? Oy cos 26m?%, (tTL?QtL+bE7QbL+tETUtR+bE 5 bR) . (6.113)

Indem die Hyperladung mithilfe der elektrischen Ladung eliminiert wird, erhélt man den
D-Term Beitrag, der fiir jede MSSM Sfermion Massenmatrix zum Quadrat gleich ist,

M3 rorm = My cos 28(Ts — Q sin® Oyy) . (6.114)

Zusammenfassend erhalten wir fiir die top Squarks

— (i, T M? ( L ) (6.115)

tr
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mit der Massenmatrix ./\/lf

m2 +mi+D(tr) my(—A + ot 3) (6.116)
my(— Ay + peot 3) m? +mi + D(lg) '
und
- 1 2
D(ty) = m%cos2f <§ —3 sin? GW) (6.117)
- 2
D(tg) = m%cos?2p3 <§ sin? ‘9W> ) (6.118)
Die Eigenwerte dieser Massenmatrix sind
1 1
m%2 = §(m§L +mi )+ Zmzz cos 23 + m;
1 1 2 2 :
o {[h i mets (32t i - Y

Dabei ist #; leichter als 5. Die top Squark-Mischungsmatrix ist durch

t1\ [ cosf —sind, tr
( t ) - ( sinf, cosb, ) ( tr ) (6.120)

definiert. Der top Squark Mischungswinkel ist durch

2 2 2 1252 2
m; +mi +myzcos23(3 — 5 sin”Ow) — mg

me(— Ay + rcot B)

tan6, = (6.121)
gegeben. Das Massensplitting ist fiir die schweren Sfermionen am gréfiten. Daher kann das
t; das leichteste Squark, das 7; das leichteste Slepton sein kann. Im Fall von down-artigen
Squark und Sleptonen ist in der Massenmatrix cot § durch tan § zu ersetzen. Das bedeutet,
dafB fiir groBe Werte von tan 3 das Splitting zwischen by, by groB ist. Es gibt dann Parame-
terregionen, in denen das b, das leichteste Squark ist.

Fig. 6.3 zeigt ein Beispiel fiir ein Massenspektrum. Hler ist das x{ das leichteste SUSY
Teilchen (LSP).

6.4 Wechselwirkungen im MSSM

Auf die Herleitung und Ausarbeitung der Wechselwirkungen im MSSM sei hier verzichtet.
Nach den Ausfithrungen der vorigen Kapitel ist die Herleitung im Prinzip klar. Fiir eine
komplette Ableitung und Liste der Feynmanregeln sei der Leser auf die Literatur verwiesen.
Einige seien hier genannt

1. H. Baer and X. Tata, Weak Scale Supersymmetry, Cambridge University Press.

2. S. Dawson, J.F. Gunion, H.E. Haber and G. Kane, The Higgs Hunter’s Guide, Frontiers
in Physics. (Enthilt samtlich Higgsboson-Feynmanregeln.)

3. M. Drees, R.M. Godbole and P. Roy, Theory and Phenomenology of Sparticles, World
Scientific.
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Example of SUSY Spectrum |

Schematic Sparticle Spectrum in MSSM
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Abbildung 6.1: Beispiel fiir ein SUSY-Massenspektrum.

6.4.1 Higgskopplungen

Die Kopplungen der MSSM Higgsbosonen an die SM Teilchen, W und Z Bosonen und
Fermionen, sind, da durch den Higgsmechanismus generiert, proportional zur Masse dieser
Teilchen. Allerdings sind die Kopplungen im Vergleich zum Standardmodell um die Mi-
schungswinkel modifiziert. So finden wir fiir die Kopplungen der neutralen Higgsbosonen an
zwei massive Eichbosonen, normiert auf die entsprechende SM-Kopplung die in Tabelle 6.4.1
angegebenen Werte. Die Kopplungen sind im Vergleich zum SM um sin/cos der Mischungs-

¢ geww 9622

h sin(f—a) —1 sin(f—a)—1
H cos(f—a) —0 cos(f—a)—0
A 0 0

Tabelle 6.3: Die Kopplungen der neutralen MSSM Higgsbosonen an W, Z Bosonen. In blau:
der SM-Limes.

winkel o und (8 modifiziert. Das heifit die MSSM Higgskopplungen an massive Eichbosonen
sind immer kleiner als die entsprechenden SM Kopplungen. Die Kopplung von A an die
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massiven Fichbosonen ist gleich null, da das A Boson ein pseudoskalares Teilchen ist. Es gilt
die Summenregel

girvv + Givv = Ghsuyy (6.122)

wobei H°M das Standardmodell-Higgs boson bezeichnet. Ferner sind die H und h Kopplun-
gen an die Eichbosonen komplementér. Ist die eine Kopplung grof}, so ist die andere klein
und vice versa. In Tabelle 6.4.1 sehen wir die neutralen Higgsbosonkopplungen des MSSM
an die up- und down-Typefermionen normiert auf die entsprechende SM-Kopplung. Eine

(b Jouu Jodd

h  cosa/sinf— 1 —sina/ cos f— 1
H sina/sinf— 1/tan3 cosa/ cosf— tan 3
A 1/tanp tan 8

Tabelle 6.4: Die Kopplungen der neutralen MSSM Higgsbosonen an Fermionen. In blau: der
SM-Limes.

wichtige Eigenschaft ist, dafi die Kopplungen an down-(up-)type Fermionen mit tan 5 an-
steigt (abféllt). Ferner ist in den Tabellen 6.4.1 und 6.4.1 in blau der SM-Limes angegeben.
Dieser Limes wird erreicht, wenn die schweren Higgsbosonen H, A, H* sehr schwer werden
und von der Theorie entkoppeln. M, nimmt dann seinen maximalen Wert an. Ferner ist
dann o ~ 3 — /2. Wir haben also

cos a = sin 3 und sina = —cos (3, (6.123)

so daB} sich also die in den Tabellen angegebenen Werte im SM-Limes ergeben. Insbeson-
dere gehen die Kopplungen des leichten Higgsbosons h gegen 18. Es benimmt sich also wie
SM-artiges Higgsboson. Sollte dieser Parameterbereich realisiert sein und die schweren Higgs-
bosonen im Experiment nicht gesehen werden und also nur das leichte Higgsboson gefunden
werden, so konnte man allein aus dem Higgssektor nicht schlielen, ob man ein SM oder ein
SUSY Higgsboson gefunden hat.

Dort wo wir im folgenden fiir das Verstédndnis die Feynmanregeln benotigen, werden auch
die weiteren Fermionregeln angegeben werden.

6.5 Strahlungskorrekturen zur Higgsbosonmasse

Wie wir vorher gesehen haben, ist auf tree-level die Masse des leichtesten Higgsbosons kleiner
als die Z-Bosonmasse. Dann aber hétte das leichte Higgsboson bereits in den Experimen-
ten gefunden werden miissen. Allerdings erhélt die Higgsbosonmasse Strahlungskorrekturen.
Und diese sind erheblich. Diese kénnen in einem diagrammtischen Zugang bestimmt werden,
siehe Fig. 6.2, indem die die Selbstenergien des Higgsbosons berechnet werden und der Pol im
Propagator lokalisiert wird. Der dominate Beitrag stammt von den top-Yukawakopplungen.
Zur Illustration vereinfachen wir und betrachten nur diese dominanten Terme sowie ver-
nachléssigen Mischung zwischen den Generationen. Damit ergibt sich

1
My = 5[(m?4 +m% +0) F £ (6.124)

8Beachte, dafl die hier angegebenen Kopplungen auf den SM Wert normiert sind.
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Abbildung 6.2: Top, stop-Schleifen, die zur Higgs-Selbstenergie beitragen.

mit

¢ = [(m% — m3) cos 26 + 6] + sin® 23(m% + m3)? (6.125)

m? m?
1+m2L 1+?§
t t

Der Mischungswinkel « éndert sich ebenfalls durch die Strahlungskorrekturen. Er lautet

und dem Korrekturterm

§ = T
2v/272sin? 3

log + stop Mischung[u, A;] . (6.126)

(m% —m%) cos283 + 6 + £Y/2

£ -
ana sin 26(m% + m%)

(6.127)

Es ist der Korrekturterm ¢, der die leichteste Higgsmasse schwerer als die Z-Bosonmasse
macht. Wie man an der Formel sieht, geht die fithrende Strahlungskorrektur mit der Top-
Quarkmasse in der 4. Potenz. Die Korrektur ist also entsprechend grof. Die Higgsmassen-
korrekturen sind in der Zwischenzeit sehr genau untersucht worden, unter Einbezug der
Mischungseffekte und auch nicht fithrender Terme und iiber die Einschleifenkorrekturen hin-
aus. All dies, um die Higgsmasse so genau wie moglich zu bestimmen. Im Rahmen des MSSM
kann die Higgsmasse in bestimmten Parameterbereichen bis zu 135-140 GeV schwer werden.
Tatséchlich wurde gezeigt, dafl in allgemeinen SUSY Theorien die leichteste Higgsmasse,
wenn man Unitarifit und Kopplungsvereinigung bei etwa 107 GeV fordert, nicht schwerer
als etwa 200 Gev wird.
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| Example of SUSY Spectrum I

Schematic Sparticle Spectrum in MSSM
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Abbildung 6.3: Beispiel fiir ein SUSY-Massenspektrum.



