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Aufgabe 10: Energie und Impuls des reellen Feldes (3+5+1+5+3=17 Punkte)

Wir betrachten in dieser Aufgabe ein reelles Skalarfeld mit der auf die Klein-Gordon-
Gleichung führenden Lagrangedichte LKG = 1

2
(∂µϕ(x))(∂µϕ(x)) − m2

2
ϕ(x)2. Die Fourier-

Zerlegung des quantisierten Feldes ist durch

ϕ(~x, t) =

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

[
a(~p)e−ipx + a†(~p)e+ipx

]
gegeben. Außerdem gilt die Orthogonalitätsrelation∫

d3xe−ipxeip
′x = (2π)3δ(3)(~p− ~p ′)

(aufgrund der Energie-Impulsbeziehung Ep =
√
~p 2 +m2 folgt daraus auch p′0 = p0).

(a) Zeigen Sie, dass sich der Vernichtungsoperator schreiben lässt als

a(~p) =

∫
d3x eipx (iϕ̇(x) + Epϕ(x)) .

(b) Für das Feld gelten die Kommutatorrelationen

[ϕ(~x, t), ϕ(~x ′, t)] = [ϕ̇(~x, t), ϕ̇(~x ′, t)] = 0 , [ϕ(~x, t), ϕ̇(~x ′, t)] = iδ(3)(~x− ~x ′) .

Berechnen Sie daraus die entsprechenden Relationen für die Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren

[a(~p), a(~p ′)] = [a†(~p), a†(~p ′)] = 0 , [a(~p), a†(~p ′)] = (2π)32Epδ
(3)(~p− ~p ′) .

(c) Berechnen Sie den zugehörigen Energie-Impuls-Tensor T µν des Feldes.



(d) Die Energie des Feldes bestimmt sich aus H =
∫

d3xH =
∫

d3xT 0
0 . Verwenden Sie

die Fourier-Zerlegung des Feldes sowie die Kommutatorregeln der Erzeuger- und
Vernichteroperatoren, um zu zeigen, dass die Energie, d.h. der Hamilton-Operator,
durch

H =
1

2

∫
d3p

(2π)3
Ep

[
2Ñ(~p) + C

]
gegeben ist. Hier ist

N =

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
a†(~p)a(~p) =

∫
d3p

(2π)3
Ñ(~p)

der Teilchenzahloperator und C eine, etwas ungewöhnliche, Konstante.

(e) Der Impuls des Feldes lässt sich aus Pi =
∫

d3xT 0
i berechnen. Zeigen Sie, dass dies

für das reelle Skalarfeld

~P =
1

2

∫
d3p

(2π)3
~p
[
2Ñ(~p) + C

]
ergibt.

Aufgabe 11: Feynman-Propagator (3 Punkte)

Für die Störungstheorie benötigen wir später den Feynman-Propagator des reellen Feldes

i∆F (x− x′) := 〈0 |T (ϕ(x)ϕ(x′)| 0〉 ,

wobei T (ϕ(x)ϕ(x′)) = Θ(t − t′)ϕ(x)ϕ(x′) + Θ(t′ − t)ϕ(x′)ϕ(x) das zeitgeordnete Produkt
bezeichnet. Nach kurzer Rechnung, die wir hier überspringen wollen, findet man die Im-
pulsraumdarstellung

∆F (x) = lim
ε→0+

∫
d4p

(2π)4
e−ipx

p2 −m2 + iε
.

Zeigen Sie, dass der Feynman-Propagator die inhomogene Klein-Gordon-Gleichung

(∂µ∂
µ +m2)∆F (x) = −δ(4)(x)

erfüllt.


