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Aufgabe 13: Energie und Impuls des Dirac-Feldes (3+2+5+1+4=15 Punkte)

Analog zu Aufgabe 10, wo wir Energie und Impuls des reellen Klein-Gordon-Felds berechnet
haben, betrachten wir nun das Dirac-Feld. Die Lagrangedichte ist gegeben durch

L = ψ̄(x) (iγµ∂µ −m)ψ(x) , (1)

wobei ψ und ψ̄ als unabhängige Variablen betrachtet werden.

(a) Zeigen Sie, dass damit gilt:

π(x) =
∂L

∂(∂tψ)
= iψ† , π̄(x) =

∂L
∂(∂tψ̄)

= 0 .

Berechnen Sie die Bewegungsgleichungen für ψ und ψ̄.

(b) Wie lautet der zugehörige Energie-Impuls-Tensor? Warum verschwindet dabei der
Summand proportional zu gµν?

Für das Dirac-Feld machen wir den Ansatz

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
√

2E

∑
s=1,2

as(~p)us(~p)e
−ipx + b†s(~p)vs(~p)e

+ipx .

Für die Spinoren gilt dabei

(γµpµ −m)us(~p) = 0 , ūs(~p)(γ
µpµ −m) = 0 ,

(γµpµ +m)vs(~p) = 0 , v̄s(~p)(γ
µpµ +m) = 0 ,

u†s(~p)us′(~p) = v†s(~p)vs′(~p) = 2Eδss′ ,

u†s(~p)vs′(−~p) = v†s(~p)us′(−~p) = 0 .



(c) Berechnen Sie damit den 4-Impuls-Vektor

P µ =

∫
d3xT 0µ

und zeigen Sie, dass dies auf die in der Vorlesung angegebene Form

: P µ : =

∫
d3p

(2π)3
pµ
∑
s=1,2

(
Ña
s (~p) + Ñ b

s (~p)
)

führt.

(d) Zeigen Sie, dass der Strom jµ = ψ̄(x)γµψ(x) erhalten ist.

(e) Die zugehörige Ladung ist gegeben durch

Q =

∫
d3xj0(x) .

Drücken Sie diese durch die a, a†, b und b† aus.

Aufgabe 14: Gamma-Algebra (5 Punkte)

Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften der Gamma-Matrizen

γµγ
µ = 4 · 14 ,

γµγ
αγµ = −2γα ,

γµγ
αγβγµ = 4gαβ · 14 ,

Tr[γαγβ] = 4gαβ

mit Hilfe der Antikommutatorrelation {γµ, γν} = 2gµν · 14.


