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Aufgabe 4: SU(NV) Darstellungen (4+2+2+2+42+2+3+1+2=20 Punkte)

Die Generatoren T der fundamentalen Darstellung der SU(N) haben folgende Form:

a —
T, a=1,...

N2 -1, i,j=1,...,N.

Y

Sie sind hermitesch, T%" = T, und spurlos, Tr(T%) = 0.
Fiir die beiden niedrigsten Werte, N = 2 und N = 3, die in der Teilchenphysik eine wichtige
Rolle spielen, ist die Darstellung proportional zu den

e SU(2): Pauli-Matrizen, T = %)

e SU(3): Gell-Mann-Matrizen, T® = 2.

Die Generatoren sind durch die Beziehung
1
Tr (T°T°) = 56
2

normiert.
Sie erfiillen die folgenden Vertauschungs- und Antivertauschungsrelationen,

[T, T") =i farc T, (1)
1
{1, 7"} = v 6% L + dgpTC, (2)

wodurch die total antisymmetrischen SU(N) Strukturkonstanten f,,. und die total sym-
metrischen d,;,. Symbole definiert sind. Die Vertauschungsrelation Gl. (1) ist fiir jede Dar-
stellung der SU(N) erfiillt, nicht jedoch Gl. (2).

Jede beliebige, komplexe, N x N-Matrix M kann als Linearkombination der N2 — 1 Gene-
ratoren und der Einheitsmatrix geschrieben werden,

N2-1
M=col+ ) e, T (3)

a=1



Zeigen Sie, dass aus der Vollstéandigkeitsrelation, Gl. (3), und den Spurbedingungen
fiir die Generatoren der fundamentalen Darstellung, 7%, die Fierz-Identitét fiir die
SU(N) folgt,

N2-1

ara P | 1

Zeigen Sie fiir eine beliebige Darstellung der SU(N), dass

N2-1

Cy =TT = Z 7T
a=1

eine Casimir-Invariante ist, d.h. dass [Cy, 7% = 0 fiir alle Generatoren 7.

Zeigen Sie, dass aus der Hermitezitéit der Generatoren folgt, dass die Strukturkon-
stanten f,;,. und die dg;. Symbole reell sind.

Zeigen Sie, dass die N x N Matrizen
T — e

eine Darstellung der Lie Algebra der SU(N) sind. D.h. die Matrizen erfiillen eine zu
Gl. (1) analoge Vertauschungsrelation. (Beachten Sie, dass T%* die komplex konju-
gierte Matrix ist, nicht die hermitesch konjugierte!). Diese T sind Generatoren der

N (,N-bar“) Darstellung der SU(N), mit Darstellungsmatrizen U (9)*.

Berechnen Sie den Wert von Cy sowohl fiir die fundamentale Darstellung (N) als

auch fiir die (V)-Darstellung.

Leiten Sie aus der Jacobi-Identitét fiir gemischte Vertauscher und Antivertauscher
[A.{B,C} + [B,{C, A} + [C.{A, B} =0

eine Beziehung zwischen den f,;. und den dg. her, analog zu der in der Vorlesung
diskutierten Beziehung zwischen den fg..

Zeigen Sie mit dem Ergebnis der vorhergehenden Teilaufgabe, dass
Cy = dop, TT"T*
eine Casimir-Invariante der SU(N) ist.
Verwenden Sie Gl. (4), um die Summe iiber a in
T 1"
auszufiihren.

Bestimmen Sie den Wert von Cj fiir die (/NV)- und die (/V)-Darstellungen. Das Er-

gebnis zeigt, dass (V) und (N) fir N > 2 keine dquivalenten Darstellungen mehr
sind.



