KIT SS 2012

Klassische Theoretische Physik II
V: Prof. Dr. M. Miihlleitner, U: Dr. M. Rauch

Klausur 2 — Losung

11. Oktober 2012, 08-10 Uhr

Aufgabe 1: Kurzfragen (4+4+2=10 Punkte)

(a) Die Transformationen und zugehorigen Erhaltungsgrofen sind:
R Raumdrehungen — Drehimpulserhaltung
Raumverschiebungen — Impulserhaltung

c

V Transformation in ein System, das sich mit konstanter Geschwindigkeit ge-
geniiber dem urspriinglichen bewegt / Transformation in ein anderes Inertial-
system — Schwerpunktsatz

a Zeitverschiebung — Energieerhaltung

(b) F héngt nicht von x ab, also ist £ = 0.
Wir betrachten die totale x-Ableitung der linken Seite

d (F_ /a_F) _ aF aF / a_F o //a_F . /ia_F

dz y@y’ _%+8_y +8y’y y@y’ ydmay’
OF d oF ,
- (5 )
— 0 nach Euler-Lagrange-Gl.
=0

= F — y’g—5 = const.

(c) Der Satz von Steiner hat als Voraussetzung, dass der Ausgangs-Triagheitstensor im
Schwerpunkt des Systems berechnet sein muss. Der Schwerpunkt des Halbrings liegt
allerdings nicht im gedachten Mittelpunkt des Kreises, sondern %R dariiber.
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Aufgabe 2: Symmetrietransformationen (6+14=20 Punkte)

(a) Die Lagrangefunktion des harmonischen Oszillators ist gegeben durch

L=z Epe
2 2

Die fiihrt auf die Bewegungsgleichung

4oL _ oL _
dt 0t Oz
mi +rkr =0
. K
r=——=x
m

Als Losung wird der Schwingungsansatz benutzt

x = Acos(wt + o)

i =—w’x

K
= w=4]—
m
| K
:>x:ACOS( —t+900)
m

" =z +eacos (wt) "=t

(b) Aus der Transformation

lassen sich die folgenden Gréflen, die in den Gleichungen fiir das Noether-Theorem
vorkommen, berechnen:

dt*
T = & — eaw sin (wt) i 1
Y = acos (wt) =0

Y = —awsin (wt) .

Zuerst muss gepriift werden, ob die Bedingungen des Noether-Theorems erfiillt sind:

d dt* 0L oL .
(L(m*,x’*,t*) ) =—v+—=v
e=0 8‘7:

de dt O

= —kzacos (wt) — miaw sin (wt)

- —ag (rw cos (wt) — @ sin (wt))

d
=% (—av/kma sin (wt)) .
:R;vt)
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Das Ergebnis lasst sich also als eine totale Zeitableitung schreiben und die Bedin-
gung des verallgemeinerten Noether-Theorems ist erfiillt.
Dies setzen wir nun in die Formel fiir die Noether-Ladung ein:

oL
Q= %w - f(I, t)
= maa cos (wt) + ay/kma sin (wt)

= am (& cos (wt) + wz sin (wt))

Aufgabe 3: Transversale Molekiilschwingungen (2+10+12+6=30 Punkte)

(a) Die z; bezeichnen die Auslenkungen aus der Ruhelage. Damit ist die kinetische
Energie gegeben durch
m
T = TA(jﬁ +i2) + %x% .
Zusammen mit dem Potential aus der Angabe fiihrt dies auf die Lagrange-Funktion

m . . mpg. K
L:T—U:TA(‘%%—Fxg)—i‘TBQ?g—5((1‘1—1‘2)24—(%2—%3)2) .

(b) Translationsinvarianz bedeutet, dass sich die Bewegungsgleichungen bei einer ge-
meinsamen Verschiebung aller drei Massenpunkte um denselben Wert nicht dndern.
Wir konnen uns folglich in den Schwerpunkt des Systems begeben, fiir den gilt

ma(xy + x3) + mpry =0=  29=—-2—m

Analog folgt aus der Symmetrie
ry = T3,

was sich auch als Abspaltung der Rotationssymmetrie um den mittleren Massen-
punkt verstehen lasst.
Dies setzen wir in die Lagrangefunktion ein:

2 2
L=mai?+ 28 (—2@¢1) kb (xl + 2@931) 2
2 2 mp

2 2
= 32 (mA+2@) — ki (1+2@> .
mp mp

Mit der gegebenen Definition fiir §, in die wir ebenfalls die obigen Beziehungen

einsetzen,
2
§=Zu (1 + 2@)
14 mp

5 24 (1 HE)
14 mpg
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ergibt dies

L:Ly_ﬁ_”w,
4-(1+2;17;) 4

(c) Dies fiihrt auf die Bewegungsgleichung

a0 or_
dt 96 08
2 . 2
Bma 5, 0rs_yg

Diese kann iiber den {iiblichen Schwingungsansatz gelost werden

d = Asin(wt + ¢o)
0 = —Aw?sin(wt + @y) = —w?s

= w? = mjm (2ma +mp) .
B

Die Schwingungsfrequenz ist also

mamp

w:\/ N (2ma +mp) .

Auflésen der Gleichung fiir § nach x; bzw. x4 ergibt

i 05
1= 7~
2. (1 + 22—2)
ma 08 0
1y = 214 —

mey.(142ma) 2R

Daraus folgt als Losung fiir die z;

l
T =13 = ——Asin(wt + )
2. (1+2g—g)
Ty =50 Z_iAsin(wt—l—gDo) .

Dies beschreibt eine Biegeschwingung des Molekiils, bei der die beiden &dufleren
Massenpunkte parallel schwingen und der mittlere dagegen mit einer relativen Am-
plitude 27";—2.
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(d) Um die Bedeutung des Winkels § zu verstehen, teilen wir diesen in zwei Teile auf:

Ty — T2
l

T3 — T2
l

mit 6 = 512 + 523

512 =

O3 =

Veranschaulicht man sich dies in einer Skizze,

so kann man erkennen, dass die beiden Winkel gegeben sind durch

r1 — T2

14
r3 — X
3 f 2 :tango%zgogg .

= tan @12 >~ P12

Dabei wurde im letzten Schritt jeweils benutzt, dass die Auslenkungen der z; aus
der Ruhelage und damit auch die Winkel ¢ klein sind.
Der Winkel zwischen der Verbindungslinie der Punkte 1 und 2 und der Verbindungs-
linie der Punkte 2 und 3 ist also gegeben durch © — 4.

Aufgabe 4: Abgeknickter Stab (24+6=30 Punkte)

(a) Zunéchst berechnen wir die (Linien-)Dichte des Stabs

M
Ltot

M

3L

1Y Ltot:2L+L

Der Triagheitstensor des geraden Teils (G) lédsst sich direkt ausgehend vom Punkt
A aus berechnen. Dieser ist parametrisiert durch x =y =0, z € [0;2L].

Daraus folgt sofort, dass alle aulerdiagonalen Elemente genauso wie das zz-Element
verschwinden

6% = 0% =68 =0 = 0.
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Die beiden verbleibenden haben aus Symmetriegriinden den gleichen Wert

0% = 65, = [ ro? + )
\%4

2L
=0 / dz2?
0

M8
S ——
3L 3
~ 8ML?
=g

Fiir den abgeknickten Teil gilt analog die Parametrisierung = € [0; L], y = 0, z =
2L. Also verschwinden offensichtlich die beiden auflerdiagonalen Elemente, die y

enthalten
K _ oK _
0, =96, =0.
Die anderen werden explizit berechnet:
L M
0k = / Pro(y® + 2%) = g/ dz(2L)? = ——4L*- L
v 0 3L
_AMIL?
-3
L 3
M L
@K — d3 2 2y / d 2_ -~ =
R R R
M2
9
L 3
M (L
K _ 3 2, .2y _ 2 2y _ 3
@yy—/vd ro(x +z)—g/0 da(z” + (2L) >_3_L(?+4L)
_1BML?
9
L 3
M 2L
ok = [ & = — / dz(2L) = ———
. ML?
= T
Insgesamt ergibt sich dann fiir den Tragheitstensor
20 0 -3
ML?
0=0%+0" = 0 21 0
-3 0 1
(b) Fiir das Drehmoment gilt:
— d — . — . =
MA:EL mit L = QW = Qwe,
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Im korperfesten System ergibt sich dann L zu
-3
- MIL?
L= 9 wl 0
1
Daraus folgt fiir My
- dl » d - -
My=—| L=—| L+4+JXL
AT T T @t
ML _;’”2
= —3w
9 :
W
Aufgabe 5: Minimalflichen (5+7+9+7+2=530 Punkte)

(a) Um die Oberfliche zu bestimmen, betrachten wir zunéchst den Kreisumfang am
Punkt z. Dieser ist gegeben durch U(z) = 27y(x), wobei y den Radius am Punkt z

beschreibt.

Fiir die Flache muss diese Gréfle von 1 = —L nach x5 = +L integriert werden:

2
A:/ dsU(z) ds =dz/1+y"?
1

2
= 27r/ dryy/ 1+ y”?

1
= J[y] minimal

(b) Wir haben also ein Variationsproblem (ohne Nebenbedingung) mit der Funktion

F=y/1+9y2.
Da F keine explizite x-Abhéngigkeit besitzt, konnen wir benutzen:
OF _ const
y ay, -

Einsetzen liefert
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(¢) Wir betrachten zunéchst nur den Bereich > 0, in dem gilt ¢/ > 0. Die Gleichung der
vorhergehenden Teilaufgabe wird durch Separation der Variablen integriert, wobei
wir die Grofle yp = y(z = 0) einfiihren.

x v o C
/0 dr = ; dy\/ﬁ
e=Cln 5+ vF=c)]"

=C- (1n<y+m)—ln<yo+\/ﬁ>)

o Yy v\ (o Y
=C <ln<c—|— oz 1) 1n<c+ o2 1))

=C <arcosh % — arcosh %)

Diese Gleichung l6sen wir nach y auf:

arcosh % = % + arcosh y_co
y = C - cosh (% + arcosh %)

(d) Die gerade gewonnene Losung setzen wir in ¢ ein. Da y an der Stelle z = 0 ein
Minimum hat, also ¢’(0) = 0, ldsst sich daraus eine Bedingung an die noch zu
bestimmenden Parameter gewinnen.

Y wy _
y'(0) = \/cosh (arcoshc) 1

)i

=v=0C".

Mit arcosh(1) = 0 folgt
T
Yy cosh { =

Fiir den Bereich x < 0 gilt aus Symmetriegriinden y(—z) = y(z). Da cosh(z)
symmetrisch um z = 0 ist, ist diese folglich fiir alle z giiltig.
Die Form entspricht einer Kettenlinie.

(e) Als Bedingung, um C zu bestimmen, benutzen wir den gegebenen Radius R am
Endpunkt (die Bedingung fiir den zweiten Endpunkt fithrt auf dieselbe Gleichung
aufgrund der zuvor verwendeten Symmetrieiiberlegung)

y(L) = C - cosh <é> “R.
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