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Aufgabe 30: Tensoren im euklidischen 3-dimensionalen Raum
(1+1+2+2+1+2=9 Punkte)

Ein Tensor A mit 3N Komponenten Ai1i2...iN (i1, . . . , iN = 1, 2, 3) ist eine Verallgemeine-

rung des Vektors ~A (N = 1) mit Komponenten Ai bezüglich einer kartesischen Koordina-
tenbasis {~e1, ~e2, ~e3} mit ~ei · ~ej = δij (euklidische Metrik). Für Tensoren N -ter Stufe wird
das folgende Transformationsverhalten bei Basiswechsel mit einer orthogonalen Transfor-
mation α (eigentliche Drehungen oder Spiegelungen mit Matrixelementen αij) gefordert:

A′
i1i2...iN

=
3∑

j1=1

· · ·
3∑

jN=1

αi1j1αi2j2 . . . αiN jNAj1j2...jN , ik ∈ {1, 2, 3}, für k = 1, 2, . . . , N .

Eine invariante Größe A ohne Index (N = 0) heißt Skalar: A′ = A. Ein Vektor ~A (gegeben
durch seine Komponenten Ai) wird als Tensor 1. Stufe betrachtet: A′

i =
∑3

j=1 αijAj.
Man vereinbart, beim Auftreten eines Indexpaares jeweils über 1,2,3 zu summieren, d.h.
man braucht im Transformationsgesetz oben und in der letzten Gleichung keine Summen-
zeichen mehr zu schreiben (Einsteinsche Summenkonvention).
Rechenoperationen:

• Tensoren können mit Zahlen multipliziert werden. Tensoren gleicher Stufe und mit
gleichem Indexsatz können addiert werden: aAi1...iN + bBi1...iN

• Bei der Tensormultiplikation von A der Stufe N und B der Stufe M ergibt sich ein
Tensor C der Stufe N +M : Ci1...iN j1...jM = Ai1...iNBj1...jM

(a) Zeigen Sie, dass beim Basiswechsel ~ei
′ = αij~ej für einen Vektor ~A mit Komponenten

Ai die neuen Komponenten A′
i = αijAj ergeben. Also ist ein Vektor ein Tensor

1. Stufe.

(b) Zeigen Sie, dass die euklidische Metrik δij ein invarianter, symmetrischer Tensor
2. Stufe ist.: δ′ij = δij. Verifizieren Sie, dass in Matrixnotation gilt: αδαT = δ.



(c) Zeigen Sie, dass Ti1...iN δij ik (j, k ∈ {1, . . . , N}, j 6= k) ein Tensor der Stufe N − 2
ist, falls T ein Tensor der Stufe N ist. Solch eine Kontraktion eines Indexpaares
mit dem δ-Tensor ist also mit dem Tensorgesetz verträglich und reduziert die Stufe
um zwei Einheiten. Insbesondere ist das Skalarprodukt von Vektoren ein Skalar:
~v · ~w = viwjδij.

(d) Behandeln Sie das schon bekannte εijk-Symbol (Levi-Civita-Tensor) als einen total
antisymmetrischen Tensor 3. Stufe. Zeigen Sie, dass gilt: ε′ijk = det(α)εijk. D.h.,
unter eigentlichen Drehungen α ist dieser Tensor invariant, aber unter Spiegelungen
gilt ε′ijk = −εijk. Um Invarianz zu erhalten, behandelt man εijk als Pseudotensor
3. Stufe. Folgern Sie daraus das Transformationsverhalten für einen allgemeinen
Pseudotensor der Stufe N .
Hinweis: Verwenden Sie die Definition von det(α) := εijkα1iα2jα3k. Betrachten Sie
ε′123, danach z.B. ε′213 und verallgemeinern Sie die beiden Resultate für ε′ijk.

(e) Zeigen Sie, dass aus Ci = AijBj folgt, dass A ein Tensor 2. Stufe ist, falls B und C
Tensoren 1. Stufe sind.

(f) Zeigen Sie, dass der Trägheitstensor Θik =
∑N

n=1mn (~rn
2δik − (xn)i(xn)k) ein sym-

metrischer Tensor 2. Stufe ist. Folgern Sie dann aus der Tensoreigenschaft des
Trägheitstensors die Invarianz der Rotationsenergie Trot = 1

2
Θijωiωj unter Drehun-

gen des Koordinatensystems.

Aufgabe 31: Satz von Steiner (3 Punkte)

Ein starrer Körper der Gesamtmasse M (beliebige inhomogene Massenverteilung) mit
Schwerpunkt im Koordinatenursprung hat das Trägheitsmoment Θ.
Zeigen Sie: Bei Verschiebung des Koordinatensystems um einen Vektor ~a ist das Trägheits-
moment gegeben durch

Θa = Θ +M
(
~a 2
1− ~a~a T

)
.

Dieser Zusammenhang ist unter dem Namen Satz von Steiner bekannt, und dient dazu,
Trägheitsmomente um Achsen auszurechnen, die nicht durch den Schwerpunkt des Körpers
verlaufen.

Aufgabe 32: Trägheitsmomente (4+4=8 Punkte)

Ein homogener Kreiszylinder besitzt endliche Wandstärke mit AußenradiusR2, Innenradius
R1 < R2 und Höhe H bei gegebener Masse M . Sein Schwerpunkt liegt im Koordinatenur-
sprung, die Symmetrieachse ist die z-Achse.

(a) Berechnen Sie die Trägheitsmomente bezüglich der Rotation um die Koordinaten-
achsen.

(b) Vergleichen Sie die Grenzfälle eines Hohlzylinders mit verschwindender Wandstärke,
eines Vollzylinders und einer Stange infinitesimalen Querschnitts mit jeweils dersel-
ben Masse und Höhe. Interpretieren und diskutieren Sie das Ergebnis.


