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Aufgabe 20: Kombilosung (3+5+2=10 Punkte)

Unter der Kaiserstrafle wird ein Tunnel fiir die
StraBlenbahn gegraben. Dabei ist die einfachste
Moglichkeit, eine horizontale Verbindung zwi- 19
schen zwei Haltestellen, nicht die idealste. Durch
eine leicht nach unten gekriimmte Bahn ldsst sich ~ |eee. 2(0,0) E@p, 0)] e
die Gravitation hilfreich ausnutzen. Bei der Aus-
fahrt aus der Haltestelle wirkt eine zusétzliche Be- m
schleunigung auf die Bahn, wéihrend bei der Ein- (Zrnins Yrmin)
fahrt in die ndchste Haltestelle die nach oben an-
steigende Strecke zusétzlich bremst.

Um die Rechnung nicht zu kompliziert werden zu lassen, verwenden wir einige Vereinfa-
chungen: Die Straflenbahn wird punktformig mit Masse m angenommen, auflerdem ver-
nachléssigen wir den Bereich direkt an der Haltestelle mit Beschleunigung und Verzoge-
rung sowie sdmtliche Reibungseffekte. Die Stralenbahn soll also zwischen Startpunkt S
(xs,ys) = (0,0) und Endpunkt E (zg,yr) = (2g,0) nur durch Gravitation beschleu-
nigt werden, und die Strecke kann an den beiden Endpunkten eine nicht-verschwindende
Steigung besitzen (s. Skizze). Gesucht ist diejenige Bahnkurve, die bei gegebener Startge-
schwindigkeit vy die schnellste Verbindung zwischen den beiden Punkten liefert.

(a) Stellen Sie die Bedingung an die Bahnkurve als Gleichung auf. Finden Sie die inte-
grierte Form der Bewegungsgleichungen und losen Sie diese nach 3’ auf. Die Integra-
tionskonstante kann einfach mit ¢ bezeichnet werden, diese bestimmen wir spéter.

Ergebnis: ' =+, /55— — 1

A(v3-29y)
(b) Integrieren Sie die Gleichung fiir ¢’ nochmals. Betrachten Sie dabei zundchst nur den
Bereich links vom Punkt (Zuyin, Ymin), also 0 < x < zp,. Das auftretende Integral
[ dg,/ %g kann durch Substitution mit g = Sin2§ gelost werden. Warum darf in

diesem Bereich 0 < ¢ < 7 angenommen werden? Schreiben Sie die Bahnkurve in



parametrischer Form, geben Sie also z(p) und y(¢) an. Zeigen Sie schliefllich, dass
sich die gefundene Losung auf den rechten Bereich z,;, < x < xp fortsetzen lisst,
indem einfach Winkel ¢ > 7 betrachtet werden.

Ergebnis: z(p) = @(gp — s —sinp + sin pg)

(¢) Wir betrachten nun den Spezialfall vy = 0. Bestimmen Sie ¢ aus der Koordinate des
Endpunkts E, indem Sie zuerst den Winkel ¢ g aus der Gleichung fiir y ableiten und
diesen in x einsetzen. Berechnen Sie daraus y,;, und die insgesamt zum Durchfahren
der Strecke benétigte Zeit T fiir eine Streckenldnge xp = 1 km.

Aufgabe 21: Das Problem der Dido (2+2+4+2+2=12 Punkte)

Im Jahre 814 v. Chr. landete die vertriebene Prinzessin Dido von Tyros auf der Flucht an der
Kiiste Nordafrikas, wo ein spéttischer Lokalfiirst ihr soviel Land zubilligte, ,wie unter die Haut
eines Ochsen passt®. Die gerissene Prinzessin zerschnitt das Leder in feine Streifen und um-
spannte damit einen ganzen Landstrich von Kiiste zu Kiiste, auf dem sie spdter die phdénizische
Siedlung Karthago grindete. In welche Form legte Dido den Hautstreifen?

An einem geraden Flussufer soll eine Weide mit einem gegebenen Seil der Lénge L so
abgegrenzt werden, dass die von Fluss und Seil eingegrenzte Flache maximal ist.

Fiir die Rechnung soll der Fluss die x-Achse bilden und das Seil symmetrisch rechts und
links des Ursprungs sein sowie im I. und II. Quadranten verlaufen. Der Anfangspunkt des
Seils ist also gegeben durch (z1,71) = (-a,0), der Endpunkt durch (x4, y2) = (a,0).

Sie diirfen die Uberlegung, dass y um & = 0 symmetrisch und dort maximal ist im folgenden
ohne weitere Begriindung verwenden.

(a) Stellen Sie die Bedingungen an das Seil als Gleichungen auf.

(b) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen auf und integrieren Sie diese einmal.
Die Integrationskonstante kann einfach mit C' bezeichnet werden.

[Ergebnis: y = + ﬁ -1/

(c) Integrieren Sie die Gleichung fiir ' nochmals.
Betrachten Sie dafiir zunéchst nur den Bereich z > 0.

[Lisung: y = C + /A2 — (x + b)2 mit b* = X2 — (y(0) — C)?]

(d) Vereinfachen Sie y mit Hilfe der Bedingung, dass y bei = 0 maximal ist.
Verallgemeinern Sie dann die Losung fiir beliebiges x aus Symmetrieiiberlegungen.
Welche geometrische Form erkennen Sie?

(e) Stellen Sie Gleichungen auf, mit denen sich die verbleibenden Parameter bestimmen
lassen wiirden und vereinfachen Sie diese soweit moglich. Insbesondere sollen evtl.
auftretende Integrale berechnet werden.



