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Hinweilse

Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Hilfsmittel: ein (1) beidseitig handbeschriebenes DIN A4-Blatt

e Nur ausgegebenes Papier verwenden, bei Bedarf melden.

Neue Aufgabe bitte auf neuer Seite anfangen.

Nicht mit Bleistift oder rotem Stift schreiben!

Formelsammlung

Integrierte Form der Euler-Lagrange-Gleichungen:

OF

Fir F = F(y,y) gilt: F— y'y = const.
)
oF

Fiir F = F(x,y") gilt: 9y const.

Niitzliche Integrale:
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Aufgabe 1: Kurzfragen (3+4+1+2=10 Punkte)

(a) Gegeben sind folgende Symmetrien.
Welche Grofle ist jeweils erhalten?
Gibt es zyklische Koordinaten? Wenn ja, welche?
(i) Translationsinvarianz in der Zeit
(ii) Rotationsinvarianz um den Winkel ¢
(iii) Translationsinvarianz entlang der z-Achse

(b) Haufig hdngt die Funktion F(y,y’) der Euler-Lagrange-Gleichungen nicht explizit
von x ab. Zeigen Sie, dass in diesem Fall gilt:

-y 0_3/ = const. .
(c) Was besagt das Noether-Theorem (in Worten)?

(d) Was ist der Zusammenhang zwischen Lagrange- und Hamilton-Funktion? Geben Sie
dabei auch die Funktionsargumente explizit an.
Wie lauten die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen?

Aufgabe 2: Federpendel (10+5=15 Punkte)

| | ¢

9
An einem festen Aufhdngepunkt an der Decke l
ist eine (masselose) Feder mit Federkonstante 6
x und Ruhelénge ¢y befestigt, an dessen ande- )
rem Ende sich eine Masse m befindet. Diese ¢
schwingt im Schwerefeld g der Erde frei in der )
x-z-Ebene. Es wirken keine weiteren Krifte. Yol &

(a) Stellen Sie die Lagrangefunktion des Systems als Funktion der Pendelauslenkung ¢
und der Federldnge ¢ auf und leiten Sie die Bewegungsgleichungen her.

(b) Zur Vereinfachung der Bewegungsgleichungen ist es sinnvoll, eine neue Variable £ =
{—&q einzufiithren. &, ist dabei definiert als die Federldnge in der Gleichgewichtslage,
in der auf die Masse m keine Kraft wirkt. Bestimmen Sie £, und driicken Sie dann
die Bewegungsgleichungen durch £ und ¢, sowie m, g, x und &, aus.

(Die Losung der gefundenen Bewegungsgleichungen ist im allgemeinen nur numerisch
maglich und soll deswegen hier nicht weiter verfolgt werden.)
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Aufgabe 3: Ruckmechanik (8+2=10 Punkte)

Eine mogliche Verallgemeinerung der Lagrange-Funktion besteht darin, hohere Ableitungen
als nur die Geschwindigkeit als Argumente aufzunehmen. Wir beschrénken uns hier gmuf den
einfachsten Fall und fiigen die Beschleunigung hinzu, also L = L(q, ¢, §,t). ¢ = 9 wird

= s
als ,Ruck® bezeichnet, und ist der Namensgeber fiir diese Variante.

(a) Leiten Sie die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen

9L d oL, oL _
dt? 8ql dt ﬁqz (9qi N

0, 1=1,...,n

iiber das Hamiltonsche Prinzip her. Beachten Sie, dass in diesem verallgemeinerten
Fall auch die Geschwindigkeit an den Endpunkten festgehalten wird.

E

“¢* eines eindimensionalen Pro-

(b) Wir betrachten die Lagrangefunktion L = —3qqG —
blems.
Leiten Sie die zugehorige Bewegungsgleichung her. Welches physikalische Problem

wird damit beschrieben?

Aufgabe 4: Geodéate auf Kreiskegelmantel (4+8+5=17 Punkte)

In dieser Aufgabe betrachten wir einen Kreis-
kegel mit halbem Offnungswinkel o. Dessen S\
Spitze liegt im Ursprung und er erstreckt sich

in positive z-Richtung.

Verwenden Sie als Koordinaten eines Punk-
tes P auf dem Kegelmantel den Abstand r
vom Ursprung und den ebenen Polarwinkel ¢
(s. Skizze, hier gezeichnet fir P = FE). Punk-
te auf der Grundfliche des Kegels werden in G
dieser Aufgabe nicht betrachtet. p A ’

(a) Driicken Sie die kartesischen Koordinaten (z,y, z) von P durch r und ¢ aus. Zeigen
Sie, dass fiir das Linienelement gilt:

ds* = dr® + r’d¢?(sin o).

(b) Nun betrachten wir zwei Punkte S (rg, ps) und E (rg, pg) auf dem Kegelmantel
und suchen eine Bahngleichung fiir die kiirzeste Verbindung zwischen diesen. Fiir
diese ldsst sich, bis auf Spezialfélle, die wir hier nicht weiter betrachten wollen, der
Ansatz r = r(y) machen.
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Stellen Sie die Gleichung fiir die Lange L der Verbindung als Funktional J[r| auf.
Was muss fiir L gelten?

Stellen Sie die Euler-Lagrange-Gleichung fiir die zugehorige Funktion F(r, %, ©)
auf und integrieren diese einmal. Die dabei auftretende Integrationsvariable kann
einfach mit C' bezeichnet werden; diese absorbiert auch die auftretende Vorzeichen-
ambiguitat.

Ergebnis: v’ = Zg= /12 sin® o — (2

Integrieren Sie diese Differentialgleichung nochmals, um daraus eine Bahnkurve r(¢)
zu erhalten. Setzen Sie dabei noch keine Grenzen ein, sondern fiigen wiederum eine
Integrationskonstante D hinzu.

Aus welchen Bedingungen lassen sich schliefilich C' und D bestimmen (ohne explizite
Rechnung)?

Aufgabe 5: Rollender Zylinder (4+8+6=18 Punkte)

Auf der Innenflache eines fest eingemauerten Zylindermantels mit Radius R rollt ein Zylin-
der mit Radius S, Hohe H und Masse m im homogenen Schwerefeld der Erde. Dieser hat
eine radial nach auBen abnehmende Dichte o(7) = go(S% — r?). Die beiden Zylinderachsen
sind stets parallel, es wirken keine weiteren Kréfte.

(a)
(b)

Berechnen Sie das Tragheitsmoment des rollenden Zylinders um die Drehachse als
Funktion von m und S.

Stellen Sie die Lagrangefunktion des Systems auf. Betrachten Sie dazu den Abroll-
weg auf beiden Zylinderoberflichen, um eine Beziehung zwischen dem Auslenkwin-
kel des rollenden Zylinders, ¢, und seinem Drehwinkel zu erhalten. Vergessen Sie
nicht, dass sich der Auflagepunkt im korperfesten System des rollenden Zylinders
ebenfalls verschiebt.

Leiten Sie die Bewegungsgleichung ab im Grenzfall kleiner Auslenkungen. Finden
Sie die Losung fiir den Fall, dass der Zylinder zur Zeit ¢ = 0 mit Winkel ¢, in Ruhe
losgelassen wird.
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