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Aufgabe 10: Propagator auf dem Gitter (1+3+6=10 Punkte)

Um Funktionalintegrale zu bestimmen, und spéter dann daraus abgeleitete Groflen, kann es
geschickt sein, diese Berechnungen auf einem endlichen Gitter mit Kantenlénge a durch-
zufithren, und erst am Ende den Kontinuumslimes a — 0 zu bilden. In dieser Aufgabe
betrachten wir dazu ein reelles, skalares Feld ¢(x) mit der Lagrangedichte

L, m?
Lur = 5(8"0)(0u0) — 9" = V(9) -

(a) Fiihren Sie eine Wickrotation (¢ — —i7) durch, um die euklidische Lagrangedichte
Lp(T) = —Ly(t — —iT) zu erhalten. Hinweis: Nutzen Sie, dass der metrische
Tensor im euklidischen Raum die Einheitsmatrix ist (g% = 0**), um das Ergebnis
am Ende wieder mit Hilfe von (euklidischen) Vierervektoren zu schreiben.

Die Wirkung ist gegeben durch

Selo] = [ a'eLu(ola)) = a3 La(o(a)).

wobei wir im letzten Schritt das Integral diskretisiert haben, und die Summe iiber alle
Gitterpunkte geht. Analog definieren wir diskretisierte Formen des Differentialoperators

Oud = Ao = —[d(x + aji) — ()]
[6(2) = ¢(z — ap)]

oder  Aj¢:=[Afo+A ],

bzw.
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wobei /i der Einheitsvektor in p-Richtung ist.



(b) Entwickeln Sie A, A7¢ und Ay¢ um x jeweils bis inklusive O(d3¢). Was erkennen
Sie?

(¢) Berechnen Sie den inversen Propagator P im Impulsraum, indem Sie die Fourier-

transformation ¢(z) = [ (3?)34 5(p)e* in die diskretisierte Form von Sp einsetzen.

Geben Sie das Ergebnis fiir alle drei Varianten von A:[’_’i an.
Hinweise:

e Den Potentialterm V(¢) kénnen wir hier vernachléssigen.

e Uberlegen Sie sich zunichst A, ¢ nach Fouriertransformation.

e Das Endergebnis hat die Form Sp = [ %q}(p)&(—p)g.

e Entwickeln Sie am Ende fiir kleine a, um das erwartete Resultat fiir P zu
erhalten.

e Niitzliche Identitiit: a* 32N | /@)% = (21)46(p + /).

Aufgabe 11: Eichfixierungsterm (1+1+5+3=10 Punkte)

Aufgrund der Eichsymmetrie haben viele Feldkonfigurationen dieselbe Wirkung. Wir miissen
also die Eichung fixieren und einen entsprechenden Term der Lagrangedichte hinzufiigen,
der dies bewerkstelligt. In der Axialeichung sieht der Eichfixierungsterm fiir das Photonfeld
A folgendermaflen aus:

£ﬁx == —%(TLMAMV .

Dabei ist A ein reeller Parameter und n, ein beliebiger, aber festgehaltener Vierervektor.

(a) Wie sieht die vollstandige Lagrangedichte fiir ein nicht-wechselwirkendes masseloses
Photonfeld folglich aus?

(b) Wie lautet die Bewegungsgleichung fiir A*?

(c) Die Green-Funktion im Impulsraum D,, (die bis auf einen Faktor ¢ dem Propaga-
tor entspricht) stellt die Losung der Bewegungsgleichung (im Impulsraum) fiir eine
Punktquelle dar:

[K*g" — K"K + An*n”] D, = —gh .
Zeigen Sie, dass die Green-Funktion im Impulsraum folgende Form hat:
D, = s G+ (K* + An?)k,k,  kuny + ks,
k2 Ak -n)? k-n
Hinweis: Machen Sie einen allgemeinen Ansatz aus allen moglichen Kombinationen

von metrischem Tensor, £ und n, und bestimmen Sie die Koeffizienten.

(d) Was erhalten Sie fiir den Eichfixierungsterm Lg, = —2—15(8NA”)2?




