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Aufgabe 13: Drehimpulse und Oszillatoren (4+3+1=8 Punkte)

Wir untersuchen ein System von zwei unabhéngigen harmonischen Oszillatoren (im fol-
genden durch 4, — benannt) mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren al, ax, die die
iiblichen Vertauschungsrelationen erfiillen. Damit definieren wir die Operatoren

h
Jy = halcq, J, = 5 ( La+ — aT,a_> , N =N, + N_ = a1a+ +adla_.

(a) Zeigen Sie, dass die Jy, J, eine Drehimpulsalgebra erfiillen, also

()., Ji] = +hJy [Jy, J_] = 2hJ., [J2,J.]=0,
1

- 1
wobei J? = JZ 4+ J2 4 J? mitjzzé(J++J_) undJy:E(JJr—J_).

(b) Zeigen Sie, dass
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JP=n=(=+1).
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Damit miisste es also einen Zusammenhang zwischen der Besetzungszahldarstel-
lung |ny,n_) und der Drehimpulsdarstellung |j, m) von Zustédnden dieses Systems
geben. Wie lautet dieser Zusammenhang und wie lassen sich damit Drehimpulse
ganz allgemein deuten?

(¢) Untersuchen Sie den Effekt der beiden Operatoren K, = al.a! und K_ = a,a_ auf
einen beliebigen Zustand |ny,n_)? Was ist also ihre Bedeutung?



Aufgabe 14: Addition von Drehimpulsen (1+1+5="7 Punkte)

Wir betrachten zwei Teilchen [11) und [¢)5), das eine mit Drehimpuls ¢;, das andere mit Dre-
himpuls /5. In dieser Aufgabe wollen wir untersuchen, welche Drehimpulse 7 das kombinier-
te System, z.B. ein gebundener Zustand, haben kann. Dieser lasst sich als Produktzustand
9h) = [101) @ |1s) schreiben. AuBerdem verwenden wir die Bezeichnungen J® = L) @ 1,
J@ =1 L® sowie J=JO + JO.

(a) Betrachten Sie die Basis des Zustandsraums des Gesamtsystems, die aus Vektoren

der Form [¢1,m;) ® |l3, m2) besteht. Wie wirken die Operatoren Jy := J; +iJ; und
Js auf dieser Basis?

(b) Betrachten Sie die Eigenwerte von J3; und zeigen Sie, dass j; + jo der maximal
mogliche Eigenwert von J 2 ist.

(c) Betrachten Sie den Fall ¢; = {5 = 1.

Wie lauten die Eigenzustéinde des Gesamtdrehimpulses, |j, m), ausgedriickt als Line-
arkombinationen der gekoppelten |1,m) ® |1, mg)-Zustdnde? Mit anderen Worten:
Bestimmen Sie die Clebsch-Gordan-Koeffizienten fiir 1 ® 1 = 0 & 1 & 2. Beachten
Sie die Condon-Shortley-Konvention. Sie konnen die Koeffizienten fiir |j, —m) aus
denen fiir |j, m) durch bekannte Symmetrien bestimmen. Als letzten Zustand wer-
den Sie vermutlich |0,0) berechnen. Uberpriifen sie, dass J_ auf diesen angewandt
tatséchlich 0 ergibt.

Aufgabe 15: Bahndrehimpuls plus Spin (5 Punkte)

Betrachten Sie die Addition von Bahndrehimpuls L und Spin S eines Spin—%—Teilchens,

J=L+S. Zeigen Sie den in der Vorlesung gegebenen Ausdruck fiir die Eigenzustéinde des
Gesamtdrehimpulses
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z.B. durch vollstandige Induktion.
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